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মূল্য : বাইশ টাকা 
Сатил সরকারের আনৃক্‌ল্যে সুলভমূল্ প্রাপ্ত কাগজে IES |] 


মঃখবন্ধ 


পাশ্চমবঙ্গে মাধ্যামক স্তরে শিক্ষাব্যবস্থার যে আমূল পাঁরবর্তন সাধত হইয়াছে, 
সনদ ্রবার্তত উচ্চমাধ্যমিক শিক্ষার আয়োজন হইল তাহারই অব্যবাহত পরবর্তী অধ্যার। 

| অধনালমস্ত একাদশ শ্রেণীর উচ্চমাধ্যামক পাঠারুমের পরিপ্রেক্ষিতে বিচার ЗН 
বলা চলে যে, নবরূপায়িত উচ্চমাধ্যামক শক্ষাব্যবস্থায় গাঁণতের পাঠ্যক্রম সুবিন্যস্ত এবং 
শিক্ষার্থীদের উচ্চতর শিক্ষার প্রয়োজনমুখণী। এই পাঠ্যরমের “উদ্দেশ্য seua কাঁরয়া 
আমরা এই পদ্তকথান রচনার চেষ্টা কারয়াছি। 

এই E গণিতের প্রথম পত্রের জন্য 18159 Неше বাঁজগণিত (Algebra) 
দ্রকোণামাত (Trigonometry) ও বৈশ্লোষক জ্যামাত (Analytical Geometry) 
স্থান পাইয়াছে। দ্বিতীয় পত্রের জন্য 18149 বিষয়বস্তুসমহ_কলনশাল্ত (অন্তরকলন ও 
সমাকলন) (Differential and Integral Calculus) এবং বলাবদ্যা (Mechanics) 


‚ পৃথকভাবে 'দ্বতীয় খন্ডে স্থান পাইয়াছে। 


বজগাঁণতের প্রথম অধ্যায় হইল ‘ভেদ’ 1 বস্তুতঃ মাধ্যামকদ্তরে অননপাত-সমানধ্পাত 
সম্পর্কে আলোচিত তত্ব ও তথ্যের পাঁরপ্রক হিসাবে শুরএতেই ‘ভেদ’ সম্পর্কে আলোচনা 
করা হইয়াছে প্রয়োজনের খাতিরে, 56% 004 পরে “qas ee স্থান দেওয়া হইয়াছে। 
এতদ্বাতীত, বিন্যাস ও সমবায় সম্পর্কে নূতন আঙ্গিকে বিশদ আলোচনা করা হইয়াছে। 


উদ্বাহরণমালা এবং পর্যায়ক্লামক প্রশ্নাঁদ সংযোজন করা হইয়াছে | 

মাধ্যামকস্তরেই শিক্ষার্থীরা ্িকোণাঁমীতক কোণানপাত, উচ্চতা ও দুরত্ব সম্পর্কে 
সাধারণ জ্ঞান লাভ কারয়াছে, তাই এইসকল বিষয়ের সাহত সংশ্লিষ্ট জাটলতর আলোচনা, 
AF ও সম্পূরক কোণের কোণানুপাত, যোগক কোণের কোণানহপাত ইত্যাঁদর বিশদ 
আলোচনা এই পুস্তকে স্থান পাইয়াছে। এইরূপ বিশেষ কোণান পাতের ধারণা শিক্ষার্থীদের 


বৈ্লোষক জ্যামাততে সামতালক চিত্রের রূপান্তর হিসাবে প্রীতফলন, চলন ও ঘ্ণন 
স্থান পাইয়াছে। এই әркет বৈশ্লোষক দাঁটিকোণ হইতে Q রূপান্তর-প্রকিয়াগ্ীলর 


আলোচনা করা হইয়াছে। 
গুলিকে সরল ভাষায় সংসংহতভাবে উপস্থাপিত করা হইয়াছে। একই тойн омат 
ATE বর্জন করা হইয়াছে। 


গ্রন্থকার ্রয় 
লা নভেম্বর, ১৯৭৬ 
কাঁলকাতা 


MATHEMATICS 
Full Marks—200 
PAPER I (Marks—100) 


Algebra, Trigonometry and Analytical Geometry of Two 
Dimensions 
Algebra :— 30 marks : 

Variation, Arithmetical Progression, Geometrical Progression. 
Surds, Laws of indices. Complex numbers. Theory of quadratic equa- 
tion. Permutations and Combinations. Binomial theorem for positive 
integral index ; Idea of Infinite series—sum of infinite G. P. series, 
Use of Binomial theorem for fractional and negative indices. Lagarithms 
— Compound interest and annuities. Use of logarithms and exponential « 
series, 

Trigonometry :— 30 marks : 

Measure of an angle—Degrees. Radians. Trigonometrical ratios 
of compound angles. Multiple and submultiple angles, complementary 
and supplementary angles. Graphs of trigonometrical functions ; 
Graphical and general solutions of Trigonometrical equations. Inverse 
circular functions. Properties of triangles. Solution of triangles, 
Problems relating to heights and distances, ' 
Analytical Geometry of Two Dimensions :— 40 marks : 

Rectangular cartesian co-ordinates ; Polar co-ordinates ; Trans- 
formation from one system to another, Analytical representation 
of reflection, translation and rotation, Distance between two points. 
Division of a segment in a given ratio. Area of triangles, Concept of 
a locus. Equations of straight lines ; Angle between two lines—Con- 
ditions of perpendicularity and parallelism of two lines. Distance оға 
point from а given Line. Position of а point with respect to a line. 
Equations of bisectors of angles between two lines. Equations of circles. 
Idea of conic sections—Focus—Directrix definition of а conic section. 
Eccentricity and axes of conic sections. Equations of Parabola, Ellipse, 
and Hyperbola referred to their principal axes. 

Equations of tangents and normals to circles and the different 
conics (use of Calculus may be indicated). 


р} 
বীজগণিত 

প্রথম অধ্যায়ঃ ভেদ ЕС желі 
84% ও চলরাশি--সরল ভেদ-_ভেদের প্রতীক-_কয়েকটি প্রতিজ্ঞা_ব্যস্ত 
(বা বিপরীত )ভেদ_-যৌগিক ভেদ | 

দ্বিতীয় অধ্যায় ? প্রগতি ই মান্তর প্রগতি 7 19—88 
সংজ্ঞা £ 5444 প্রগতি-__-তম 90—911 ধর্ম_ধর্মের প্রয়োগ 
444 মধ্যক__দুই সংখ্যার সমাস্তর মধ্যক নির্ণয়-_সমান্তর শ্রেণী_সমাত্তর 
শ্রেণীর প্রথম £-পদের সমষ্টি__স্বাভাবিক সংখ্যা-সম্পকিত কয়েকটি শ্রেণীর 
সমষ্টি 

তৃতীয় অধ্যায় ঃ প্রগতি š গুণোত্তর প্রগতি - 39—59 
সংজ্ঞা š গুণোত্তর প্রগতি-_%-তম পদ- প্রগতির ধর্ম 
গুণোতর 3979—92 সংখ্যার 904194 মধ্যক নির্ণয়_দুই সংখ্যার সমাস্তর 
মধ্যক ও গুণোত্তর মধ্যকের সম্পর্ক 
গুণোত্বর শ্রেণী__গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম ?%-পদের সমষ্টি 

চতুর্থ অধ্যায় ঃ সূচক SF G 60—70 
ঘাত £ সুচক £ (544-754 নিয়ম- শূন্য স্থচক-_খণাত্মক অথণ্ড সাংখ্য 
স্থচক-_-ভগ্নাংশ স্থচক-_কয়েকটি প্রয়োজনীয় প্রতিজ্ঞা__মূলদ সাংখ্য সুচক 
সংক্রান্ত স্থত্রাবলী 

পঞ্চম অধ্যায় 8. করণী Е 71—81 
করণীর ক্রম--করণীর যোগ, বিয়োগ, গুণ ও 9171—99 নিরসন বা 


মূলদকরণ 

ঘষ্ঠ অধ্যায়? কাল্পনিক রাশি ও জটিল সংখ্যা w: 81—98 
জটিল সংখ্যা সম্পর্কে জ্ঞাতব্য_অমুবন্ধী জটিল সংখ্যা_জটিল সংখ্যার 
মডিউলাস-_জটিল সংখ্যার মুল-_জ্যামিতিক প্রতিরূপ--পোলার আকার 
ক্ৰম সম্পর্ক 

সপ্তম অধ্যায় ? দ্বিঘাত সমীকরণের তত্ব ы 99—129 
Ras সমীকরণের আকার-_বীজছঘয়ের প্ররৃতি-_-বীজ ও সহগের সম্পর্ক_ 
প্রয়োজনীয় উপপাছ-_অপেক্ষক £ একঘাত ও ছ্বিঘাত অপেক্ষক-_দ্বিঘাত 
রাশিমালার চিহ-_ছিঘাত রাশিমালার চরম মান 


554921 

অষ্টম অধ্যায় ৪ বিন্যাস ও সমবায় w 180-158 
বি্াস-_বিন্যাসের ধারণা বিষ্তাসের প্রতীক; বিন্যাস সংক্রান্ত প্রতিজ্ঞা- 
বলী- নিয়ন্ত্রিত বিস্যাস-_বৃত্তাকারে বিন্যাস 
সমবায় аз 22154-10 
সমবায়ের ধারণা__পুরক ( 415944) ) সমবায়_নিয়্ত্রিত সমবায় 

নবম অধ্যায়ঃ (ক) দ্বিপদ উপপাগ্ АР 180—198 
бе রাশিমালা--দ্বিপদ উপপাছা_দ্বিপদ সহগসমূহের কয়েকটি ধর্ম 

নবম অধ্যায়ঃ খে) অসীম শ্রেণীর ধারণা 2% 109-217 
অসীম অনুক্রম-_অসীম শ্রেণীর আংশিক সমষ্টি ও শ্রেণী প্রকৃতি 
ছ্'আযালেম্বার্টের পরীক্ষা__ঘাত শ্রেণী 

নবম অধ্যায় з О) খণাস্মক অখণ্ড সাংখ্য সূচক সম্পৰ্কিত 

` উপপাগ্ভের প্রয়োগ 1422 218—228 

আসন্ন মান নির্ণয় 

দশম অধ্যায় ANRIA «| 994—940 
লগারিথ ম্‌ সংক্রান্ত স্থত্রাবলী_নিধান পরিবর্তন-লগারিখম্‌ সংক্রান্ত 
প্রচলিত 991—570 їч পূর্ণক ও অংশক-_-লগারিখম ও আ্যার্টি- 
লগারিথম তালিকা ও উহার ব্যবহার-_ইণ্টারপোলেশন প্রক্রিয়া 


একাদশ অধ্যায় 2 চক্রবৃদ্ধি 4. 941—948. 
চক্তবৃদ্ধি পরিচিতি__সমূল safa নির্ণয়ের সাধারণ স্ত্র--অবচয় 
দ্বাদশ অধ্যায়? বাষিকী বা айе বৃত্তি 422 249—265 


waas বৃত্তির প্রকারভেদ__বাধিকীর বর্তমান মূল্য-চিরস্বত্ব | 
সম্পত্তি ঃ লিজ সম্পত্তি 
ত্রয়োদশ অধ্যায় 2 সূচক শ্রেণী_লগারিথমীয় শ্রেণী ও 
` উহাদের ব্যবহার 1472: 966—982 
e এর বৈশিষ্ট্য__স্চক শ্রেণী__লগারিথমীয় শ্রেণী__লগারিথমের সাংখ্যমান 
নির্ণয় ও লগতালিকা প্রণয়ন 


ত্ৰিকোণমিতি 
কতিপয় প্রয়োজনীয় ma ও সিদ্ধান্ত এ 1-4 
প্রথম অধ্যায় ? কোণের পরিমাণ ғ“ 5—9 


104 পদ্ধতি__বৃত্ীয় পদ্ধতি 


aaa SPT 


1775 
দ্বিতীয় অধ্যায় ঃ বিভিন্ন পাদে অবস্থিত কোণসমুহের 


ত্ৰিকোণমিতিক অনুপাত Е 10—22 

কতিপয় বিশেষ কোণের SATS 
তৃতীয় অধ্যায় £ মিশ্রকোণের ভ্রিকোণমিতিক অনুপাত - 98--81 
চতুর্থ অধ্যায় ঃ গুণিতক ও অংশকোণের ভ্রিকোণমিতিক е іші 89-48 
পঞ্চম অধ্যায় £ ত্ৰিকোণমিতিক অভেদ 44—49 
বন্ঠ অধ্যায়  ভ্রিকোণমিতিক সমীকরণের সাধারণ সমাধান 50-56 
‘সপ্তম ент: ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখচিত্র <- 57—64 (d) 


সাইনের লেখচিত্রব_কোসাইনের লেখচিত্রট্যানজেণ্ট এর লেখচিত্র-_ 
সমীকরণের লৈথিক সমাধান 

অষ্টম অধ্যায় ? বিপরীত 499 অপেক্ষক - 65—79 
বৃত্তীয় ও বিপরীত বৃত্তীয় 'অপেক্ষক_অপেক্ষকের মুল্যমান-_কতিপয় 
প্রয়োজনীয় জ্ঞাতব্য বিষয়__কতিপয় স্ত্র--বিবিধ উদাহরণ 

নবম অধ্যায় ঃ ত্রিভুজের ধর্ম ... 80—100 
ত্রিভুজের কোণের sine-rule S cosine £৪16-_ত্রিভূজের বাহু দ্বারা উহার 
অর্ধকোণগুলির sine, cosine ও tangent এর প্রকাশ-_ত্রিভূজের ক্ষেত্রফল 
নির্ণয়_ত্ৰিভুজের পরিব্যাসার্ধ_ত্রিভূজের অন্তর্্যাসার্ধ_ত্রিভুজের RTT 


‚‚ দশম অধ্যায়? ত্ৰিকোণমিতিক তালিকার ব্যবহার = 101-104 
একাদশ অধ্যায় ? ত্রিভুজের সমাধান ... 105-2 
দ্বাদশ অধ্যায়ঃ উচ্চত৷ ও দুরত্ব = 128-6 

Сасе জ্যামিতি 
প্রথম অধ্যায় ঃ স্থানাঙ্ক 1—8 


অবস্থান-_কার্টেসীয় স্থানাঙ্ক_-তির্ধক অক্গ__-পোলার স্থানাঙ্ক_অক্ষদবয়ের 
সমান্তরাল স্থানাস্তর__অক্ষদয়ের ঘূর্ণন 
দ্বিতীয় অধ্যায় £ প্রতিফলন, সরণ এবং ঘূর্ণনের কার্টেসীয় উপস্থাপন। 9—18 
প্রতিফলন-__কেন্্ীয প্রতিফলন-_চলন-_তূর্ণন 


তৃতীয় অধ্যায় ? দুইটি বিন্দুর দুরত্ব .. 14-7 
রেখাংশের অন্তঃস্থ ও বহিঃস্থ বিভাজন-_ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল 
চতুর্থ অধ্যায়ঃ সঞ্চারপথ z 28—31 


সঞ্চারপথ নির্ণয়ের নিয়ম 


পঞ্চম অধ্যায়ঃ AITAN S sa 82775 
সরলরেখার সমীকরণের বিভিন্ন বূপ__সরলরেখার নি RA ১ 
সরলরেখার মধ্যবর্তাঁ কোণ নির্ণর__সরলরেখার পোলার সমীকরণ নির্ণয় 

45 অধ্যায় £ বৃত্ত ч 50—68 
বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় Зе з; * 


সপ্তম шз শঙ্কুচ্ছেদ তত 64799. 
শঙ্কুচ্ছেদের জ্যামিতিক সংজা_-অধিবৃত্ত_কেন্জর чат £ ше 
কেন্দ্রী “4054 2 পরাবৃত্ব_-মমপরাবৃত্ত jí ; 

অষ্টম অধ্যায় ৪ স্পর্শক ... 100-1 
ছেদক £ স্পর্শক з স্পর্শক নির্ণয়ের পদ্ধতি__-অভিল্ম্পর্শ জ্যা 


লগ তালিক। = 0) — (xxi) 
শুদ্ধিপত্র 


প্রথম অধ্যায় 
ভেদ (Variation ) 


$ 1. অঙ্গপাত ও সমানুপাত সংক্রান্ত বিশেষ ধরণের কয়েকটি প্রতিজ্ঞা নৃতন 
ধাঁরায় প্রকাশ করা সুবিধাজনক । বর্তমান অধ্যায়ে এই qea ধারাটি তোমাদের 
সামনে তুলিয়া ধর! হইল। 

52. প্ৰুবক (Constant): চলরাশি ( Variable quantity ) : একটি 
বীজগাণিতিক রাশিমালা bz +9% ae, লক্ষ্য কর, এই রাশিমালায় сеу এর 
মান чө] বদলান যায় ( অর্থাৎ z ও y এর প্রতিটির স্থলে যে কোন সংখ্যা বসান 
চলে )। কিন্ত z এবং у এর এই মান-বদলের ফলে উহাদের সংগ (541569) 
দুইটির কোন পরিবর্তন হয় না। এক্ষেত্রে,  ও$ কে বল! হইবে চলরাশি বা 
সংক্ষেপে চল ( Variable ) এবং ঠ ও 9 কে বলা হইবে 4471 এইবার, একটি 
সমীকরণ 9y=7z+4 লও | এই ধরণের সমীকরণের লেখচিত্র আকিবার সময়ে 
তোমরা দেখিয়াছ, এর অসংখ্য মান লওয়া চলে এবং z এর প্রতিটি মানের 8% 
у এর একটি করিয়া মান পাওয়া যায়। কাজেই, এখানে 2 ও у এর অসংখ্য মান 
পাওয়া সম্ভব। এখানে £ ও у চল, এবং 2, 7, 4 84% 1 х 

সুতরাং, কোন বীজগাণিতিক রাশিমালা ( Algebraic expression ) অথবা 
সমীকরণের অন্তর্গত যে রাশি ( Quantity) (বা রাশিগুলি) সর্বদা ( অর্থাৎ ওঁ 
রাশিমীল1 বা সমীকরণের অন্যান্য সমুদয় রাশির মান বদলান সত্বেও) অপরিবর্তিত 
থাকে তাহাকে (বাঁ তাহাদিগকে ) 94% রাশি (Constant quantity) 41 
সংক্ষেপে ধ্রুবক বলা হয় এবং যে সকল রাশির মান পরিবর্তন কর! চলে তাহাদিগকে 
চল রাশি বা সংক্ষেপে চল বলা হয়। 

$3. সরল ভেদ (Direct Variation ): দুইটি চলরাশি аву যদি 
এমন সম্পর্কযুক্ত হয় যে z এর মান বদলাইলে & এর মান একই অমুপাতে বদলাইয়া 
যায়, তাহা হইলে,“ এর সহিত y সরলতেদে আছে” বল! হইবে। 

উদ্দাহরণ ; মনে কর, একটি গাড়ী সমবেশে ঘণ্টায় 40 কিলোমিটার হিসাবে 
যাইতেছে। 


2 ` ভেদ 


৬৮ 


স্থতরাং, 1 ঘণ্টায় অতিক্রান্ত দূরত্ব 40 কিলোমিটার & . 
Г б » =40х2 „= 
8, » » "40х8 ১১ 
4%”. ҮЕ э =40х4# ১, | | 
$ UY %  "40х%і ,, А ' 


অর্থাৎ, সময় দ্বিগুণ, তিনগুণ, চারগুণ ইত্যাদি হইলে অতিক্রান্ত таче যথাক্রমে | 
(64, তিনগুণ, চারগুণ প্রভৃতি হইবে । আবার সময় যদি অর্ধেক, এক-তৃতীয়াংশ, 
একচতুর্থাংশ প্রভৃতি হয়, তাহা হইলে অতিক্রান্ত {чө যথাক্রমে: অর্ধেক, 
এক-তৃতীয়াংশ, একচতুর্থাংশ প্রভৃতি হইবে । এখন সময়কে T ঘণ্টা, এবং T ঘণ্টায় ২, 
অতিক্রান্ত দূরত্বকে В কিলোমিটার দ্বার! স্থচিত করিলে, চলরাশি দুইটি হইবে Т a : 
8. উপরের আলোচনা হইতে, “Tag মান বদলাইলে S এর মান একই অনুপাতে . 
বদলাইবে” বলা চলে । আমরা বলিব ও 5 সরলভেদে আছে | | 
দ্রষ্টব্যঃ উপরের উদাহরণে লক্ষ্য কর, { 
17 1| 2 | 3 | 1х4] 1х4] 1%% 
যখন, S240140x2]40x8]40x4]40x1140x1 ` 
এৰং азган; Tal- „8 lxi 1хі 0:4) | 
অর্থাৎ T: 8 অঙ্থপাতটি সর্বদা FF | 


ভেদের প্রতীক : ভেদ বুঝাইতে < প্রতীকটি ব্যবহার করা হয়। “z এর 

সহিত у সরলভেদে আছে” কথাটি প্রতীক সাহায্যে এইভাবে প্রকাশ করা হয় :__ 
r< 
$4. কয়েকটি প্রতিজ্ঞা ঃ 
1 44B হইলে A=k.B, যখন k একটি #151 বিপরীতক্ষমে, 
A=k.B, (যখন k একটি фат), হইলে 4 4 B. 

মনে কর, 4 এর যান а হইলে B এর মান হয় b | এখন, 4 এর যান a হইতে 
বদলাইয়| a, ৫2, Aate FITA b এর মান যদি b হইতে বরলাইয়| যথাক্রমে 01, | 
bis bas Ds", তাহা হইলে, সরলভেদের সংজ্ঞ! чулп, 


Е Т ЧР 8 
r Waq 7. атыр аты ইত্যাদি। i ° 
e O a, 


a а 
Жш b0 5 ইত্যাদি। 


қ 8 
ë . ভেদ 


ГА 
04, 09 з п... A 
৪৯০৪৪ ; 


4 এর প্রতিটি মান а. 
অর্থাৎ ভিজ সর্বদা একই | একটি নির্দিষ্ট ধ্রুবক ] থাকিতেছে। 


a A এর প্রতিটি মান 
е р, В এর সংশ্লিষ্ট মান 


=k, যখন k একটি 5471 


অর্থাৎ 4-% বা A=k.B, যখন k একটি Фа | 


এখন ধর, А.В, যখন k একটি gasi মনে কর, В এর মান & ও 6: 
হইলে А এর মান যথাক্রমে a ও a, হয়। তাহা হইলে, a= kb এবং а, = kb, 


সুতরাং а 0 অর্থাৎ А এর মান a হইতে বদলাইয়া a, করিলে & এর মান 
1 1 


ала, অনুপাতে বদলাইয়া b, হইবে 1 সাধারণভাবে, A এর মান বদলাইলে В এর 
মান একই অনুপাতে বদলাইয় যাইবে 1 সুতরাং, А এর সহিত B সরলভেদে আছে 
অর্থাৎ 4 < B | 
2. A«B হইলে B «A হুইবে। 
যেহেতু A< B, л А-В, чарчаб gag | 
B=. 4.=( একটি ач). 4. 
B< A. 


3. AxB এবং B<CহইলেA«C. 
যেহেতু А«В, 47778, যখন k একটি 84% | 
আবার, যেহেতু B 0, .. B=.0, যখন m অপর একটি 544 | 
A=k.B = k. (т.с) = (km).G = (একটি ধ্রুবক ). С 
2 এ < O, 
4. AxC এবং B < О হইলে, A+ B < O এবং JAB < 0, 
যেহেতু, A< 0, 2. 4০0, যখন k একটি EIF | 
এবং, যেহেতু, 70, : Вет.0, যখন m অপর একটি 54% | 
A+ B=k.0 +m.0 = (k +m).C =( একটি ধ্ৰুবক ). C 
244%В<С. 
এবং УВ УЕ0. т.С-( ут). С-( একটি еа). С 
У4.В < С. 


4 ` вш ৯৮৮ жа 
5. Ах В হইলে, An < В", যখন n একটি সংখ্যা ৬ š 
যেহেতু А«В, г. A=k.B, যখন % একটি বক | 
2 An=(k.B)n= k".B"n=( একটি а ). В". 
4" < В". 
$5. ব্যস্ত (বা বিপরীত) ভেদ (Inverse Variation): যদি একটি 
চলরাশি z অপর একটি চলরাশি y এর অস্তোন্তকের সহিত (অর্থাৎ Û এর সহিত ) 


সরলভেদে থাকে, তাহা হইলে, বলা হইবে যে z ও у ব্যস্ত (বা বিপরীত ) ভেদে 
আছে। 

এখানে zal, 5 2-11, যখন k একটি Фа | у, £%/-%, যখন 
k একটি ধ্রুবক । লক্ষ্য কর, J =k $-(ঞ্বক ), 1, 


স্থতরাং, zal হইলে y < 3 হইবে। 

উদ্দাহরণ। মনে কর, একটি কাজ 10 জন লোক 4 দিনে শেষ করে । কাজেই, 
5 জনে কাজটি করে 8 দিনে অর্থাৎ লোক্সংখ্য অর্ধেক হইলে দিন-সংখ্যা। দ্বিগুণ হইবে | 
আবার, 20 জনে কাজটি শেষ করিতে পারিবে 2 দিনে অর্থাৎ লোকসংখ্যা দ্বিগুণ হইলে 
দিন-সংখ্যা অর্ধেক হইবে। স্থতরাং কর্মীসংখ্যা বাড়িলে দিন-সংখ্যা ব্যস্ত অঙ্গপাতে 
কমে এবং কর্মীসংখ্যা কমিলে দিন-সংখ্যা ব্যস্ত অঙ্কপাতে বাড়ে। কাজেই, “т. 
সংখ্যা ও দিন-সংখ্যা ব্যস্তভেদে আছে” বলা যায় | 

§ 6. যৌগিক ভেদ ( Joint Variation): একটি চলরাশি z যদি অপর 
দুইটি চলরাশি y ও z এর গুণফলের সহিত সরলভেদে থাকে তাং! হইলে বল! হইবে 
যে, y ও z এর সহিত z যৌগিক ভেদে আছে | 

অর্থাৎ তিনটি চল z, у, z যদি এমন হয় যে, оул তাহা হইলে "у ও ৪ এর 
সহিত z যৌগিক ভেদে আছে” বল! হইবে | 

উদ্দাহরণ। কোন fagan ভূমির দৈর্ঘ্য b এবং উচ্চতা А ধরিলে, fagra 
ক্ষেত্রফল A =}. b. h. = ( о). b. h, 

тэ, & ও h এর সহিত A যৌগিক ভেদে অবস্থিত | 


একটি жоң: A, B, 0 তিনটি চল এবং АФ হইলে বলা হইবে যে, А, 
В এর সহিত সরলভেদে এবং C এর সহিত ara ভেদে আছে। 


ভেদ 5 


§ 6. “A, B,C এমন তিনটি চলরাশি যে, Осе ধ্রুবক রাখিলে A<B এবং 
চকে ধ্রুবক রাখিলে 440; তাহা হইলে, যখন B e 0 উভয়েই চল তখন 4480 
হইবে ৷” 

[ অর্থাৎ С এর মান я] বদলাইয়া। কেবল А ও В এর মান বদলাইলে যদি দেখা 
যায় যে, А: B еде, আবার, B এর মান একই রাখিয়া А ও C এর মান বদলাইলে 
ч দেখা যায় যে A: 0 а, তাহা হইলে, B ও O এর মান যুগপৎ বদলাইলে 
দেখা যাইবে যে À : BO ধ্রুবক ] 

স্পষ্টত:, এখানে А এর মানের পরিবর্তন অংশতঃ B এর মানের পরিবর্তনের উপর 
এবং অংশতঃ 0 এর মানের পরিবর্তনের উপর নির্ভর করিতেছে | 

মনে কর, 4, B ও 0 এর মান যথাক্রমে а, b ও c теңі হইয়াছে। এখন, 
B ও 0 এর মান যথাক্রমে b ও с হইতে একই সঙ্গে না বদলাইয়া প্রথমে B এর মান 
b হইতে বদলাইয় b, করা হইল; কিন্ত 0 এর মান с রাখা হইল। কাজেই 0 এর 
মান аж বা অপরিবর্তিত রহিল । ইহার ফলে, মনে কর, А এর মান ৫ হইতে 
বদলাইয়! 9’ হইল। 

Ост етт রাখিলে 4B, р ‚дё? ছাঃ 


এইবার, В এর মান b, яая! অর্থাৎ В এর মান অপরিবর্তিত ( FF =b, ) 
রাখিয়া, 0 এর মান с হইতে বদলাইয়া с, করা হইল। ফলে, মনে কর, 4 এর 
মান а/ হইতে বদলাইয়া а, ZZA | 


e 


Вор ңе রাখিলে 440, 2 гу ৮02) 
1 1 
а а. 5,0 а _ b. 
0) এবং (ID গুণ করিয়া, лты ш দাহ 


অর্থাৎ А এর মান a হইতে 491111 a, করিলে B.C এর মান একই অন্গপাতে 
(ала, ECS ) b.e হইতে বদলাইয়া 0,0, হইবে । কাজেই, А«В.О যখন 
B ও 0 উভয়েই চল। 

অনুসিদ্ধান্ত 1. যদি চল রাশি 4 এর ভেদ (বা পরিবর্তন) ছুই এর অধিক 
চল রাশি B, 0, D, Epe aa পরিবর্তনের উপর নির্ভর করে, তাহা হইলে উপরের 
প্রতিপাগ্যটি সহজেই সম্রদারিত কর! চলে। 

অনুসিদ্ধান্ত 2. A<B, যখন 0 844 এবং এ যখন В #49, হইলে 


440, যখন B ও 0 উভয়েই চল | 


ভেদ 


উদাহরণমালা 
1. 44B এবং 440 হইলে দেখাও যে A<B _ С. 
সমাধান। 22 AaB, .. A=m.B ... (1), যখন m একটি ধ্ৰুবক 
আবার, 2 440, 2, A=sk.C ... (9), যখন k একটি аж 


0) হইতে B= এবং (0) হইতে 0-2 


в-0-4-4 2-4 (5-৯ 


= Ар, যখন 2-3-$-একটি FIF 


А-2. (B-0)=( একটি ат). (B- O) 
А«В-С. 
2 2%уч«2-у হইলে দেখাও যে, 22 + y2 <zy 
সমাধান। যেহেতু 4+ -у Ç. a +Y= (а-у), যখন একটি TF | 
(z +y)? = k2(z — у)? 
অর্থাৎ, 2492+ 22у =k2(02 + y2 2у) 
বা (০2+-82)-%2(524-%2)- — k2.2zy - ny 
বা (1-%5)62+2). (2 + 1).zy 
বা হ2+92= AED ey একটি era. ту 
Қ. 2 CARTEI) 
Ё - এবং k 84%, n, E ৭ өз | 
22 +у?<ту. 
3. $5৭6 এবং s=2 যখন ₹= 8. в= 10 হইলে ча মান নির্ণর কর। 
94144102 м, 2. 5-2... (1), যখন একটি фе | 
(1) এ s=2 এবং t=8 বলাইয়া, 2 = %.8. 
” kag; 
(1) হইতে, 5= 8. 


و ےم - 1028 হইলে,‏ 8-10 


ভেদ q 


17 
4. A,B,s, t এমন চারিটি চলরাশি যে, Bas +t, s4A এবং а. 4% 


4-1 হইলে В-5 এবং 4-2 হইলে B=! হয়, তাহা হইলে 4 ও B এর 
সম্পর্কটি নির্ণয় কর। š 
সমাধান। © sad,  s=k.A, যখন k একটি #3 | 


আবার, у нъ А ¿= kl. যখন М একটি gaa | 
4 A 
р ৪876 ... ... (1) 
w: J 

এখন, Bas+t 


2 B=m(s+ যখন т একটি 847 | 


-%(%4 +E) [0) এর দ্বার! ] 


= mk. "Бы 


=РА+Р.Җ 2. (2), [p= mk এবং р' = mk’ বলাইয়া 1 
@) এ 4-1, B=5 এবং 4-9, В=1 441841 যথাক্ৰমে পাই :— 
бер+р rar (8) 
7245 ra (d) 


(4) কে 9 দ্বারা গুণ করিয়া, 14=4p+p *** (5) 
(5) হইতে (8) বিয়োগ করিয়া পাই :— 
9=8p 2 р=8 
p এর এই মান (8) এ বপাইয়। পাই :_ . 
Бедер ৮ ре 
a (BE, В-34+ 1, ইহাই 4 ও B এর নির্ণের সম্পর্ক | 


5. ৫-৬৭০, যখন b ধ্রুবক এবং ৫-৭ যখন с жа, হইলে দেখাও যে 
a-b- ০০ যখন b ও c উভয়েই চল রাশি। 


জমাধান। 
акс যখন b 544 


a- b= ke যখন k ভেদ-ঞ্রবক এবং b ধ্রুবক 
a-b-c=(k-1)c 
৫-&-০০যখন b 649 e (1) 


"ভেদ 
” 
আবার, &- ৫, যখন ৫ IF 


a-c=k'.D যখন k’ ভেদ-প্রুবক এবং c FF 
a-b-c=(k'-1)b е 


а-0-с< b, 10 qF ** (9) 
0) 9) ке যৌগিক ভেদের নিয়ম অঙ্গুসারে, 
&-&-০৭&০ যখন & вс উভয়েই sani 

6. ধাতু-নির্িত তারের বৈদ্যুতিক রোধ তারটির দৈর্ঘ্যের সমানুপাতে এবং 
তারের ব্যাসের বর্গের সহিত ব্যস্ত অগ্কপাতে আছে। একই «убуз দুই খণ্ড 
তারের (40 4 মিটার এবং & মিটার এবং ব্যাস যথাক্রমে 15 মিলিমিটার ও 2 
মিলিমিটার হইলে তার খণ্ড দুইটির রোধ তুলনা কর | 

সমাধান। তারের দৈর্ঘ্য L ব্যাস d এবং রোধ R দ্বারা স্থচিত করিলে, 


প্রশ্নানুসারে, В« А. 52 R-k (1) যখন k= ভেদ-ঞ্রুবক | 


এখন, প্রদত্ত দুই খণ্ড তারের দৈর্ঘ্য, ব্যাস ও রোধ যথাক্রমে L, d. R, এবং 
la, da, Fa ধরিলে, (1) হইতে পাই, 
1 
В,=Ё л ИО)! 
= 1 
এবং RR "4200." (8) 
(2) কে (3) দ্বারা ভাগ করিয়া, 


В, 1,4,3 1,0,2 4 99 4,4 
Be alas Ta 605 = 5 x 295 


-16х 100 _ 64 
бх 225 7% 


R, : В,=64: 45, 

7. পিরামিডের আয়তন, উহার উচ্চতা ও ভূমির ক্ষেত্রফলের সহিত যৌগিক 
ভেদে আছে। 14 সে.মি. উচ্চতাবিশিষ্ট একটি পিরামিডের ভূমির ক্ষেত্রফল 60 বর্গ 
সে.মি. এবং আয়তন 280 ঘন সে.মি.। 26 সে.মি. উচ্চ একটি পিরামিডের আয় তন 
390 ঘন সে.মি. হইলে পিরামিডটির ভূমির ক্ষেত্রফল কত > 


সমাধান। পিরামিডের উচ্চতা А সে.মি, ভূমির ক্ষেত্রফল $ বর্গ সে.মি. এবং 


আয়তন о ঘন সে.মি. দ্বারা সুচিত করিলে, প্রশ্নান্সারে, o < hs, যখন hes 
উভয়েই চল রাশি। 


2 v=k.hs ° (1), যখন k= ভেদ F47 | 


м 


{ 


- ভেদ. s 9 
এখন, (1) এ 0= 280, в =60 в h=14 471891, 
980=k.60.14 


Š রি জি (9) ы 
(2) এ 9-990 এবং h=26 বাইন, | 
890 = 3.26.5 


80 15 
5820 х8 
8 38 45 


£ 
পিরামিডটির ভূমির ক্ষেত্রফল = 45 বর্গ সে.মি. 


esaia 1 
1. 22 +y? ту হইলে দেখাও যে 2%ух2-у 
2. z< এবং у<2 হইলে দেখাও যে, 
(i) а%-у%-.23 «< Зу 
Gi) 2+/1+2 < a+ /Vs+ үш 
(iii) x? +y? +z? < 2% +уғ + 42. 

3. а+у এবং ау যথাক্রমে +2 এবং pe এর সহিত সরল ভেদে 
আছে। যদি =8, / =! হইলে ৪.৪ হয়, তাহা হইলে দেখাও যে z এর সহিত 
2 এর সম্পর্কটি হইবে £ 2222 - 1522+2=0 

4. z ও% যথাক্রমে 9 ও z এর সহিত সরলভেদে আছে। 2-0, y=b, 
z=0 এবং ৪৮০, y=b', z=0 যদি z, у, z <q ছুই প্রস্থ মান হয় 


তবে প্রমাণ কর যে, 
(а? +02 + с?)(а'® +}? +০2)- (aa! + bb’ + сс)? 


5, 2+0+2 < а+у-—2 এবং g? +y? +22 < 22 +02 _ 22 হইলে 
দেখাও যে «жу এবং YZ. 

6. =, у, 4 এমন তিনটি চলরাশি যে £-%+%/-একটি 444 এবং 
(০+%-2)(৫+%-4) tyz; প্রমাণ কর যে HYH < gs. 

7. 2,0, 5, t এমন БІН চলরাশি যে, у < 8+, s < z, tal, যদি 
z=4 হইলে J =6 এবং হ=8 হইলে &-4 হয়, তাহা হইলে দেখাও যে এ ву, 
এর সম্পর্ক নির্দেশক সমীকরণটি হইবে : 222 -ey - 8=0. 


10 = ভেদ 


8. যদি একটি চলরাশি у এমন দুইটি চলরাশির সমষ্টি হয় যে, এই চলরাশি 
দুইটির একটি z এর সহিত সরলভেদে এবং অপরটি %2 এর সহিত ব্যস্ত ভেদে থাকে 
এবং যদি «=2 বা 8 হইলে y=19 হয়, তাহা হইলে দেখাও যে, 

у = ӧл +99 
5% 

9. Ry এরূপ তিনটি রাশির সমষ্টির সহিত সরলভেদে থাকে যে, রাশি 
তিনটির প্রথমটি ат, দ্বিতীয়টি z এর সহিত সরলভেদে এবং তৃতীয়টি 22 এর 
সহিত সরলভেদে আছে এবং যদি z=a হইলে у-0, z=2a হইলে у-а ও 
z = 8а হইলে y= da হয়, তাহা হইলে দেখাও যে z = та হইলে y = a(m - 1)? 

10. একটি চলরাশি z অপর দুইটি চলরাশি у ও # এর সহিত যৌগিক ভেদে 
আছে। যদি 022, (t একটি চলরাশি), এবং salan, তবে দেখাও যে ত. 

11. যদি ৫4৬০ যখন b FIF এবং ৫+ ach যখন c FTF, হয়, তাহাহইলে 


দেখাও যে, 
৫4৬4৫০০ যখন b ও c উভয়েই চলরাশি। 


12. একটি বৃত্তের ক্ষেত্রফল যদি? ও ^ ব্যাসার্দবিশিষ্ট FOOT দুইটি বৃত্তের 
ক্ষেত্রফলের সমষ্টি হয় এবং যদি বৃত্তের ক্ষেত্রফল উহার ব্যাসার্দের বর্গের সহিত সরল 
ভে থাকে, তবে দেখাও যে, বৃহত্তর теба I= (r? +2), 

13. rer atl বিশিষ্ট দুইটি নিরেট স্বর্ণ গোলক গালাইয়া একটি মাত্র 
নিরেট 44 গোলকে পরিণত করা হইল। যদি নিরেট গোলকের shuwa উহার 
ব্যাসার্দের ঘনের সহিত সরল ভেদে থাকে, তবে দেখাও যে, বৃহত্তর স্বর্ণ গোলকটির 
ব্যাসার্ধ” / 754 r. 

14. + ব্যাসার্ধ বিশিষ্ট একটি নিরেট গোলকের (sphere) আয়তন ‘v’ এবং 
পৃষ্ঠতলের ক্ষেত্রফল “৪. 

9" কে চলরাশি ধরিলে যদি 0593 এবং sar? হয়, তবে দেখাও যে 075582, 

15. কোন উৎসবে মোট ব্যয়ের কিছুটা অপরিবর্তনীয় এবং অবশিষ্টাংশ 
অভ্যাগতদের সংখ্যার সহিত সরলভেদে থাকে। অভ্যাগত-সংখ্যা 150 হইলে মোট 
ব্যয় হয় 175 টাক! এবং 240 জন অভ্যাগত হইলে মোট খরচ পড়ে 220 টাকা। 
দেখাও যে, 250 জন অভ্যাগত হইলে মোট 225 টাকা খরচ হইবে। 

16. হীরকখণ্ডের মূল্য উহার ওজনের বর্গের সহিত সরলভেদে আছে। সমান 
ওজনের সোনা দিয়া তৈয়ারী হীরক বসান তিনটি আংটির দাম a টাকা, b টাকা ও 
с টাকা। 14 дизе তিনটির ওজন যথাক্রমে 89749, 4 ক্যারাট, ও 5 


ভেদ 11 
ক্যারাট হয় এবং যদি প্রতিটি আংটি তৈয়ারীর মজুরী একই থাকে, তাহা হইলে 
দেখাও যে, এক ক্যারাট ওজনের হীরক খণ্ডের দাম (e-o) টাকা । 

17. নির্দিষ্ট (HE) ঘনত্ববিশিষ্ট স্থির তরলের ভিতর কোন বিন্দুতে চাপ 
бча গভীরতার সহিত সরলভেদে থাকে এবং স্থির তরলের অভ্যন্তরে নির্দিষ্ট 
(жая) গভীরতায় কোন বিন্দুতে চাপ তরলটির ঘনত্বের সহিত সরলভেদে থাকে | 
যদি 1 একক ঘনত্ব বিশিষ্ট একটি তরলের অভ্যন্তরে 82 একক গভীরতায় চাপ 1 
একক হয়, তাহা হইলে 16 একক ঘনত্ব বিশিষ্ট কোন একটি তরলের কত গভীরতায় 
চাপ 2 একক হইবে? 

18 মিটার উচ্চ একটি স্তম্ভ নির্মাণের মোট ব্যয়ের কিছু অংশ h এর সহিত 
এবং অবশিষ্টাংশ 72 এর সহিত সরলভেদে আছে। Te উচ্চতা 40 মিটার 
হইলে মোট নির্দাণ-বায় 180 টাকা এবং উচ্চতা 60 মিটার হইলে মোট বায় 255 
টাকা হয়। মোট ব্যয় 420 টাকা হইলে vafa উচ্চত| কত হইতে পারে? 

19. নির্দিষ্ট ভরের গ্যাসের আয়তন, উহার চরম তাপমাত্রা! নির্দিষ্ট (ধ্রুবক ) 
থাকিলে, চাপের সহিত ব্যস্ত 59908 থাকে এবং উহার চাপ নিদিষ্ট (FF) 
থাকিলে চরম তাপমাত্রার সহিত সমানুপাতিক হয়। যৌগিক ভেদের নিয়ম অনুসারে 
এই তথ্য ছুইটির সমন্বয় কর। ইহা হইতে দেখাও যে, 289 ডিগ্রী চরম তাপমাত্রা" 
বিশিষ্ট 1 লিটার আ়তনের একটি গ্যাসকে 1182 ডিগ্রী চরম তাপমাত্রায় উত্তপ্ত 
করিলে যদি গ্যাসটির চাপ দ্বিগুণ হয়, তবে উত্তপ্ত গ্যাসটির আয়তন হইবে 2 লিটার | 

20. gema একটি রৌপ্য পদকের মূল্য, ইহার сач (thickness) fafiè 
(аз ) থাকিলে ব্যাসের বর্গের সহিত এবং ব্যাস নির্দিষ্ট (4%) থাকিলে বেধের 
সহিত, সরলভেদে আছে। এরূপ ছুইটি পদকের ব্যাসের অনুপাত 4:8; যদি 
প্রথম পদকটির মূল্য দ্বিতীয় পদকের মূল্যের চারগুণ হয়, তবে দেখাও যে, উহাদের 


বেধের অঙ্থুপাত = 9 : 4. 
21. মনে কর, কোন যাত্রীবাহী নৌকার эя যাত্রীর সন্মিলিত ওজন এবং 


«чз নৌকার ওজন যথাক্রমে নৌকার দৈর্ঘ্যের ঘন এবং বর্গের সহিত সরলভেদে 
আছে। এরপ তিনটি নৌকার 246 1, 1, 1, এবং যাত্রীসমেভ নৌকা তিনটির 
ওজন যথাক্রমে 4০4) Way Wa হইলে দেখাও যে, 


ш? w 
123 05779415505 71978857197 


উত্তরমাল। 
17. 4 একক | 18. 80 মিটার | 


10 . ভেদ 


8. যদি একটি চলরাশি у এমন দুইটি চলরাশির সমষ্টি হয় যে, এই চলরাশি 
দুইটির একটি z এর সহিত সরলভেদে এবং অপরটি 22 এর সহিত ব্যস্ত ভেদে থাকে 
এবং যদি «=2 বা 8 হইলে y=19 হয়, তাহা হইলে দেখাও যে, 

/-6০+৪6 

9. যদি / এরূপ তিনটি রাশির лаба সহিত সরলভেদে থাকে যে, রাশি 
তিনটির প্রথমটি sqa, দ্বিতীয়টি z এর সহিত সরলভেদে এবং তৃতীয়টি 22 এর 
সহিত সরলভেদে আছে এবং যদি деа হইলে у-0, г-2а হইলে J =a ও 
а =89 হইলে у-4а т, তাহা হইলে দেখাও যে z = та হইলে у= а(т - 1)? 

10. একটি চলরাশি z অপর দুইটি চলরাঁশি % ও # এর সহিত যৌগিক ভেদে 
আছে। যদি 982, (৫ একটি চলরাশি), এবং £*হয, তবে দেখাও যে 24. 

11. যদি a+ &০ যখন b 54% এবং ০+ 0% যখন ০ FTF, হয়, তাহাহইলে 
দেখাও যে, 

৫+ ৪+০৭০ যখন b ও c উভয়েই চলরাশি। . 

12. একটি বৃত্তের ক্ষেত্রফল যদি? ও r ব্যাসার্াবিশিষ্ pasa দুইটি বৃত্তের 
ক্ষেত্রফলের সমষ্টি হয় এবং qf বৃত্তের ক্ষেত্রফল উহার ব্যাসার্দের বর্গের সহিত সরল 
ভেদে থাকে, তবে দেখাও যে, বৃহত্তর тебя I= (r? + +2), 

13. rer ব্যাসার্ধ বিশিষ্ট দুইটি নিরেট স্বর্ণ গোলক গালাইয়া একটি মাত্র 
নিরেট স্বর্ণ গোলকে পরিণত করা হইল। যদি নিরেট গোলকের আয়তন উহার 
ব্যাসার্দের ঘনের সহিত সরল ভেদে থাকে, তবে দেখাও যে, বৃহত্তর স্বর্ণ গোলকটির 
ব্যাপার্ধ = ys + 73, 

14. % 41414 বিশিষ্ট একটি নিরেট গোলকের (sphere) আয়তন ‘৮’ এবং 
পৃষ্ঠতলের ক্ষেত্রফল ‘8’. 

‘7’ কে চলরাশি ধরিলে যদি var? এবং s<r2 হয়, তবে দেখাও যে ০2453, 

15. কোন উৎসবে মোট ব্যয়ের কিছুটা অপরিবর্তনীয় এবং অবশিষ্টাংশ 
অভ্যাগতগের সংখ্যার সহিত সরলভেদে থাকে | অভ্যাগত-সংখ্যা 150 হইলে মোট 

ব্যয় হয় 175 টাকা এবং 40 জন অভ্যাগত হইলে মোট খরচ পড়ে 220 tali 
দেখাও যে, 250 জন অভ্যাগত হইলে মোট 225 টাকা খরচ হইবে। 

16. হীরকখণ্ডের মূল্য উহার ওজনের বর্গের সহিত সরলভেদে আছে । সমান 
ওজনের সোনা দিয়া তৈয়ারী হীরক বসান তিনটি আংটির দাম а টাকা, b টাকা ও 
с টাকা। যদি হীরকখণ্ড তিনটির ওজন যথাক্রমে 8 ক্যারাট, 4 ক্যারাট ও 5 


ভেদ 11 
ক্যারাট হয় এবং যদি প্রতিটি আংটি তৈয়ারীর মজুরী একই থাকে, তাহা হইলে 
দেখাও যে, এক ক্যারাট ওজনের হীরক খণ্ডের দাম (23-2) টাকা। 

17. নির্দিষ্ট (eqe) ঘনত্বিশিষ্ট স্থির তরলের ভিতর কোন বিন্দুতে চাপ 
বিদ্দুটির গভীরতার সহিত সরলভেদে থাকে এবং স্থির তরলের অভ্যন্তরে নির্দিষ্ট 
(аж) গভীরতায় কোন বিন্দুতে চাপ তরলটির ঘনত্বের সহিত মরলভেদে থাকে | 
যদি 1 একক ঘনত্ব বিশিষ্ট একটি তরলের অভ্যন্তরে 82 একক গভীরতায় চাপ 1 
একক হয়, তাহা হইলে 16 একক ঘনত্ব বিশিষ্ট কোন একটি তরলের কত গভীরতা 


চাপ 2 একক হইবে? 

18. > মিটার উচ্চ একটি স্তম্ভ নির্মাণের মোট ব্যয়ের কিছু অংশ / এর সহিত 
এবং অবশিষ্টাংশ Б? এর সহিত সরলভেদে আছে। স্তভটির উচ্চতা 40 মিটার 
হইলে মোট নির্মাণ-ব্যয় 180 টাকা এবং উচ্চতা 60 মিটার হইলে মোট ব্যয় 255 
টাকা হয়। মোট ব্যয় 420 টাকা হইলে vefa উচ্চতা কত হইতে পারে? 

19. নির্দিষ্ট ভরের গ্যাসের আয়তন, উহার চরম তাপমাত্রা নির্দিষ্ট (44%) 
থাকিলে, চাপের সহিত ব্যস্ত 584108 থাকে এবং উহার চাপ নির্দিষ্ট (FF) 
থাকিলে চরম তাপমাত্রার সহিত সমানুপাতিক হয়। যৌগিক ভেদের নিয়ম অনুসারে 
এই তথ্য ছুইটির সমন্বয় 941 ইহা হইতে দেখাও যে, 283 ডিগ্রী চরম তাপমাত্রা- 
বিশিষ্ট 1 লিটার আয়তনের একটি গ্যাসকে 1192 ডিগ্রী চরম তাপমাত্রায় উত্তপ্ত 
করিলে যদি গ্যাসটির চাপ দ্বিগুণ হয়, তবে উত্তপ্ত গ্যাসটির আয়তন হইবে 2 লিটার | 

20. বৃত্তাকার একটি রৌপ্য পদকের মূলা, ইহার বেধ (thickness) fafiè 
(өл) থাকিলে ব্যাসের বর্গের সহিত এবং ব্যাস নির্দিষ্ট ( а) থাকিলে বেধের 
সহিত, সরলভেদে আছে। এরূপ দুইটি পদকের ব্যাসের 487% 4:8; যদি 
প্রথম পদকটির মূল্য দ্বিতীয় পদকের মূল্যের চারগুণ হয়, তবে দেখাও যে, উহাদের 
বেধের অন্গুপাত =9 £ 4. 

21. মনে কর, কোন যাত্রীবাহী নৌকার সমূদয় যাত্রীর সম্মিলিত ওজন এবং 
াত্রীশৃন্ত নৌকার ওজন যথাক্রমে নৌকার দৈর্ঘ্যের ঘন এবং বর্গের সহিত সরলভেদে 
আছে। এরূপ তিনটি নৌকার দৈর্ঘ্য L. L, b এবং যাত্রীমেত নৌকা তিনটির 
ওজন যথাক্রমে 0,, Wa, Ws হইলে দেখাও যে, 

28৫,779 +950. ра. 00-0. 


উত্তরমাল। 
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দ্বিতীয় অধ্যায় 


প্রগতি (Progression) 
প্রথম অংশ 
সমান্তর প্রগতি (Arithmetical Progression) 

$1. সংজ্ঞা: কোন এক নির্দিষ্ট নিয়ম অস্যায়ী সংগৃহীত কতকগুলি সংখ্যাকে 
যদি ১ম, ২য়, ওয়, 8% ৫ম, «д, ৭ম,......ইত্যাদির ক্রম অনুসারে পর পর সাজান 
যায়, তাহা হইলে এ ক্রমবিস্স্তসখ্যাগুলির সংগ্রহ বা সংকলনকে (Collection) বলা 
যায় লিকোয়েন্স (Sequence) বা অনুক্রম। সংখ্যাগুলির প্রত্যেকটিকে বলা হয় 
অন্থক্রমটির এক একটি পদ (Term). 


(i) 1, & 7, 10, 18, .. (ғ) 2, 6, 18, 54, 169,.., 

Gi) ыы (vi) š, $, эт, Әр тіре 
@ -9, -6, -10, -14, –18,.. (ті) -8,-6,-19,-%4, -48,... 
Gy) -3 0F 41,14... (vii) —4,(—3)(—4),(—-4)(-4)?, 


CDC D. 
উপরের আটটি উদাহরণের প্রত্যেকটি এক একটি সিকোয়েন্স বা অনুক্ৰম | 
প্রত্যেক часа বামদিক হইতে প্রথম সংখ্যাটিকে অন্ুক্রমের প্রথম পদ ta, দ্বিতীয় 
সংখ্যাটিকে দ্বিতীয় পদ ৫৪, তৃতীয় সংখ্যাটিকে তৃতীয় পদ ৫, ইত্যাদি বলা হইবে। 
RUAN, কোন অঙ্কক্রমের /তম পদ 1, বলিলে বুঝিতে হইবে যে অনুক্রমটি ॥'তম 
সংখ্যাটি tn 
উদাহরণ (i) হইতে (iv) পর্য্যন্ত প্রতিটি অনুক্রমের ক্ষেত্রে লক্ষ্য কর, যে কোন 
একটি পদের সহিত একটি বক সংখ্যা (কোন ক্ষেত্রে ধনাত্মক, কোন ক্ষেত্রে বা 
adag) যোগ করিলে ঠিক পরবর্তী পদটি পাওয়া ঘায়। যেমন উদাহরণ G) এ দেখ, 
=1; t,=4=1+8=t, +3, 
і,-Т7-4%8-1,%3 
і.-10-7%8-/,%3 
কাজেই, এক্ষেত্রে এ фат সংখ্যাটি হইল 8, 
এই ধরণের অঙ্ক্রমকে জমান্তর প্রগতি (Arithmetic sequence বা 
Arithmetic Progression) বলে | 


প্রগতি 18 


$2. жәй]: সমান্তর প্রগ্তিঃ যে সিকোয়েন্স বা অহুক্তমের যে কোন 
একটি পদের সহিত একটি নির্দিষ্ট ( чат) সংখ্যা যোগ করিলে ঠিক পরবর্তী পদটি 
পাওয়া যায় তাহাকে সমান্তর প্রগতি (Arithmetic Progression বা Arith- 
metic Sequence) বলে। এ নির্দিষ্ট (фт) সংখ্যাটিকে বলা হয় সমান 
абет সাধারণ অন্তর । সমাস্তর প্রগতি (Arithmetic Progression) 
কথাটি সংক্ষিপ্ত আকারে A. P. লেখা হয়। 
এই সংজ্ঞা অঙ্থসারে, উদাহরণ (i) এর ক্ষেত্রে সাধারণ অন্তর=8; শুধু তাহাই 
নহে, %,-%,-8,4,-і,-8, ৫,4৪৪ ইত্যাদি । অর্থাৎ сия একটি 
পদ (প্রথম পদ ব্যতীত ) হইতে ঠিক পূর্ববর্তী পদটি বিয়োগ করিলে প্রাপ্ত বিয়োগ- 
ফলটি হইবে প্রগতিটির সাধারণ অস্তর | 
লক্ষ্য কর, উদাহরণ (ii) একটি A.P., ইহার সাধারণ অস্তর = £3 =} 
әш), Ты 7 в -62(20) 2-4 
б. 751%) зі, өзіде) Т w Ú CORSWSE 
উপরের আলোচনা হইতে কোন জমান্তর প্রগতির সাধারণ অন্তর নির্ণয়ের 
নীচের নিয়মটি হইল £ 
নিয়ম £ সমান্তর প্রগতির যে কোন. একটি পদ (প্রথম পদ ব্যতীত) হইতে 
ঠিক পূর্ববর্তী পদটি বিয়োগ করিলে প্রাপ্ত বিয়োগফলটি হইবে প্রগতিটির সাধারণ 
অন্তর | | 
53. জমান্তর প্রগতির nes পদ নির্ণয় £ 
মনে কর কোন্‌ সমাস্তর প্রগতির প্রথম পদ £, = এবং সাধারণ অস্তর =. 
স্থতরাং, সমান্তর প্রগতির সংজ্ঞা হইতে, দ্বিতীয়, তৃতীয়, চতুর্থ, পঞ্চম প্রভৃতি 
পদগুলি পর পর নির্ণয় করা যাইবে। 
এখানে, প্রথম পদ і,-а =@+(1-1)@ 
. দ্বিতীয় m, =a +d тча%(2-14 
তৃতীয় , ty =(a+d)+d=a+20 =a + (8-14 
` চতুর্থ » t =(a+2d)+d=a+84=a+(4—14 
2, পঞ্চম , і,-(а%80%4-а%44-аз(5-1)4 
লক্ষ্য কর, যে কোন পদে d এর সহগ হইতেছে সেই পদ-সংখ্যা হইতে এক কম। 
এই হিসাবে, ষষ্ট পদ 4,44 এর সহগ হইবে 6-1-5 ] 
পরীক্ষা করিয়া দেখ, ta = t, + d= (a+ 4d) +d =a +50 
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কাজেই, প্রথম পদ a এর সহিত এ সহগধুক্ত d যোগ করিলে এ নির্দিষ্ট পদটি 
পাওয়া যাইবে | 
স্থতরাং প্রগতিটির n তম পদ ৮,-৪+(৪-_1)0-৫,+0-1)৫ 
দ্রষ্টব্য? কোন প্রগতির n তম পদকে প্রগতির সাধারণ পদও (General Term) 
বল! RMN থাকে । লক্ষ্য কর, =a + (n _1) তে n=l, 2, ৪,... EI 
আমরা প্রগতিটির যথাক্রমে প্রথম, দ্বিতীয়, তৃতীয়,... "иеби পাই। 
যদি গ্রগতিতে মোট পদসংখ্য1% হয়, তাহা হইলে % তম পদটি অর্থাৎ 1, হইবে 
প্রগতিটির শেষ পদ (Last term) এবং সেক্ষেত্রে শেষ পদ l= ৫+-(৮-1)৫ হইবে | 


উদাহর্ণমাল৷ 
(প্রথম অংশ ) 
1. যে সমাস্তর প্রগতির প্রথম পদ 6 এবং সাধারণ অন্তর 2, তাহার দশম পদটি 
নিৰ্ণয় কর। 
সমাধান : এখানে t, = 6, 4=2 এবং পদসংখ্যা %-10 
` #=t,+(n-1)4, 
01804 পদ tio =6+(10-1).2=6+9.2=6+18=24. 
2. 10,7, 4,1,...48 প্রগতিটির অষ্টম পদটি নির্ণয় কর। 
সমাধান। এখানে, প্রথম পদ t, = 10, 
সাধারণ অন্তর d=7-10= -8 
এবং পদসংখ্যা = 8 
2 ta =f, +@m-1.4=10+(8-1)(-8)=10+7(-8) 
-10-91--1І. 
3. একটি সমাস্তর প্রগতির প্রথম ও অষ্টাদশ পদ দুইটি যথাক্রমে 1 এবং 52 
হইলে প্রগতিটির সাধারণ অন্তর A কর | 
সমাধান। ধর, সাধারণ অন্তর = d 
4,09 অৰ্থাৎ 4, %(18-1)4-59 


14174-52. 2 174= 69-151 
4-9-3 
Їч সাধারণ অস্তর = 8. 


4. কোন সমান্তর প্রগতির অষ্টম পদ -12 এবং একাদশ পদ -18 হইলে 
প্রগতিটি নির্ণয় কর। 
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সমাধান। ধর, প্রগতিটির প্রথম পদ 4, =a ও সাধারণ অন্তর = d. 
і,-а%(8-1)4-а--74 
tı, =G+(1—1),.4=a+104. 
ANAT, a+Td =-19 o (À) 
в &+10- -18 -. (ii) 
Gi) হইতে (i) বিয়োগ করিয়া, 34= -18-(-19)= -6 


қ 4--%--2. 
(i) হইতে, а%7(-9--1241а-14- -19 
а-14-19-2, 
নির্ণে্ প্রগতিটি হইবে £ 
a, (a + à), (а + 24), (a + 8d), (a+ 4d), e 
অর্থাৎ 2, (2-2), (2—4, (2-6), (2-8)-.... 
ГУШ CON Шегі. EEO 
5. কোন সমান্তর প্রগতির প্রথম পদ 5 ও সাধারণ অন্তর -3; -182 
প্রগতিটির কোন পদ হইবে কি? 
অমাধান। প্রদত্ত সমান্তর প্রগতির প্রথম পদ t, =5 ও সাধারণ অন্তর d= —8 
মনে করা যাক, - 18 - প্রগতিটির n তম “4-і, + (n – 1).d 
অর্থাৎ -18=5+(n-1)-8) 
বা -18=5-8n+8=-8-8n 
বা 8n=26 Nei 
যেহেতু n পদসংখ্যা সুচিত করে, .. n অবশ্যই ধনাত্মক JIRI হইবে। 
n= ইহা অসম্ভব। 
t= -18 হইতে পারে না। 
-18 কখনই প্রদত্ত প্রগতির পদ নহে। 
6. কোন সমান্তর প্রগতির p তম, q তম ও? তম পদ যথাক্রমে L т вет 


হইলে দেখাও যে, 
рт-т)+@(%-1)+т(1-т)=0 
সমাধান। মনে কর, সমান্তর প্রগতিটির প্রথম পদ і,-а ও সাধারণ 
অন্তর =d. 


কাজেই p তম পদ t,=a+(p-14 
4» » 1৫-৮০+(৫--1)৫ 


তি হা угу #=a+(r-1)4 
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প্রশ্নান্থলারে, а+(р-1)@=1 ... (1) 
@+(4-1)4=т... (9) 
а-("-14-п.. (8) 
(1), (2) (8) কে যথাক্রমে (m — n), (n — D ও (1 т) দ্বারা গুণ করিয়া at 
গুণফলত্রয়কে যোগ করিলে, 
(@+2@-4(т-з) + (a + qa - A) =1) + (a + +A = 4(1- m) 
= lm — n) + m(n — D + nl т) 
বা (a - @(m =n) + p(m т). + (a= 0-0) + qn — 04 
+ (a - d(1 - m) + (1 - m).q = 0 
বা (a — d)[(m т) + (n - 1) + (1 - m)] + d.[p(m -n) 
+ a(n - 1) + r(l—m)] -0 
বা арт -%)+৫৫,-1)+70-%)]-0 
যেহেতু ৫৮০ [কেননা সেক্ষেত্রে সমাস্তর প্রগতিটি আর প্রগতি থাকে না 
অর্থাৎ প্রতিটি পদ একই হইয়া যায় ] 
з p(m —n) +q(n - D +r(1—m)= 0. 
$4. জমান্তর প্রগতির ধর্ম £ 
(A) কোন সমাস্তর প্রগতির প্রতিটি পদের সহিত একই সংখ্যা (ধনাত্মক 
অথবা ধণাত্মক ) যোগ করিলে প্রাপ্ত যোগফলগুলিও একটি সমাস্তর প্রগতি গঠন 
করে। 
অর্থাৎ, G) কোন সমান্তর প্রগতির প্রতিটি পদের সহিত একই সংখ্যা যোগ 
করিলে যোগফলগুলি একটি সমান্তর প্রগতি গঠন করে। 
উদাহরণ । মনে কর, 4,0%0, ara, ৫+:84,...একটি সমাস্তর 
প্রগতি 1 
প্রতিটি পদের সহিত একই সংখ্যা k যোগ করিলে পদগুলি যথাক্রমে a +k, 
@+d+k,a+24+k ৫+8৫+%....হইবে। 
অর্থাৎ যথাক্রমে (a+), (a+k)+d, (a + k) + 2d, (a+k)+84,... 
হইবে। 
লক্ষ্য কর, এই পদগুলি এমন একটি সমাস্তর শ্রেণী গঠন করিতেছে যাহার প্রথম 
পদ a +k ও সাধারণ অন্তর d. 
(ü) কোন সমাস্তর প্রগতির প্রতিটি পদ হইতে একই সংখ্যা বিয়োগ করিলে 
বিয়োগফলগুলি একটি ñatuq প্রগতি গঠন করিবে। 


প্রগতি i тп 
9418441 একটি সমাস্তর প্রগতি : 
a, a+d,a+2d, а-.84,-“-ч4 প্রতিটি পদ হইতে একই সংখ্যা k 
বিয়োগ করিলে বিয়োগফলগুলি যথাক্রমে হইবে, 
a-k, ৫7: -k, a+ 2d -Rk, a + 8d — k... 
বা (a-k), (a - k) +, (а-к) +94, (a— ЖЕГІ 
লক্ষ্য কর, এই বিয়োগফলগুলি এমন একটি সমান্তর শ্রেণী গঠন к. যাহার 
গ্রথম পদ ৫-% এবং সাধারণ অন্তর d. 4 
В. কোন সমাস্তর প্রগতির প্রত্যেকটি পদকে একই সংখ্যা [ধনাত্মক বা 
атча ] দ্বারা গুণ করিলে গুণফলগুলি এবং ভাগ "করিলে ভাগফল গুলি সমাস্তর 
প্রগতি গঠন করিবে। 
উদ্দাহরণ | মনে কর, а, ৫+ ৫, ৫+ 2, ৫+-8৫,...একটি সমান্তর গতি I 
প্রতিটি পদকে একই সংখ্যা k দ্বার! গুণ করিলে গুণফলগুলি যথাক্রমে heta :— 
ak, (a + dk, (а + 22)%, (a + 8d)k,-..... 
বা ak, ak + dk, ак + 24k, ak + 8.dk ..... 
লক্ষ্য কর, এই গুণফলগুলি এমন একটি সমান্তর প্রগতি গঠন করিতেছে যাহার 
১ম পদ = এবং সাধারণ অন্তর = dk. 
আবার, সমাস্তর শ্রেণীটির প্রতিটি পদকে: একই সংখ্যা % দ্বারা ভাগ করিলে 
ভাঁগফলগুলি যথাক্রমে দীড়ায় = 
а азда a+2d ৫+8% 


* 


£ 
а,а а а а 
বা тір 7277 tepe 4. 
লক্ষ্য কর, এইগুলি এমন একটি 94144 প্রগতি গঠন করিতেছে যাহার প্রথম 
৫ 
পদ £ এবং সাধারণ অন্তর ү. 
সমান্তর প্রগতির ধর্মের প্রয়োগ £ উদাহরণমালা 


b+c с+а st 


উদ্দাহরণ 7. ৫, ঠ7 একটি সমান্তর প্রগতি হইলে দেখাও যে, 
1 1 1 একটি natas প্রগতি ; (a+ b + с)50. 
a b с 

জমাধান। - bte © = একটি সমাস্তর প্রগতি 
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=p +1, +041, + ] একটি সমান্তর প্রগতি 
বা ا‎ ০7670 শক 
ka ENE) এ асы тыға с ” >, > 


Ф Б প্রতিটি পদকে (a +b + c; দ্বারা ভাগ করিয়া, 


1 о একটি ma al [এখানে (c++ দিয়া পূর্ববর্তী 


প্রগতির প্রতিটি পদকে ভাগ করা সম্ভব হইল কেননা প্রদত্ত শর্তান্থদারে a + b + ০740] 
উদাহরণ 8. а, b, c একটি সমান্তর প্রগতি গঠন করিলে দেখাও যে b o, 
cta a+b একটি সমাস্তর প্রগতি হইবে । j 
সমাধান 1 প্রশ্নীসারে, а, b, с একটি пее 
a= (a+b +0), &- (a+ b+ 0), с- (a+ Db +c) অবশ্যই একটি সমাস্তর 
প্রগতি হইবে | 
11 4-4-5-с,%-а-%-с,%-а-%-%<4 সমান্তর প্রগতি হইবে 
যা -(৮+০, -(c+a), – (a +b) একটি সমান্তর প্রগতি হইবে। 
এই গ্রগতিটির প্রতিটি পদকে -1 দ্বারা গুণ করিয়া, 
(b + ০, ৫ + а), (а + b) একটি সমান্তর প্রগতি হইবে | 


প্রশ্মমাল। 2 (A) 

1. একটি সমাস্তর প্রগতির প্রথম পদ 4 ও সাধারণ অস্তর 5; প্রগতিটির দশম 
পদটি নির্ণয় কর । 

2. একটি সমান্তর প্রগতির প্রথম পদ 9, সাধারণ অন্তর -4) প্রগতিটির 
একাদশ পদটি নির্ণয় FF | 

3. ৪, 5, 7,9,-.*প্রগতিটির ত্রয়োদশ পদটি কত? 

4. একটি সমাস্তর প্রগতির প্রথম ও বিংশ পদ যথাক্রমে 2 ও 59. সাধারণ 
অস্তর নির্ণয় কর। 

5. কোন সমাস্তর প্রগতির চতুর্থ ও দশম পদ যথাক্রমে -8 ও —97 হইলে 
গ্রগতিটির সাধারণ অস্তর নির্ণয় কর। 

6. কোন সমান্তর প্রগতির тез পদ % এবং %তম পদটি-% হইলে 
গ্রগতিটির -তম পদটি কত হইবে? 

7. একটি সমাস্তর প্রগতির 43 পদ - 3, এবং দ্বাদশ পদ -1% হইলে শ্রেণীটি 
ІСКЕ 

8. -2,2,6,10,14,)»“ лї প্রগতিটির 82 কি কোন পদ? 


গ্রগতি ; 719 


9. কোন ter প্রগতির চতুর্থ ও nux qe দুইটি যথাক্রমে 14 ও 98, ।পরীক্ষা 
করিয়া দেখ 88 এই প্রগতিটির অন্তর্গত কোন পদ কি না? k î 

10. কোন সমাস্তর প্রগতির 2-তম পদটি 8р-1 হইলে গ্রগতিটি লিখ। 

11, চারিটি সংখ্যা 1, m, n, একটি সমাস্তর প্রগতি গঠন করে। দেখাও যে 
¿+p=m-+m, ! - 

12. 2-44 মান কত হইলে 2,652 এবং bz একটি সমাস্তর প্রগতি. গঠন 
করিবে? | 


13. а, &, ০ একটি সমাস্তর প্রগতি গঠন করিলে 4414 কর যে, 
ісе Жїл] TY 


@ ৮৪, га а} একটি সমাস্তর প্রগতি 
(ii) 4(-.1), 41-1, 21. একটি সমাস্তর প্রগতি 


c+@ a+b 


14. 42,00, 02 емізсе থাকিলে দেখাও ফে 3০৪, ৫. একটি... 


সমান্তর প্রগতি গঠন করে। 
15. (5-02, (с-а)ғ, (a-b)? একটি সমাস্তর প্রগতি গঠন করে। দেখাও 


1 1 1 ; 
যে, ег бкр 5%: সমান্তর প্রগতিতে TICE | 


16. а, b, c সমান্তর গ্রগতিতে থাকিলে প্রমাণ কর যে, 
(৫+28-9(8৮+ o — ас+а– Б) 4abe. 
17. a(b — с)в? + b(c – a)zy + ola _ by? একটি পুর্ণ বর্গ হইলে দেখাও যে 
Ë 5 1 একটি সমাস্তর প্রগতি গঠন করে। 


[ ইজিভ £ যেহেতু ৫ = )22 + &(0- a)ay + (a by? একটি পূৰ্ণ হইবে, 
ইহা অবশ্যই m22 + 9mnay +7292 আকারের হইবে IEN, a(b- ije? + 
0(с — ajay + с(а – b)y? এবং т?л? +2mnzy +n2y2 এর 29, ту এবং 
Y এর সহগ তুলনা করিয়া, т? = (6 — 0), ॥2 = c(a — B) এবং 2тт = b(c — a) 
কাজেই, 4.6(৮ с).о(а– b) = (Қс-ауур, 

(দ্ৰষ্টব্য £ দ্বিঘাত রাশিমালা পুর্ণ বর্গ হওয়ার শর্ত অন্যভাবে নির্ণয় করিতে পরে 
শিখিবে। এখানে, TI জন্তু উপরের পদ্ধতি অবলম্বন করা হইয়াছে। ) 

71 4(а%-са) . (ca _ bo) = (ab — bc)? = [(ab - ca) + (ca — бер 
(аб - са) - (ca – һо) =0 ইত্যাদি ।] 


2, b $ সমান্তর প্রগতিতে থাকিলে দেখাও যে, 


b2(a - 0)? = 902(b а)? + ৫১0০ b). 


1 


18. 


Г 


20 > প্রগতি 


উত্তরমালা 
1. 45. 2. BÊ 3. 97. LE -< 
6. m+n-p 7. 1৮,8১1, -$,-8,-8,. 8. না। 


9. কোন পদ নয় | 10 92 ৮, ৪, 11১৮: 11. z=5/92. 
$ 5. জমাস্তর মধ্যক £ 
- জংজ্ঞাঃ তিনটি সংখ্যা a,b,c একটি সমাস্তর প্রগতি গঠন করিলে মধ্যবর্তী 
পদ b কে a ও ০এর ANTA মধ্যক (Arithmetic Mean) বলে | আবার, 
কতকগুলি সংখ্যা £ а, 2২) Za, ০১১, Em b যদি একটি সমাস্তর প্রগতি গঠন করে 
তাহা হইলে а ও & এর মধ্যবর্তী z,, a", Za রাশিগুলিকে а এবং & এর 
সমাস্তর মধ্যক বলে। 
উদ্দাহরণ : 
G) 2, 6, 10 একটি সমান্তর প্রগতি 1 এখানে ও 10 এর সমাস্তর মধ্যক 
হইল 6. 
Gi) 8,5,7, 9, 11, 18, 15: এই amea প্রগতিতে 8 এবং 15 এর 
সমাস্তর মধ্যক হইল 50 যথাঃ 5, 7, 9, 11, 18. আবার, লক্ষ্য কর, 3, 6, 9, 
19, 15 maten প্রগতিটির ১ম পদ 8 এবং শেষ পদ 15 অর্থাৎ উভয় প্রগতিরই ১ম 
পদ 8 এবং শেষ পদ 15. 
কিন্তু 8, 6, 9, 19, 15 бт ক্ষেত্রে 8 ও 15 এর সমান্তর মধ্যক হইল 
তিনটি যথা 6, 9, 19. 
§ 6. (A) দুইটি সংখ্যা a ও b এর একটি জমান্তর মধ্যক নির্ণয় £ 
মনে কর, а এবং b এর (804 সমাস্তর মধ্যকটি z. তাহা হইলে, ৫, а, b 
একটি সমাস্তর প্রগতি হইবে। 
2 2-а = সাধারণ অন্তর-&-% 
дх=а+Ь 
8০৪১৫ 
а এবং b এর সমানতর, মধ্যক = ЕЁ, 
(В) ছুই সংখ্যার মধ্যে п সংখ্যক (n একটি ধনাত্মক পুর্ণ সংখ্য ) 
জমান্তর মধ্যক নির্ণয় :— 
মনে কর, а ও &ছুইটি সংখ্যা দেওয়া আছে এবং মনে কর, січ n সংখ্যক 
সমান্তর মধ্যকগুলি :— 
25১ Фа, 23, Zn. 
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তাহ হইলে, a, z,, шь, 25, ст, Go Ó এমন একটি সমান্তর প্রগতি যাহার 
প্রথম পদ. ৫, পদ l= +2 এবং (৮+9)তম পদ =. 
ধরা যাক, প্রগতিটির সাধারণ অন্তর = 
b=a+(n+2-1)d=a+(n+1)d: 


„b-a 
ETTR এ а 


fafa সমাস্তর মধ্যকগুলি হইবে :— Rm 


b-a ¿ 

n+l ні w 

2(5- -а) 111, 
n+I ш" 1 


2. ৮6:8৭1578-৫ 


2,т-а%9й4-а- 


z =a +84= a+ 90-0) 
n+l 


&=@а+йй=а+ т 2-а) 
х n+l 


উদাহরণ 1. 19 ও 7 এর সমান্তর মধ্যকটি নির্ণর কর | 
সমাধান। সমান্তর মধ্যকটি z হইলে 19, сауған ылда дай 
2-19-7-т 
9% =19 +7 =26 
৮০27০28৫718 
উদ্দাহরণ 2. 100 ও 180 এর মধ্যে পাঁচটি সমান্তব মধ্যক নির্ণয় কর। 
antata এই পাঁচটি মধ্যক ক্রমানুসারে 100 в 180 এর মধ্যে স্থাপন করিলে 
যে সমাস্তর প্রগতিটি পাওয়া ০৫ ১ম 44-100, পদসংখ্যা =! এবং সপ্তম 
পদ t, =180. 
ধরা যাক্‌, প্রগতিটির সাধারণ অন্তর = d. 


18047 -100:--47-1)-100:-64 fo 


180 - 100-64 21:82 ০৯৪০ &, ўа 


22 প্রগতি 


1 প্রথম 50%-100--4-100--5--105 
২য় 5%7%-100--24--100--10-110 
ওয় , -100--84-100-.15-115 
84 , -100ғ44-100-90-190 

° аа, -100+54-100+95—1% 

কাজেই бсб মধ্যক পাচটি হইল £ 105, 110, 115, 120, 195. 


উদাহরণ 3. 5 ও 85 এর মধ্যে n সংখ্যক সমান্তর মধযক আছে। যদি দ্বিতীয় 
ANF : শেষ মধ্যক =1 : 4 হয়, তাহা হইলে n এর মান কত? 
জমাধান। 5 এবং 85 এর মধ্যে % সংখ্যক সমাস্তর মধ্যক সংস্থাপন করিলে 
(॥+2) পদসংখ্যা বিশিষ্ট এমন একটি সমাস্তর প্রগতি পাওয়া যাইবে যাহার প্রথম 
A=B এবং (/+2)তম পদ = 85. 
2 ধরা ষাক্‌, গ্রগতিটির সাধারণ অন্তর = 
85-і,,,-5-(п-2-1)4 
° বা (৮+1)9-80 
F বা %৫+৫-80. ñ. (1) 
আবার ২য় মধ্যক =প্রগতিটির ওয় পদ 2, = 5 + (8 - 14= 54-20. 
এবং শেষ মধ্যক=প্রগতিটির (n + 1) পদ nr =+ (n+1—1)@ 
5-94 0৮৮০ 
akar m. 
41 20+8Ф4=5+л4 বা 16+84=па 
(1) হইতে পাই, 15+84+4—80 
বা 94-15 
> д-ры 


в 
80 х8 
৮180. +0480] 


n+1= 
nal. 


প্রশ্নমালা_2 (В) 
1. নিম্নলিখিত সংখ্যাগুলির সমাস্তর মধ্যক নির্ণয় কর :_ 
(a) -8 এবং 10 (0) ৮2+% এবং а-у 
(9 (2+0)? чаа ~ у)? (d) a- 2b এবং 8a + 4b 
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2. 3 ও 28 এর মধ্যে 4টি 35194 মধ্যক স্থাপন কর। 


3. 5 очачон গন কার Cia o শেষ 
মধ্যক 4 £ 18 হয়, তাহা হইলে m এর মান কত? 


: ` 
4. 1 6e 40 এর মধ্যে % সংখ্যক AIEA 'মধ্যক আছে। যদি ৬য় মধ্যক res 


মধ্যক =2:5 হয়, তবে % এর মান কত? 


t 


উত্তরমাল। n ® 
1. (а) 1. (9) 2. (0) may (@ 2a tb. 
2. 8,18, 18 ও 28. 3. пет 4, n=12. + 


57. জমান্তর শ্রেণী : 


মনে কর, yo ее, £॥-॥, bn, 490 সমান্তর প্রগতি | жалыға ০ 


tn এই প্রগতিটির যথাক্রমে প্রথম, দ্বিতীয়, * (/--1)তম, n তম পদ। 


6) 48) Ы е, পদগুলি পর পর যোগ চিহ্ন বারা যুক্ত করি প্রাপ্ত 


রাশিমালা যথা : > 
Һа Кі... i ç 


কে বলা হইবে জমান্তর শ্রেণী (Arithmetic series) | À 


`* 


এই শ্রেধীটির প্রথম n সংখ্যক পদের সমষ্টি অর্থাৎ 6, 415 +...+17 কে S, 


দ্বার! স্থচিত করিলে, 
Sn=t, +4, + eee + tne 


লক্ষ্য কর, 8, =, S = t, tta, S, =t, Жі, жі, 
ы এইভাবে qea একটি সিকোয়েন্স বা অঙ্ক্রম পাওয়া গেল :— 
8,, 8,, 8,, +: 9:98 
8. সমান্তর শ্রেণীর প্রথম n সংখ্যক পদের সমষ্টি £ 
মনে কর, একটি সমান্তর প্রগতির প্রথম পদ = а এবং সাধারণ অন্তর ৮৫. . 
কাজেই প্রগতিটি হইবে : 
a, (a + å), (a + 2d), (a + 8d), 
এবং ти সমাস্তর শ্রেণীটি হইবে : 
a + (a + 4) + (a + 2d) + (a + 8) + *** 
এখন, €গতিটির n তম পদ tn = a + (n - 1) 
আরও লক্ষা কর, (৮-1) তম পদ-1"-৫ 
(n - 2) তম পদ” t, —- 24 


24 ° প্রগতি 


মনে করা যাক্‌ নির্ণের সমষ্টি ৮/5%. "তাহা হইলৈ, 
8»=а+(а+4@)+(а+94у+ ++ +(Ь-94)+(Ь-а4)+1 ++ (1) 
শ্রেণীটিকে উন্টাইয়! লিখিলে অর্থাৎ ১ম, 38,94, :.*, (m= 2) তম, m — 1) তম 
ও % তম পদের স্থলে যথাক্রমে п তম, (n= 1) তম, (৮. 2) তম, *..১ оч, ২য় ও 
yw পদ লিখিলে, 
Sn = tn + (tn - 2) + (22) +... к теі. діс + (2) 
(1) ও (2) যোগ করিয়া পাই :— е 
28,=(a+t)+[(a+d)+u,- d)] +[(+29)+-(৮,-22)]+.-. 
= +[(#, -2d) + (a +9d)] + [(t, —d) + (a + d)] + („+ a) 
= (a + tn) + (@ + ti) + (Q + +. n সংখ্যক পদ পৰ্য্যন্ত 


= Ma + tn) 
М › শত Sami (ағы) + (4) 
еч ২ ' =gla+a+(n- 1)] 
e i = {2a + (n -1)9) : (B) 


এখন, যদি n তম পদটি শ্রেশীটির শেষ পদ L হয়, তাহা হইলে (4) হইতে, 
৪৯-2৫+ D < (оу 
44:20) কোন সমাস্তর শ্রেণীর ১ম পদ-.৫, সাধারণ тй. aq. পদ 
সংখ্যা т হইলে, % তম পদ পর্যন্ত শ্রেণীটির সমষ্টি 
5-а +(n—1)d} [ (B) দেখ] 


(ii) কোন সমান্তর শ্রেণীর ১ম পদ-৫, শেষ পদ =! এবং পদদংখ্য/=॥ হইলে, 
в হইতে 1 পর্য্যন্ত সমূদয় n পদের সমষ্টি: 


Sam pla + D ) [ (С) দেখ ] 
অনুসিদ্ধান্ত: a=], 2-1 ধরিলে, 


1+2+8+-1+% 2041) 


<< 


WG: 1,2,8, 4, .., প্রভৃতি ক্রমিক সংখ্যাগুলিকে: স্বাভাবিক সংখ্যা 
тїш! 
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উদ্বাহরণমাল। : 
1. 5+74+94+...এর ষোড়শ পদ পর্য্যন্ত সমষ্টি 044941 
সমাধান। এখানে, প্রথম 44-5, সাধারণ অন্তর? - 5=2 এবং পদ-সংখ্যা 
=16. ١ 
бсб সমষ্টি = 520+ (n 107) 12.5 + (16 = 1).2} ` 
= 8{10 + 15.2) = 8(10 + 80} = 820 
2. 5+8+11+.—-+50 এর মান নির্ণয় কর। 
সমাধান। এখানে, ১ম পদ ৫-ঠ, সাধারণ অন্তর 4-8-5-9. 
মনে কর, %তম পদ- b0 = শেষ পদ 1 
অর্থাৎ 5-(п-1)8-50 
বা (п-1),8-45 г. т-і-15 . 17-16 


2 নিৰ্ণের সমষ্টি = да+) = ৮ + 0) ; A 


=8.55 =440. š. 
3. কোন ан সাহায্য а] яй 4+7 +10+...+40 এর মান নির্ণয় কর। 
জমাধান। প্রদত্ত শ্রেণীটি হইল, Р 
4+7+10+18+16+19+922+25+98+81+84+87+40. 
এখানে, মোট পদসংখ্যা = 18. Ы; 
এখন, নিণেয় যোগফল 8 হইলে, 2) бзи J 
S=4+74+104 a раи চিত (i) 
শ্রেণীটিকে উণ্টাইয়! লিখিলে," - 
8=40+87+84+:: кыне Хай (ii) 
Gü) ও Gi) যোগ ізі, 28 = 4444 + 188 পদ 40% 
= 18 x 44 


02-280 ‹ 18 18ي 8 


4. কোন স্বত্রের সাহায্য না লইয়া 8+৮+7+---এর % তম পদ পর্য্যন্ত সমষ্টি 
নির্ণয় কর | 
সমাধান। এখানে প্রথম পদ t, = 3, সাধারণ অন্তর = b — 8 =2 
4-2 -8-(1-1)2 
і“ӛг8%19  -9-9-1)2 
-7е8і92 --8-(8-1)9 
Ң-7%9-8%82-8-(4-1)2 
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কাজেই লেখা চলে যে, t= 302-1095 +1 
1 S=3+5+T7T+-+. + On +1) ধরিয়া, 
I S++ +(2@n-l1)+2n+1 eee (i) 
উল্টাইয়! লিখিলে, 
8 =(@2%+1)+(@%—1)+›+-5+8 (ii) 
(i) ও (ü) যোগ করিয়া, 
28 = (2n + 4) + (2544). n সংখ্যক পদ дад 
= n(2n + 4) = 2n(n + 2) 
S= n(n +2). 
39. সূত্রের বিবিধ প্রয়োগ: 
তোমরা দেখিয়াছ, S, = (a+ 1) = 120+ (n - Dd}, 
লক্ষ্য কর, Sns a, n, 1 অথবা S,, a, д, n চারিটি সংখ্যার তিনটি জান! থাকিলে 
চতুর্থটি নির্ণয় করা যায়। 


উদাহরণমালা 

উদ্দাহরণ 5. কোন সমান্তর ' শ্রেণীর প্রথম п সংখ্যক পদের সমষ্টি 
(2n +1). (Ən — 1) হইলে প্রগতিটি AH কর। 

জমাধান। মনে কর, প্রথম т পদের সমষ্টি = S,. 

এখানে, 3৮৮ (2%+1)02%- 1)- 4n =1 7 (1) 

এখন, প্রগতিটির ১ম, ২য়, শয়,'* %-তম পদ যথাক্রমে by £9, ৫৪, **', tn ধরিয়া 
এবং (1) এ % এর স্থলে 1, 2, 8, ... 441941 যথাক্রমে পাই :— 

8,=t,=412-1=8 


Sq =t, +. = 4.22 — 1=15 .. #=15-8=12 
8,=t, +++, = 4.82 -1=86 ০০5৮৪515780 
S =t, +g +t, 41і,-443-1-68 /, ғ, 68-85-98 


fra গ্রগতিটি হইবে £ 3, 19, 20, 28, ... 
ইহার প্রথম পদ বাদে অবশিষ্ট পদগুলি একটি সমান্তর প্রগতি গঠন করিয়াছে | 
84544 6. একটি সমাস্তর শ্রেণীর প্রথম পদ 12 ও সাধারণ অস্থর - 2 হইলে 
কতগুলি পদের সমষ্টি 86 হইবে? 
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সমাধান । মনে কর নির্ণেয় পদসংখ্যা. % 

সমষ্টি 86 ={2.19 +(%- 1X - D} 

= (24 -9(n – 1)} 12 — (n —1))=n(18 =n) 

86 - n(18 4A0) HÊZÎ E Oi 

((-4та-Ә-0 ৮, 447-4341 n=9. 
এখন প্রগতিটির 9টি পদ কি হয় দেখা যাক :— 
19, 10, 8, 6, 4, 2,0, -2,-4 এই নয়টি পদের শেষ ЖЫР পদের 


“.-----ү-------/ 


সমষ্টি =0; কাজেই ОР পদের সমষ্টি এবং 4টি পদের সমষ্টি সমান। সুতরাং "-9 
বা 4 যে কোন একটিই হইতে পারে। 
উদাহরণ 7. কোন সমাস্তর শ্রেণীর প্রথম আটটি পদের সমষ্টি 100, এবং প্রথম 
এগারটি পদের সমষ্টি 187 হইলে প্রথম 25টি পদের সমষ্টি নির্ণয় কর । 
জমাধাঁন। মনে কর সংশ্লিষ্ট সমাস্তর প্রগতির প্রথম পদ -৫ ле সাধারণ 
অন্তর = d. s 
100={2а@+ (8 - 1)4} =4(2a + 7d) 
іе, 2০+%2.528 -. (1) 
এবং 187 зда + (11 _ 1)4) = {Фа + 10d} = 11(a + 50) 
৫+৮৫-]7 5. (9) 
(2) কে  ঘারা গুণ করিয়া গুণফলটিকে (1) হইতে বিয়োগ করিয়া, 
-84-95-84--9 2 4-8. _ 
(9) হইতে, а+5.8-17. .. а-17-15-9.| 
2৮টি পদের সমষ্টি» 3740.2 + (25 – 1).8) = (4 +24.8} 
-Fx 7677 =950. 


উদ্দাহরণ 8. একব্যক্তি 65 টাকার একটি সুদমুক্ত খণ মাসিক কিস্তিতে শেষ 
করিতে রাজী হইয়া প্রথম মাসে 2 টাকা দেয়। পরের মাস হইতে প্রতি মাসে সৈ 
কিন্তির পরিমাণ পূর্ববর্তী মাসের চাইতে 1 টাকা করিয়া বাড়াইতে লাগিল। কত 
মাসে সে 945% হইবে? 
সমাধান 1 এখানে, তাহার প্রথম কিস্তির পরিমাণ 2 টাকা 
দ্বিতীয় ১১. „ =(2+1), =8 টাক! 


তৃতীয় ” ” =(8 +1) » =4 টাকা 
ইত্যাদি 
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স্পষ্টতঃই তাহার মাসিক কিন্তিগুলি 210098, 4) бә. একটি সমাস্তর প্রগতি 
গঠন করিতেছে | 44. 
ধর, n মাস ধরিয়া কিস্তি দেওয়ায় তাহার ধার শেষ হইয়া গেল। কাজেই % মাস 
ধরিয়া তাহার দেওয়া কিস্তির মোট পরিমাণ-.6ট টাকা । 
অর্থাৎ 2+844 + n তম পৰ্য্যন্ত সমান্তর শ্রেণীটির সমষ্টি-6৮ ... 
অর্থাৎ, 65-122-(ө4-1)1) 
বা 180-т"4-т-1)-т(п--8) 
বা т2--9%-190-0 
বা %2-10%+-18%-180-0 
41 (n—10)(n+18)=0 
7-10 বা п--18 
কিন্ত = মাসের সংখ্যা কখনই খণাত্মক হইতে পারে না, ০, п-10 
10 মাস ধরিয়া (6% দিলে সে ধণমুক্ত হইবে | 
উদাহরণ 9. 100 ও 900 এর ঘধ্যবর্তা 7 এর গুণিতকগুলির সমষ্টি бб কর | 
সমাধান। লক্ষ্য কর: тре 


80 
28 7-2=5, 


2 
100 অপেক্ষা, বড় অথচ 100 এর কাছাকাছি 7 এর গুণিতকটি হ’ল 
100+ 5 = 105. 
আবার, 7, 2001/28 
014 I е. 900 এর চাইতে ছোট অথচ 


60 200 এর "নিকটবর্তী 7 এর গুণি- 
56 তকটি হ’ল 196 
4 
কাজেই Бой শ্রেণীটি হ'ল £ 


105, 112, 119, ..., 196. 
এখানে প্রথম পদ = 105, সাধারণ অন্তর = 119 - 105 — 7 
ধরা TT, MAAT = 
196=105 + (n - 1).7 = 105 + Tn -7 = 98 + 7n 
98 = Tn 5174-14. 
fT সমষ্টি = 542105 + (14 - 1)7} 

= 10210 + 91) 
=7 x 801 =2107 
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510. স্বাভাবিক সংখ্যা জম্পর্কিত কয়েকটি শ্রেণীর সমষ্টি 
I. $ 8 এর অন্থসিদ্ধান্তে তোমরা দেখিয়াছ যে, প্রথম n সংখ্যক স্বাভাবিক 
সংখ্যার সমষ্টি £ | 


1+2+8+4+.-.+৮-807-9 


п. প্রথম n সংখ্যক বিষুগ্ক্থাভাবিক সংখ্যার সমষ্টি : 
14+8+৮+74--:% সংখ্যক পদ পৰ্যন্ত 


-101-(ө-1)9-%1%т- 1)= n, 


ш. প্রথম n সংখ্যক ш স্বাভাবিক সংখ্যার ла: 
2+-44-64+...% সংখ্যক পদ 40% 
=9(1 +2484: সংখ্যক পদ পৰ্য্যন্ত ) - 


=a HED +1). 


IV. প্রথম n সংখ্যক স্বাভাবিক সংখ্যার বর্গের সমষ্টি ঃ 
মনে কর, RCE সমষ্টি 124224+82+...+n2 = 8. 
এখন, 1 — (m = 1)5 = 8m? -8m +1. ইহা একটি অভেদ। এই অভেদের 
উভয়পক্ষে m এর স্থলে 1, 2, ৪, *-:,% 44186) যথাক্রমে পাই £_ 
13-0%-81%2-81-1 j 
93.213 =82922-82+1 
gs = gs = 8.82 -82+1 


যোগ করিয়া, n° 
m85 -3. Ы), 


grant و ہو‎ ED 


শি ہی‎ 82E D +, 


пп + 1X2n + 1) 
r та 
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у. প্রথম n সংখ্যক স্বাভাবিক সংখ্যার ঘনের সমষ্টি + 
মনে কর নির্ণেয় সমষ্টি S অর্থাৎ 28-13 +23 4 83 45৮. + nB, 
এখন m — (m — 1)t=m4 – (m* —4mšŠ + 672 — 4m + 1) 
ie. т%-(т-1)-4т3-бт%%4т-1, ইহা একটি অভেদ | এই 
অভেদে m এর পরিবর্তে 1, 2, ৪,..., n বসাইয়া 
ғары а U Р 
9* -— 1f = 4.95 — 6.9°+4,9-1 
3f -gf =4.83 -6.82 + 4.8-1 
5 XEF Т 
п (0-1) бла +4љ-1 
যোগ করিয়া, mt=402+95+..+n8)-6(12+92 +... 4+ n2) 
+4(1+2+..4n)-n 
4g j EE DED E 


248 -n(n +1)(2n +1) + 2n(n +1) п 
48 =n4 + n(n + 1)(2n + 1) — n(n + 1) +» 

=(n4 +n) + n(n + 1)(2 + 1 - 9) 

“n(n? + 1)+ nn + 1(2" -1) 

= n(n +n? - n+ 1+ 0m Д) 

= n(n +1)(n?° +n) = n2(n + 1)? 


ا 


TRI: লক্ষ্য কর :—15 92 +88... AnI S(1+9+8+.. 
স্বাভাবিক সংখ্য! সম্পৰ্কিত কয়েকটি উদাহরণ ; 


উদ্বাহরণমাল। 


উদাহরণ 10. কোন শ্রেণীর ॥-তম *m=n(n+1) হইলে শ্রেণীটির প্রথম 
হইতে ?-তম পদ পর্য্যন্ত সমষ্টি নির্ণয় wq | 
সমাধান। মনে কর, শ্রেণীটি 
এল 
এবং Sty +t +. +b. 


‚+? 


এবানে, итоб hanta pa ЖК. ৮৭55৫) 
(1) এর উভরপক্ষে т-1,9,8,-,0 বাইয়া, 4 
t,=1 +1 
ts =2 +9 = 
t =82+8 н 
tan 4-%% 
যোগ করিয়া Sa= (12 +2282 +...+ 0°) +(1+2+8 +...) 
“nn + Don +1) 40973) 
6 2 : 
20944. э” +1 1] _И%+1){2%+1+8 
2 артық 
‚+ ы. +4) nn + 1)(% +2) 
эрен Со রজত লতা... т ӛтіп + ln +2). 


উদাহরণ 11. একটি শ্রেণী: 124+82+5%+- দেওয়া আছে। শ্রেণীটির 
пэҷ পদ এবং প্রথম হইতে n পদের সমষ্টি নির্ণয় কর 
জমাধান। লক্ষ্য কর, শ্রেণীটির %তম 444, (1,8,5, **'প্রগতিটির %তম পদ) 
এবং 1, 8, &,... একটি সমাস্তর শ্রেণী, যাহার প্রথম পদ =] ও সাধারণ অন্তর =2 
б. t= [1+ (r -1.2 = n -1)° 24n? — 4n F1 + (D 
যনে কর, S .=t,+t 17 . + ina নির্ণেয় সমষ্টি | 
এখন, (1) এর উভয়পক্ষে n এর পরিবর্তে 1, 2, 8, e, т বসাইয়া যথাক্রমে 


পাইবে := 
4413-4141 


Һ-49%-492%1 
t, 4.82 - -48+1 
„=4л?-4%+1 
যোগ করিয়া, 9৮০৮4019499 +8°+... АЖ?) —4(1+9+...+л)+»1 


-grtt n+ 


„600980 ань] 


-tant ponta- paer] Өл) 
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উদাহরণ 12. 9.৪.+৪.+4.৮+* এর: প্রথম n পদের যোগফল 
নির্ণয় কর। i 
সমাধান। এখানে, শ্রেণীটির naw পদ = 6, ধরিলে,, 
t, = (2, 8, 4, "এর naq 99) (8, 4, &, "এর গতম পদ) 
=[2+(%-1).1][8+(%-1).1]= (%+1)(%+9) =з? + 9n +2 
n এর পরিবর্তে 1, 9, 8, т বসাইয়া, এবং t, +2 + ts + +n 
= Sn ধরিয়া, ' 
t, দির 
"529 +8.8+8 
2৮589 


іт”? + 8n +2 


- 


Sa = (12 + 22 +82 +... %2) + 8(1 +218 + +0) +2 
8৮5১8587538, 


= 6202 + 0n +1 + 9 +9 +12 11125512792) 


(8 +6n+11) 


Ly REI 
উদ্দাহরণ 13. 141171110504 প্রথম n পদের সমষ্টি fad কর। 


সমাধান। প্রদত্ত শ্রেণীটির лэ পদ» &, 


1 
7(1,4,7,-< এর গতম পদ), (4, 1, 10, :.. এর naq পদ) 


1 

“аға-18114:(а-1)3) 
1 

ass 


2 )-1 Gae >: Ж 
Тт; 92% $л+1 


প্রগতি EDT 5. 


п এর পরিবর্তে পর পর], 2, 8, ++, n বসাইলে, Py বউ ০: 
Sn = ty +12 ++ tn ধরিয়া, Ж 


5 


শট ТРЕ 
hej. 85-8-8 mtl 
1 ы 1 
যোগ করিয়া, লৰ. g -7 


কা -palms n+l 
с кі 


উদাহরণ 14 24541041744 এর %-তম fd ter 
কর। kt 97 ы 
সমাধান। ШЕБЕР 5 Дк 
| оо (৯-1) তম পদ а-а; 
এবং প্রথম হইতে п সংখ্যক পদের সমষ্টি бе 2 ар 
8,=2+5+10+17+::: + fn 
আবার, $„= 2+ 5+10 +r + 65-5 + bn 


বিয়োগ করিয়া, 0=2+8+ 5+ Ç+. + (tq = tnea) tn 


লক্ষ্য কর) (А) 2 হইতে শুরু করিয়া (n-ta) পর্য্যন্ত মোট % সংখ্যক পদ 
আছে। | 


(В) 8,5, 7,- একটি সমাস্থর প্রগতি গঠন করিয়াছে। 

S чы с чары 
20477 2- 1 98% (n- 2)9]1-2+(%-1108+%-9) 
EE FEE. Sie 


Н. 8. Alg.—8 
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22 উভয় পক্ষে n এর পরিবর্তে 1, 9, 8... বসাইয়া যথাক্রমে পাওয়া 
যাইবে :— 
и і1-1%-1 
5 92 +1 
#,= 82 +1 


t= n? +1 
(যোগ করিয়া, 19%*(19+224+-... п) +n 
2 Mn+ Dons 


, 


= @л*+8п+1+6) 
= 9л? +8n+7) 


উদ্দাহরণ 15. 12-82 + 52-72-92 112.18 1694 *এর ॥-তম 
পদ পর্য্যন্ত সমষ্টি নির্ণয় কর | 
সমাধান । এখানে n জোড় সংখ্যা অথব! বিজোড় সংখ্যা হইতে পারে। প্রথমে 
ধরা যাক n জোড় এবং n= Am, (স্পষ্টতই m чу ছাড়া যে কোন স্বাভাবিক 
সংখ্যা বা ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা ECT | ) 
কাজেই, 12—82 +52 – 72 92-112 +182 152 +...n তম পদ পর্যন্ত 
=12-82+52—72+92-112+183 162 +..9m তম „, 
= (1-82) (52 = 92) + (93 — 119) + (182 —15%у+... তম পদ পর্যন্ত 
[লক্ষ্য কর, এখানে (13 — 8), (52 — 19), (92 - 112) 
ইত্যাদি এক একটি পদ ] 
=(-8)+(-24) +( -40) +(— 56) +m তম পদ পৰ্য্যন্ত 


-2 [2.( - 8) + (m - 1)(- 16)] 


мі -%. 18 [1 +m - 1] = - 8m? = – 9(4ma3) 


= —9(2т)% = — Әд, 


প্রগতি EN 
আবার, % একটি বিজোড় সংখ্যা হইলে, ধরা যাক, n=9m+1 1° 
n-1 «РЕКЕ 
ы; 


=12 -82 + 52 — 72 + 92 — 112 +182 — 152 +...(дт +1) সংখ্যক পদ 
=12 +[- 82 +52 — 72 +9 - 112 +182 — 152 + ---2m সংখ্যক পদ ] i 
=12 +[(—82 + 52) + (— 72 +92)+(- 112 +182) + (- 152 +179) 

oode m সংখ্যক বন্ধনীধূত পদ ] 
= 12 +[16 +82 + 48 + 64 + «:-т সংখ্যক পদ ] I 
= 1+. [2.16 + (m - 1.16] : %-.. 


8 
-1+ў. 16 [+m -1]=1+8m(m+1) 


=1+2.2т.(дт+ 2) = 1+8.027575-1) , 97555 1) 
=1+9(%—1)(%+1)=1+9(%9 —1) = 22 = 1 М 
До посте হইলে, প্রদত্ত শ্রেণীটির প্রথম % সংখ্যক পদের সমষ্টি = – 202 ° 

w Че, Кыш gas рт Бу 222. "93-1. 


eraat] 2 (С) 
1. নিয়লিখিত শ্রেণীগুলির সমষ্টি নির্ণয় 94:- 
G) 1%4%7%. ত্ৰয়োদশ 4091 
Gi) -14-19-10-8-.. দ্বাদশ পদ 40% 1 j 
Gii) (= gy)? +(e? + y2) + (+g)? +...» তম পদ 41041 
(iy) V3+ /3(1+ у) + (31+2 /3)+ ... উনবিংশতিতম পদ 
44% | 
(9) 2+5+8+... +152 
(vi) 1+8+5+7+... +28 
2. কোন প্রকার шя সাহায্যে না লইয়া নিয়লিখিত শ্রেণীগুলির সমষ্টি নির্ণয় 
কর ২ 
G) 1%8%5-7-9-.-%59 
Gi) 7%10%18--- দ্বাদশ পদ 40% | 


86 š ЕС; 
4 3. কোন সমাস্তর শ্রেণীর প্রথম ও দ্বিতীয় পদ যথাক্রমে 8 এবং 1 হইলে শ্রেণীটির 
দশম পদ পর্য্যন্ত সমষ্টি নির্ণয় কর। 
„4. কোন সমাস্তর শ্রেণীর প্রথম হইতে n তম পদ পর্যন্ত таб 82 -% হইলে 
- ্রগতিটি নির্ণয় কর | l 
5. 44+89+84+..., এই শ্রেণীটির প্রথম হইতে কতগুলি পদের mÈ 
104 হইবে? із аманы 
6. কোন সমান্তর শ্রেণীর প্রথম নয়টি পদের সমষ্টি 126 এবং প্রথম এগারটি 
পদের সমষ্টি 187 হইলে প্রথম 96টি পদের সমষ্টি কত? 
7. ৪ এর কতগুলি গুণিতক 200 এবং 299 এর মধ্যবর্তা ? এই গুণিতকগুলির 
সমষ্টি নির্ণয় কর | 
80 দেখাও যে, যে কোন 2n +1 সংখ্যক ক্রমিক সংখ্যার সমষ্টি 251 দ্বারা 
বিভাজ্য | 
Gi) দেখাও যে, কোন সমাস্তর শ্রেণীর প্রথম ? পদের সমষ্টি প্রথম n ғ 
. পদের সমষ্টি = (শ্রেণীটির эц এবং (%-1)তম পদের সমষ্টি )। 
9...তিনটি সংখ্যা, একটি: সমাস্তর প্রগতি গঠন করে। সংখ্যাত্রয়ের সমষ্টি, 12 
এবং উহাদের.ঘনের সমষ্টি 408 হইলে সংখ্যা তিনটি (аң কর । б, 
10. পাঁচটি সংখ্যা একটি সমাস্তর প্রগতি গঠন করে | সংখ্যা পাচটির সমষ্টি 40 
এবং উহাদের বর্গের яң? 410 হইলে সংখ্যাগুলি নির্ণয় কর | 
П. একটি জায়গা হইতে Ачай করিস প্রথম দিনে 1 কিলোমিটার, দ্বিতীয় 
দিনে এ কিলোমিটার, তৃতীয় দিনে 8. কিলোমিটার, চতুর্থ দিনে 4 কিলোমিটার 
ইত্যাদি হিসাবে চলিতে লাগিল। একই স্থান হইতে 4 যাত্রা গুরু কবার 5 দিন পরে 
একই পথ ধরিয়া B যাত্র শুরু করিল। যদি 4 দিনে 12 কিলোমিটার হিসাবে 


সমবেগে চলে, তাহা হইলে 4141 শুরুর স্থান হইতে অন্ততঃ কতদুরে সে A কেধরিতে 
পারিবে? 


12. কোন খাজুরেখ ক্ষেত্রের অন্ত:কোণগুলি একটি সমান্থর শ্রেণী গঠন করে। যদি 
তম কোণটি 95" এবং সাধারণ অন্তর 10° হয়, তাহা হইলে ক্ষেত্রটির বৃহত্তম 

' কোণটির মাপ কত? : 
13. এক ব্যক্তি বিনা স্থদে 1000 টাকার একটি 5448444 মাসিক. কিস্তিতে 
শোধ করিতে রাজী হইয়া প্রথম মাসে 64 টাকা দেয়। পরের মাস হইতে প্রতি 


মাসে সে কিস্তির পরিমাণ পূর্ববর্তা মাসের চাইতে 2 টাকা! করিয়া কষাইতে লাগিল। 
কত মাসে তাহার খণ শোধ হইবে? 


প্রগতি 87 
14. দেখাও যে, একটি সমান্তর শ্রেণীর প্রথম 2% পদেব শেষ 'অর্ধের সমষ্টি, 


শ্রেণীটির প্রথম Әл পদের সমষ্টির এক-তৃতীয়াংশ FF Е MP ITT 

15. কোন সমাস্তর শ্রেণীর প্রথম p সংখ্যক পদের সমষ্টি а, প্রথম 4 সংখ্যক পদের 

সমষ্টি & এবং প্রথম r সংখ্যক পদের সমষ্টি ০ হইলে দেখাও যে, 200202200 
а 5 с He 
24-9 gr PE a ры SS 


16. কোন সমান্তর শ্রেণীর প্রথম পদ হইতে р, 9, তম পদ পর্ান্ত সমষ্টি যথা 
ক্রমে а, b, c হইলে, প্রমাণ কর যে, (AFT) + brp(r — р) +৫-?)-০, 
17. একটি ঝুড়ি, এবং 100টি পাথরের টুকরা 5 মিটার অন্তর অন্তর একটি 44, 
পথের উপর রাখা আছে৷ ঝুঁড়ির অবস্থান হইতে যাত্রা শুরু করিয়া পাথরের : টুকরা- 
গুলিকে একটি একটি করিয়া ঝুড়িতে রাখিতে হইলে তোমাকে মোট wa মিটি 
চলিতে হইবে? 
18. “কোন সমাস্তর_ শ্রেণীর পদসংখ্যা বিজোড় হইলে শ্রেণীটির প্রথম এবং শেষ 
পদের যোগফল মধ্য পদটির দ্বিগুণ হইরে।”_প্রতিপন্ন কর | 
19. কোন সমাস্তর শ্রেণীর প্রথম m পদের সমষ্টি এবং প্রথম % পদের সমষ্টি সমান 
হইলে, প্রথম m +n পদের সমষ্টি নির্ণয় কর | (ili 
20 একটি সমান্তর প্রগতির m তম এবং n তম পদ দুইটি যথাক্রমে а ও b হইলে 
দেখাও যে, সংশ্লিষ্ট সমান্তর শ্রেণীটির প্রথম m pn পদের সমষ্টি... ১ 
; "Иен 
21. RS শ্রেণীগুলির সমষ্টি নির্ণয় 94:- | 
(i) 1x8+8x5+5%x7+7x9..n সংখ্যক পদ পর্যন্ত | 
(i) 1-84+5-74+.,.. সংখ্যক পদ পর্যন্ত | 
(iii) +g ++ 
(iy) 224524824 .... সংখ্যক পদ ATE | 
(у) 1.92 +2.8° +8.42 +452 + .... n সংখ্যক পদ 99 | 
(vi) 12-92482-42452-624+ .... n সংখ্যক পদ 468 | 
(vii) 198:%9.8.5-847%.:..п সংখ্যক পদ 79 | 
(viii) 1+8+6+10+ ...mR সংখ্যক পদ পর্যন্ত À 
(ix) 8+4+8+9+18+14+18+19+.... 206 পদ 4041 
[ইংগিত £ লক্ষ্য কর, এখানে দুইটি সমান্তর শ্রেণী যথাঃ 


*,,% সংখ্যক পদ পৰ্য্যন্ত । 


8৪ 


প্রগতি 
8+8+18+18+ .... এবং 4+9+14+19+ ১১০, 


মিশিয়া আছে। প্রতিটি শ্রেণীর 10টি করিয়া পদ লইয়া যোগ কর। ] 


(х) 2+(@+5)+(@+5+8)+(@2+5+8+11)+ n সংখ্যক পদ 
447% | 
(xi) 1+ (1+8) + (1+8 + 5) + ---m সংখ্যক পদ পৰ্য্যন্ত | 


22. 1 এবং 100 এর 0441 যে সকল স্বাভাবিক সংখ্যা & এর গুণিতক নহে 
তাহাদের সমষ্টি নির্ণয় কর। 


উত্তরমাল। 


G) 947. Gi) —86. Gii) mæ? +02 + (0 – Bay}, 
(iv) 19(18--,/2). (v) 3927. (vi); 144.' 

G) 900, Gi) 282. 

-60.0 4. 7,28, 89, 8৮১১ 5. 16টি পদ 6. 1027, 
8217. 9. 1,47. 10. 2, 5,8,11,14. 1. 86 কি.মি. 
145° qi 205°. 13. 95441 17. 50500 মিটার । 19. 0. 
ф ৮4%১+6%-7) Gi) সমষ্টি — n ( যখন % জোড় ) 

RS ; ও = n ( যখন % বিজোড় ) 
pa n қ (62? + 8% – 1) "п + 1)(% + 2)(8n + 5 
(iii) হি (1у) এ тартын (ч) каз + En) 
(vi) mee- tn (যখন n জোড়) ; 
“+n 


৩. তু (যখন n বিজোড় ) 
(vii) кышты 


(viii) Фив +1)(n +2). (ix) 590. 
(z) Қтғ1). (ші) #nn+1(2n +1). 22. 4000. 


তৃতীয় অধ্যায় 


প্রগতি (Progression ) 
(দ্বিতীয়াংশ ) 
ecitas প্রগতি 
( Geometric Progression ) 
§ 1. নীচের সিকোয়েন্স বা ATIC লক্ষ্য কর :— 
G) 2, 6, 18,54, (i) 8, -6, 12, -94,.... 


(Hi) š, š. тт TET ...... (w) т. 1 3, 5, Tr зө» 
(у) 5 5 5. 5 
ү ЖОРА Ыш 


উপরের (i) হইতে (vi) 969 প্রতিটি সিকোয়েন্স বা অমুক্রমের ক্ষেত্রে লক্ষ্য 


көө. (vi) а, ат, 072) ar? yni 


কর: 
যে কোন একটি পদ (প্রথম পদ ব্যতীত ) ও তাহার ঠিক পূর্ববর্তী পদের অন্গপাত 


FIFI যেমন, উদাহরণ (1) এর ক্ষেত্রে, 
£ =8, =8, 12-8, goah এখানে উল্লিখিত 444) হইল 8. 

এই ধরণের syans গুণোত্তর প্রগতি (Geometric Sequence 41 
Geometric Progression ) বলে এবং উল্লিখিত дә 9 প্রগতিটির 
সাধারণ অনুপাত ( Common ratio) বল! হয়|... 

эе]: গুণৌত্তর 24/5: i 

কোন ERA ব| অঙুক্রমের যে কোন একটি পদ (প্রথম পদ নহে) ও তার 
ঠিক পূর্ববতী পদের অনুপাত ধ্রুবক হইলে, এ সিকোয়েন্স বা অমুক্ৰমটিকে একটি 
өсиет প্রগতি বলা হইবে। উল্লিখিত ঞ্বকটিকে এ өсө প্রগতির সাধারণ 
অন্পাত বলা হয়। 

সুতরাং, 2,0, z, u, V, W, একটি গুণোত্তর প্রগতি হইলে, সংজ্ঞা অনুসারে, 


Жұл жұл жаа” 
পাত সাধারণ অন্থপা'ত 


মনে কর, সাধারণ অঙ্গুপাত = 7. 


И ЖОМ "Р Ош সর 
কাজেই, r” “চস О 7 


y=ar ; mgr =a? ; umr ar? ; o = ur = 274 ইত্যাদি। 
অর্থাৎ গুণোত্বর গ্রগতিটির প্রথম পদ z এবং সাধারণ অমুপাত r হইলে 


প্রগতিটিকে নিয়লিখিত আকারে প্রকাশ কর! খাইবে :— 
m, zr, 277, ° 


40 е 
52. গুণোত্তর প্রগতির n তম পদ নির্ণয় £ 
অন্থচ্ছেদ 1 এ তোমরা দেখিয়া যে, একটি গুণোত্তর প্রগতির প্রথম পদ a ও 
সাধারণ অঙ্থপাত r হইলে, প্রগতিটির ১ম, ২য়, ওয়, sí... **পদগুণিকে যথাক্রমে 
to ta ta tae প্রভৃতির দ্বারা! স্থচিত করিয়া, 
за =ar? =ar] < 
ta ar «ат! = ат? 
t, =ar° =ar": 
t —ars =ат*с® ইত্যাদি V 
অর্থাৎ প্রত্যেক পদে r এর সুচক x чаба পদসংখ্যা (অর্থাৎ পদটি প্রগতিতে 
প্রথম হইতে যত নম্বর স্থানে আছে ) অপেক্ষা 1 কম। .. 
[পরীক্ষা করিয়া দেখ, ең পদের পদসংখা1-ঠ এবং. পদটিতে 7 এর 
45%-4-5-1.1 
г ФВ в вд = ar 


দ্রব্য *৫) ‘সুচক তত্বে তোমরা দেখিবে ca aw এর m কে 15%, а" কে 
ঘাত এবং ৫ কে বলা হয় fasta (base) | 
(Н). এ পরিচ্ছেদেই তো মর! দেখিবে যে, а যে কোন্‌ একটি সংখ্যা হইলে 
45-1. 
53. গুণোস্তর প্রগতির ধর্ম £ 
G) গুণোত্তর প্রগতির প্রতিটি পদকে: РЕ সংখ্যার দ্বারা গুণ (বা 
x: н যে সংখ্যাগুলি পাওয়া যাইবে তাহারা একটি গুণোস্তর প্রগতি 


"উদাহরণ £ মনে কর а, ar, ৫72,..একটি গুপোত্তর প্রগতি । প্রতিটি 
পদকে একই সংখ্যা k দ্বার গুণ করিয়া দেখ, 
ak, akr, ам, 4% গুণোত্তর প্রগতি, যাহার প্রথম ај এবং 
সাধারণ অনুপাত = >. 
Gü) কোন 904164 প্রগতির পদগুলির “байт একটি 
গুণোত্তর প্রগতি গঠন করে। 


উদাহরণ: а, ar, а??, ат", » একটি গুণোত্তর প্রগতি হইলে, 
Кы Рут су, 

а” ат, аз и.” 
11110191 9 
Prr R H 


4%, ға 


একটি গুণোত্তর প্রগতি, যাহার ১ম পদ = E এবং সাধারণ অনুপাত = 1 
7 


` 
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(1) কোন গুণোত্তর প্রগতির প্রতিটি পদকে এৰই খাতে Re 
করিলে একটি গুণোত্তর প্রগতি পাওয়াযাইবে। о 
উদাহরণ: а, ar, ৫72, ат, একটি গুণোত্তর প্রগতি হইলে 
ak, (ar), (072)%) (ars, з [ যেকোন একটি সংখ্যা] ৯ 
অর্থাৎ ak акт, qk. (уу, аһ)" Ç: 19: 
একটি গুণোত্তর প্রগৃতি যাহার ১ম পদ =a এবং সাধারণ mer. 
উদাহরণমাল। 13 т 
Bazad 1. 2, 4, 8, 16, ... প্রগতিটির যোড়শ পদটি নির্ণয় FI *- 
লমাধান। ইহা একটি গুণোত্বর প্রগতি । ইহার ১ম পদ=2 এবং সাধারণ 
অনুপাত = = 9. i йл, 
(ой ষোড়শ পদ 1,, = 716-1 9.91651 9915016, 
উদাহরণ 2. ধনাত্মক সাধারণ অঙ্থপাত বিশিষ্ট কোন গুণোত্তর প্রগতির ছিতীয় 
ও ачк যথাক্রমে 1 ও 81 হইলে প্রগতিটি নির্ণয় কর। 
জমাধান। মনে কর, গ্রগতিটির ১ম পদ =9 ও সাধারণ 490% =? 
ёа = 0,7271 =ar, 
এবং ts =ঞ্r6-i=ars k 
ets, arab ১0) w 
এবং Qr5=81 :** (9) 
(2) কে (1) ছার! ভাগ ০০ 74-81-84 
те8 (су এখানে r ধনাত্মক বলা আছে] 
а) হইতে, а=}. 
গ্রগতিটি হইবে, 1, 1.8, 1.81, 1.8904 4,1, 8, 82.... 
উদ্ধাহরণ 3. একটি প্রগতি 5, -10, 20, -aea আছে। পরীক্ষা করিয়া 
দেখ, 820 প্রগতিটির কোন পদ কি al | 
জমাঁধান। মনে কর, 820 = প্রগতিটির %তম পদ t, 


এখানে, প্রগতিটির ১ম পদ = 5, সাধারণ HAS = =} = -9 
Ё = 5.) - 2) "1 

TRAST, 820-5(-2у-1 
(9) 3 «64-96-(-9) 
т-1-6 2 т-7. 


820 হইবে প্রগতিটির AAT 941 


; 


4 প্রগতি 


উদাহরণ 4. একটি গুণোত্বর প্রগতি 8, 15, 75, 875,... দেওয়া আছে। 
»পরীক্ষা করিয়া দেখ, 18104 এই প্রগতিটির অন্তর্গত একটি পদ কি না। 


সমাধান 1 প্রদত্ত প্রগতির ১ম 44-8 
ও সাধারণ অন্থুপাত = 3 = 5. 


মনে কর, 1904. প্রগতিটির n তম s=, (॥>1) 
18705 = 8.2 


07% 19004 4568, жө: ইহা অসম্ভব কেননা 4508 কখনই 5 
দ্বার! বিভাজ্য নহে। 
18704 কখনই প্রগতিটির অন্তর্গত কোন পদ নহে। 
941544 5. কোন 40194 প্রগতির প্রথম দুইটি পদের тА 6 ও পরবর্তী 
দুইটি পদের সমষ্টি 24 হইলে প্রগতিটির প্রথম পদ ও সাধারণ 48419 নির্ণয় কর। 
জমাধান। মনে কর, প্রগতিটির ১ম 44-0 ও সাধারণ অন্থপাত = r. 
n ২য় পদ - ат, ৩য় পদ = ০72, 84 পদ = ৫. 


ANTANTA, а+ат=6 та (1) 
ও 27240179724 ... (9) 

(0) হইতে, «(1%7)-6 . (8) 
ও (2) হইতে, ৭72(1+7)=24 .. (4) 
(4) কে (8) чий ভাগ করিয়া, 477155), 94 


a(l+*) 6 
4) ?2=4=22 5 кесі 


r =2 হইলে (8) হইতে а-155= s= 


এবং 7=-9, (8) , ДЕ 


1-2 1 
а-2 а--6 
r=2 } অথবা т--9 


841844 6. a,b,c,d একটি artea প্রগতি গঠন করিলে দেখাও যে, 
а? + ৬2, b? +02, ০৪+-৫2 অপর একটি গুণোত্তর প্রগতি গঠন করে। 

জমাধান। মনে কর, ৫, &, ০, একটি গুণোত্বর প্রগতি গঠন করে এবং 
প্রগতিটির সাধারণ অনুপাত = r. 


b=ar, c=ar?, d=ar3, 
a? +b? =a? +027? = 2)1 ++?) 
02 + с? = a?r? + ^۹ = 02,9(15,%)-49(1.у2),2 


ও с? + 12 = aî r+ + 0276 = 02741 +৮9)৮02(1 r?) (72)? 


প্রগতি 48 
а%(1--т2), {a2(1+72)}.r2, {a2(1472)}.(72)? একটি গুণোত্তর 
প্রগতি । <. £4৬2, &2 +02, ০24+ ৭2 একটি গুণোত্তর প্রগতি | * 


941544 7. а, b, с, 4 গুণোত্তর প্রগতি গঠন করিলে দেখাও যে, 
(b- с)? +(c—a)? + (4—1)? =(а- Q). ( 


সমাধান। а, b, ০, 4 গুণোত্তর প্রগতি গঠন করিলে, 
ьс а 


-= 75- 


a b 6 
b? аса, ০৪৮৮ 4 এবং ad= bc. $ 
(b - с)? + (c-a)? +(d - b)? 
= 02 —2bo + с? + с? —2ca + а? + 4? — 9bd +1? 
= д2 +9 + 9с? + 49 —9Ьо- са 954 
= a? +982 + 2¢2 + d? —2ad – 28? – 


-(а- d)?. 
941844 8. a,b,c গুণোত্তর প্রগতিতে থাকিলে প্রমাণ কর যে, 
1 1 
ір ір Еле প্রগতিতে আছে। 


জমাধান। মনে কর, а, b, ৫ গুণোত্তর গ্রগতিতে আছে। 
=ç А =a = (D 


a+b+b+০ a+9b-+e 


এখন, алы “a+b + с) ab + 82 + ac+ be 


н өн 
а+дЬ+с 
“3. (5). 


Қадыр 3 
— й ap 1. সমান্তর প্রগতিতে আছে। 
বিকল্প সমাধান। মনে কর, а, b, c গুণোত্তর প্রগতিতে আছে এবং 


ইহার সাধারণ অন্থপাত = r. 


৮০৮০7, с=ат?. 


1 1 1 
ааг ar+ ৫০ altr) 670 +?) 


1855 ৪. 


C arl+r) ar b 292: 


Seal: 3 (А) 
1. G) 1, -3, 9, প্রগতিটির নবম পদ Б কর। 
Gü) EL f, প্রগতিটির অষ্টম পদ নির্ণয় কর। ° 
2.0) একটি গুণোতর প্রগতির প্রথম ও দ্বিতীয় পদ যথাক্রমে ৪ এবং 1 হইলে 
প্রগভিটির দশম পদটি নির্ণয় কর : 354 
(i) একটি গুণোত্তর প্রগতির পঞ্চম ও দ্বাদশ পদ দুইটি যথাক্রমে 48 এবং 
6144 হইলে গ্রগতিটির প্রথম পদ ও সাধারণ অঙ্গুপাত নির্ণয় কর 
(ii) একটি গুণোত্তর প্রগতির দশম এবং চতুর্দশ পদ দুইটি যথাক্রষে а, 
হইলে গ্রগতিটির ষোড়শ পদটি নির্ণর কর । ЕТ 
[ প্রগতিটির প্রতিটি পদ ধনাত্মক সংখ্যা ধরিবে ] | 

3. (i) একটি প্রগতি 64, 82, 16... দেওয়া আছে। পরীক্ষা করিয়া বল, 
? এই প্রগতিটির কোন পদ কিনা। : 

Gi) একটি প্রগতি 9,8, 1... দেওয়া আছে। পরীক্ষা করিয়া দেখ êz 
এই প্রগতিটির অন্তর্গত কোন পদ কিনা | 

4 কোন গুণোত্তর প্রগতির প্রথম দুইটি পদের সমষ্টি 8৪ এবং পরবর্তা দুইটি 
পদের সমষ্টি 79 হইলে প্রগতিটির প্রথম পদ ও সাধারণ чиев নির্ণয় কর। 

5. চারিটি ма একটি গুণোত্তর প্রগতি গঠন করে। যদি প্রথম তিনটির 
সমষ্টি 18 এবং প্রথমটি হইতে Буба বিয়োগফল —96 হয়, তাহা হইলে সংখ্যা 
চারিটি নির্ণয় ж! 

6. ৫, b, ০, d একটি গুণোত্তর প্রগতি গঠন করিয়াছে। প্রমাণ কর যে, 

(i) 42-02, 02—02, 2 - d2 একটি есет প্রগতি গঠন করে। 
(i) (b+ 0)(0 + d= (с+а)(с+ й) 
(iii) (a? + 02 +с2)(02 + с? + 2) = (ab + be + cd)? 


Ta এন রর 


প্রগতি 45 
(iv) a?b?c? (5 - > + 1) =q? F bs +e’ 


(Y) (b+c)? = (a+ 9)(০+ d). i 


7. (i) йәй тн o өш এব: 


প্রগতি গঠন করে, তবে দেখাও যে, ৫, a-b, ৫-০ একটি. গুণোত্তর প্রগতি, গঠন : 
করে। 


Gi) а, b, e সমাস্তর প্রগতিতে এবং z, у, z গুণোত্তর প্রগতিতে থাকিলে 
দেখাও যে, 2১. 8৭. ৫০০2৭ уб. р, 

8. a,b,c এবং z, y, £ দুইটি গুণোত্তর প্রগতি । যদি ৫-2, b-y, o-s + 
44194 প্রগতিতে থাকে, তবে দেখাও যে, তিনটি প্রগতির সাধারণ অনুপাত একই | 

9. а,5,с গুণোত্তর প্রগতিতে আছে। যদি а, b এর সমাস্তর মধ্যক 2 এবং 
b, ০ এর সমান্তর মধ্যক у হয়, তাহ! হইলে দেখাও যে, | 


22124 а.с Š 
лет; এবং 2-:2%% চ কা ТЕТ? 


10. (а? +2)(52 402) = (ab + bo)? হইলে দেখাও а, 4, , &, с ЭРА 
গুণোত্তর প্রগতি গঠন করে। 
11. a, b, о একটি সমাস্তর প্রগতি এবং b, ০, ৫ একটি গুণোত্তর প্রগতি গঠন 


করিলে দেখাও যে, 1, 1, 1 একটি татат প্রগতি গঠন করে। 


с 
12. а= = হইলে чахла, b, c একটি গুণোত্তর প্রগতি থাকিলে দেখাও 


যে, 5 L 1 একটি সমাস্তর প্রগতি গঠন করে | 


13. তিনটি সংখ্যা একটি সমান্তর প্রগতি গঠন করে। উহাদের প্রথম, দ্বিতীয় ও 
তৃতীয় সংখ্যার সহিত যথাক্রমে 1, 4 ও 12 যোগ করিলে সমষ্টি তিনটি একটি গুণোত্তর 
প্রগতি গঠন করে। প্রদত্ত সংখ্যা তিনটির যোগফল 18 হইলে সংখ্যা তিনটি নির্ণয় 
কর। 

14. তিনটি সংখ্যা একটি 94194 প্রগতি গঠন করে। সংখ্যা Ek» গুণফল 
512; প্রথম "Ва সহিত 8 এবং দ্বিতীয় পদটির সহিত 6 যোগ করিলে উৎপন্ন 
সংখ্যাগুলি (অর্থাৎ এই যোগফল দুইটি এবং প্রদত্ত সংখ্যাত্রয়ের তৃতীয়টি) একটি 
সমাস্তর প্রগতি গঠন করে। সংখ্যা তিনটি নির্ণয় কর । 

15. দেখাও যে, কতগুলি সংখ্যা একটি গুণোত্তর প্রগতি গঠন করিলে প্রগতিটির 
প্রথম ও শেষ পদ হইতে সমদূরবর্তী MICII গুণফল PIF | 


46 প্রগতি 
উত্তরমালা 


1. G) 6561, (ii) 46/56. 2. (i) 6561. Gi) 8, 2. (iii). হয 
3. (i) হ্যা, ৮ম পদ। (i) яі 4. 9,8. 6. 1,8,9, 27 
13. 19,6, -7; বা 46,8. 14. 16, 8, 4. 
§ 4. গুণোত্তর মধ্যক ( Geometric Mean ) £ 
সংজ্ঞা : তিনটি সংখ্যা a, b, ০ একটি গুণোত্তর প্রগতি গঠন করিলে মধ্যবর্তী 
সংখ্যা (অর্থাৎ প্রগতিটির মধ্যবর্তী পদ) b কে a এবং c এর গুণোত্তর মধ্যক বলে। 
আবার কতকগুলি সংখ্যা! a, La, ш, £%, & একটি গুণোত্বর প্রগতি গঠন 
করিলে z, ৫৪১-....১ En কে a এবং & এর যথাক্রমে প্রথম, দ্বিতীয়,......, % তম 
«тея মধ্যক বলা হয় । : 
উদাহরণ : 
(i) 8, 6, 12 একটি গুণোত্তর প্রগতি । এখানে 6 কে 8 এবং 1244 
গুণোত্বর মধ্যক বলে। 
(ii) 2, 6, 18, 54, 162, 486 একটি গুগোত্তর প্রগতি । এখানে 9 এবং 
486 এর গুণোত্তর মধ্যক চারিটি যথা :— 
প্রথম গুণোত্বর মধ্যক = 6 


দ্বিতীয় ১১ [1 18 
তৃতীয় ” » = 54 
চতুর্থ » » "169 


আবার লক্ষ্য কর, 2,2 V3, 6, 6,/8, 18,18 y3, 54, 54 v3, 169, 162 /8, 


486 একটি গণোত্তর গ্রগতি। স্থতরাং, এক্ষেত্রে 2 এবং 486 এর গুণোত্বর মধ্যক 
হইল নয়টি | 


$5. দুইটি সংখ্যা a ও ৮ এর গুণোত্তর মধ্যক аб: 


@) মনে কর, a ও b এর есет মধ্যক একটি এবং মনে কর এ গুণোত্তর 
মধ্যকটি 2. 


সুতরাং, а, z, b একটি গুণোত্তর প্রগতি | 
° 22% , aab 
222 Ж 
z= + Jal. 
2 ав এর গুণোত্তর মধ্যকটি হয় уа নতুবা - Ја 
একথাটি সংক্ষেপে প্রকাশ করা হয় এইভাবে : 
a ও & এর өе মধ্যক = + yab. 


প্রগতি 47 
(iD মনে কর, а в & এর n সংখ্যক গুণোত্তর 508 আছে। ধর, 
ті, ayy An যথাক্রমে প্রথম, দ্বিতীয়,'.*,%-তম গুণোতর মধ্যক | 
কাজেই, а, %£, Za, 2, b একটি গুণোত্তর প্রগতি, যাহার প্রথম পদ = 
এবং (%+ 2) তম পদ = b. 
ধরা যাক, প্রগতিটির সাধারণ অন্থপাত = r. 
উহার (742) তম পদ b=arnt1 


2.52 
r Е: К» =) 
Pi a 
, a ও b এর প্রথম মধ্যক z, = প্রগতিটির ২য় পদ = ar = a. PNS 


” দ্বিতীয় ,-z = 5, ওয়, =ar? =a, (5% 


তৃতীয় ,27,- , 9%, =arš=a, (үз 


„ n তম মধ্যক z, = প্রগতিটির n + 1 তম পদ = ০/”-৫. (ҢЕ? 

шаг: লক্ষ্য কর, এখানে n এর পরিবর্তে যে কোন ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা 
(স্বাভাবিক সংখ্য!) বসান চলে ( অবশ্য মে ক্ষেত্রে ? এর মানও বদলাইয়! যাইবে ) | 

কাজেই a ও & এর মধ্যে যে কোন সংখ্যক গুণোত্তর মধ্যক বসাইতে পার। 

স্থতরাং, (i) ও (11) হইতে বলা চলে, 

“দুইটি নির্দিষ্ট সংখ্যার মধ্যে যে কোন সংখ্যক ( অর্থাৎ, একটি, দুইটি, 
তিনটি,......) গুণোত্বর মধ)ক বসান চলিবে I” 

$6. “দুইটি ধনাত্মক সংখ্যার সমান্তর মধ্যক ও গুণোত্তর মধ্যকের 
মধ্যে সম্পর্ক £_ : 

G) মনে কর, a ও & দুইটি বিভিন্ন ধনাত্মক সংখ্যা। 
a ও b এর 54194 মধ্যক 10727 এবং উহাদের গুণোত্বর 


মধ্যক G= + ab 
এখন, ৫ ও b দুইটি ভিন্ন ( অসমান ) ধনাত্মক 32471 | 
a-b হয় ধনাত্মক নতুবা থণাত্মক হইবে | 


{ = 
(a=b) ধনাত্মক [ যেকোন সংখ্যার বর্গ সর্বদা একটি ধনাত্মক 


; সংখ্যা] 


অর্থাৎ (а-57>0 I 
(а – b)? +4ab>4ab 
বা (a+b)? >4ab 
¿(a + b)? >ab 


: 0% Hi 


«аі, уа 


অর্থাৎ М>в ө ৮৮0) 
a+b a+a 


(ii) a=b হইলে, স্পষ্টতঃ, Mast т а. 
এবং. G= + Уаа-жа 
এখন, М-а, G= -a ধরিলে, A al 
| E REZO, . (ДП, যেহেতু a> - a. 
আবার, М =a, G=a ধরিলে, 
Wag লতা তত (Шу 
(D (ID, (П) কে একত্ৰিত করিয়া নীচের saf পাওয়া যায়: 
“যে কোন দুইটি ধনাত্মক সংখ্যার সমান্তর মধ্যক А ও গুণৌত্তর 
মধ্যক G হইলে, 4১৯০ [ অর্থাৎ ASG বা А-С? 


Ew 


উদাহরণমাল। 
501994 1. 5 ও 125 এর একটি গুণোত্তর মধ্যক নির্ণর কর। 
সমাধান। 5 ও 125 এর গুণোত্তর মধ্যক = + /5 x 195 

=+ VX 5 «26 = +25 

ACT গুণোত্তর মধ্যক=25 অথবা - 25. 
উদাহরণ 2. 9 এবং $ এর মধ্যে তিনটি গুণোত্তর মধ্যক বসাও। 
সমাধান। মনে কর, Ta, z, z, নির্ণের তিনটি жб? | 
9, 2২, Z 25, & একটি গুণোত্তর প্রগতি গঠন করিয়াছে | 
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মনে কর, এই প্রগতিটির সাধারণ җые т. | 
2= প্রগতিটির ৫ম পদ = 9.4. 
74 پا‎ =)“ 2те 
r=} ধরিয়া, ১ম মধ্যক 2,-97 -94-8. 
২য় মধ্যক 22 = 9729.08)? = 1 
এবং ৩য় মধ্যক 2,-9,73-9(1)3-%ф 
আবার, r= — ধরিয়া, ১ম মধ্যক 2: =9.7=9.(-3)= -8 
২য় মধ্যক z =9.72=9.(- 3)? =1 
এবং অয় মধ্যক £৪-9.১-9(-$)3স - 3. 
бой মধ্যকগুলি হইবে: 
8,1,4} অথবা -8,1,-% 
উদাহরণ 3. দুইটি সংখ্যার সমান্থর মধ্যক 15 এবং গুণোতর মধ্যক 9 হইলে 
সংখ্যাঘয় নির্ণ্ কর | 
সমাধান । মনে কর, সংখ্যাদ্বয় а, b. 


20 উহাদের সমান্তর মধাক = 2-১ এবং «тея মধ্যক= + уай 


eC, «соь নি 


ও + yab=9 44» (2) 
(1) হইতে) ৫+-৪0 -- (8) 
ও (0) , ৫781 ৮৮৫4 
এখন, (8) হইতে, b =30—a. 
& এর এই মান (4) এ বসাইলে, 
а(80-а)-81 
বা 80@-а*=81 বা а2-804 %81-0 
বা а%-%7а-8а%81-0 বা (а-97)а-8;-0 
а-974, 8 
(8) হইতে, ৫9? হইলে b=80-27=8 
এবং 0-8 হইলে b=80-8=27 
бой সংখ্যা দুইটি হইবে : 
92768 (4186297). 
Н. 8. Alg.—4 
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উদাহরণ 4. দুইটি সংখ্যা a ও & এর সমান্তর মধ্যক ও 90194 মধ্যকের 
йө m:n হইলে প্রযীণ কর যে, 
a: 611 mnî : m- Ут? -n2. 


অথবা а: b=m- ут п :т+ /mš- n. 


সমাধান। a ও b এর সমাস্তর মধ্যক = < 


2 

এবং গুণোত্তর মধ্যক = + yab. 
a+b a+b LaF Я 

2 m 2 tab 

ЫШЫ. Асты он UT қабақ толық 

a+b + ەل‎ y 
2m т ч 

а+Ь=9тК ө (1) 
এবং + vab=nk ¿š (2) 


(2) হইতে, ab=n°k?. 
(a-b)? = (а +b)? – 4а = 4m? k? —4п?Ё? =4k?(m? — n?) 
а-ӛ-95/т2-,% বা -2k Jm nT 
a—b=2k ут? — n° হইলে, (1) এর সাহায্যে পাওয়া যায় :— 
a=Y[(a+b)+(a – 5)] = т + 2k / m2 – n] = kim + Jm n2) 
এবং b= #[(a + 6) — (a - b)] = т -2k Ym? — n°] т – Ут? 72) 
a: Db =(m + J m° + n°) : (m — Vm — në) 
আবার, a-b=-2k mn হইলে, (1) এর সাহায্যে পাওয়া 
যাইবে: 
a= (a+b) +(a—b)] = H2mk -2k Ym? nz) = (т - Vmin 
এবং b (0+ 0) - (a - b)] =1[2тЁ +2Ё ym nz] т + ymn) 
a: b=(m ~ ут? - në) : (m + ут? —në). 
$7. গুণোত্তর শ্রেণী (Geometrical Series). 
মনে কর, কোন গুণোত্তর প্রগতির প্রথম পদ а এবং সাধারণ অন্থপাত ғ, 
সুতরাং, গুণোত্তর প্রগতিটি হইবে : 


а, ағ, ৫72) ar3....... 
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এই প্রগতিটির সহিত সংশ্লিষ্ট শ্রেণীটি হইবে : 


a + ar + ar? + OFS + ese 
এই শ্রেণীটিকে বলা হইবে গুণোত্তর শ্রেণী। 
কাজেই, যে কোন একটি গুণোত্তর প্রগতির পদগুলিকে পর পর যোগ 
চিত্ত দ্বারা সংযুক্ত করিয়া যে রাশিমাল। পাওয়া যাইবে তাহাকে বল! হইবে 
গুণোত্তর শ্রেণী। 
§ 8. গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম n সংখ্যক পদের সমষ্টি নির্ণয় £ 
মনে কর, কোন গুণোত্তর প্রগতির প্রথম পদ G এবং সাধারণ অনুপাত r. 
স্থতরাং, গ্রগতিটি হইবে :— 
а, ат, ar3,.... ат +, 
Ез Жа লস к 
a + QF HAT? +... jarak... 
ধরা TT, এই শ্রেণীটির প্রথম п পদের সমষ্টি অর্থাৎ 


a + QF + ar? +... + ar" i = Sp 


Sq =a + ar + ar? 4an ... (1) 
(1) এর উভয় পক্ষকে ? দ্বারা গুণ করিয়া 
"ұзат + ar? + қанса = (DD) 
(7) হইতে (П) বিয়োগ করিয়া, 


Sn—r.S =a- ar” 
বা (1-”).5,-а(1-?”) 


gL aD ৫৯৫ না হইলে) 


দ্রষ্টব্য 8 (i) r=1 ұлы) б„=а+а+а п সংখ্যক পদ = NU, 
Gi) উপরের আলোচনায় তোমরা দুইটি za পাইয়াছ ( যদিও উহারা মূলত; 
অভিন্ন) যথা: 


ш ০৫) 


a(1- +" 
в) ৪০০৫?) 


৮১1 হুইলে সূত্ৰ (A) এবং 7<1 (অর্থাৎ ” একটি খণাত্মক সংখ্যা বা 
ধনাত্মক ভগ্নাংশ হইলে ) সূত্র (B) ব্যবহার করা হ্ববিধাজনক | 
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Gii) তোমরা জান, গুণোত্তর প্রগতির প্রথম পদ а এবং সাধারণ অন্গপাত 
r হইলে গ্রগতিটির n তম পদ [= ата. 


কাজেই, 8,-407-1) а.а 


r-l r-l 


іғ-а а-1т 
SET Lot (যখন ral) 


কাজেই, কোন গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম ও শেষ পদ যথাক্রমে a ও 1 এবং 


পদ সংখ্যা n হইলে শ্রেণীটির সমষ্টি 8,-17-4 _ 2L aqa ৮ সংশিষ্ট 


গুণোত্তর প্রতিটির সাধারণ অনুপাত (ОУ 


রি [ .. l= ат”, ха r= (71৫) ] 
এবং 751. 


Bazad 1. 2+4+8 + শ্রেণীর 21টি পদের সমষ্টি Rf কর। 
সমাধান। এখানে,..যংশ্লিষ্ট গুণোত্তর প্রগতিটির প্রথম পদ = 2 


সাধারণ অনুপাত = $=2 


এবং পদ সংখ্যা =21 
অর্থাৎ ৫=2, r=2, n=2]. 


প্রদত্ত শ্রেণীটির 21টি পদ পর্য্যন্ত пв). са Т } 
= 239, 


উদ্দাহরণ 2. ҙа BÈ ton শ্রেণীর 20টি পদের সমষ্টি Аб কর । 
জমাধান। এখানে, সংশ্লিষ্ট গুণোতর প্রগতিটির প্রথম পদ a= 


т 
সাধারণ অন্থপাঁত پم‎ (<1) 
এবং পদসংখ্যা n = 20 
Ісу) 
бой সমষ্টি «іс! -! Лг в] 
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উদাহরণ 3. 8-6-19-.. শ্রেণীর 16টি-পদের সমষ্টি নির্ণয় কর | 
জমাধান। এখানে, সংশ্লিষ্ট গুণোত্তর প্রগতিটির প্রথম 9х a=3 ; 

সাধারণ অনুপাত r= == -2 
পদসংখ্যা n= 16. 


চল -4(1-»") 8[-(1-9)16] 81-26 
> бой সমষ্টি” 87 А 81-2 Уаш, 


উদ্দাহরণ 4. কোন са সাহায্য না লইয়া 8+6+1@+94+... এর 25টি 
পদের সমষ্টি নির্ণয় কর। 
সমাধান। এস্থলে, সংশ্লিষ্ট প্রগতির প্রথম পদ= 8 
সাধারণ অনুপাত = $ = 2 
ও পদসংখ্যা _ 25. 
এখানে প্রগতিটির প্রথম পদ t= 8=82°=8.21-1 
+ RAT, ¿= 6 =8.2 _ 8.2. 8:25. 
তৃতীয় » #,=12 =8.4 = 8.22 = 8.28-* 
চতুর্থ , ,=24 ৮8৪ -82°-8.24-1 
স্থতরাং দেখা যাইতেছে যে, প্রগতিটির যে কোন একটি পদে 2 এর 75% হুইবে 
পদটির পদসংখ্যা (অর্থাৎ প্রগতিতে প্রথম পদ হইতে শুরু করিয়া পদটি যত নম্বর স্থানে 


আছে ) অপেক্ষা 1 কম। 
প্রগতিটির 25 তম পদ tap = 8.2-1 = 8.2৪* 


ধরা যাক, Sg, =8 +6 +12 + 24 + 25 পদ পৰ্য্যন্ত 
S, =3 +8.2 + 8.22 +... +8.2°* ө (D 
. 98,,- 824894... +8294 48215 .. (Ш) 
(ID হইতে (1) বিয়োগ করিয়া, 
Sas = 8.225 8= 82° - 1) 
{с лї = 8025 - 1). 
941544 5. কোন গুণোত্তর প্রগতির চতুর্থ পদ 20 এবং лең পদ 160; 
সংশ্লিষ্ট গুণোত্তর শ্রেণীটির প্রথম হইতে 25টি পদের সমষ্টি নির্ণয় কর। 
সমাধান। মনে কর, প্রগতিটির ১ম পদ=৫ 
ও সাধারণ অনুপাত =? 
চতুর্থপদ t, = art-t=ars 
ও সপ্তম পদ t, = 017-1 =ar? 
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eM, ars=20 .. (D এবং ағ6--160 


8 160 
(ID কে (D দ্বারা ভাগ করিয়া, নৰ 11 72-893 


5 =2 
(1) হইতে, а-32-% 


бсб সমষ্টি 8,,- 022-1) (925-1) 


aD 


উদ্দাহরণ 6. কোন প্রগতির роза পদ 2 + 2p ; সংশ্লিষ্ট শ্রেণীটির %.তম পদ 


+ নির্ণয় কর। 
22 অমাধান। এখানে, গুগোত্তর প্রগতির p তম পদ t, =9 + 9р. 


উভয় পক্ষে p এর স্থলে 1) 2, 8, 4, ЫЫ. ‚ % বসাইয়! যথাক্রমে ১ম, ২য়, 


98,8% "*. ***১%-তম পদ পাওয়া যাইবে | 
. 211ا‎ 
ta = 22+292 
ts = 23 +28 
t= 24+24 


tn = 2" + 2. 


= (21 +22 +23 4 ...9n) + 9(1+9+8-+... 


mK——— 


2-1 
=2(2" -1)+ n(n +1) 
নির্ণয় সমষ্টি 2(2" 1) + n(n + 1). 
968447. 6+ ৮৮+ 6৮ +...% সংখ্যক পদের সমষ্টি Afa কর। 
জমাধান। 
AT যোগফল = 5 + 55 + ৮৮৮+-.....% তম পদ 40% 
(14111411045 т তম পদ পৰ্য্যন্ত ) 
= $(9 + 99 + 999 +...... n তম পদ পর্য্যন্ত ) 


2@"-1)  #җ»+1) 
2 


+n) 


= §[(10 -1) + (100 1) + (1000 -1)+...% তম পদ 86% 1 
=10—1)+ (102 - 1) + (103 —1)+...ж তম পদ পৰ্য্যন্ত 1 


= $[(10 + 102 +103 +... তম পদ 44% )-%] 
-Epy 
9 


йн бл 
"б-т" -0-. 


শি = সী টি чы TE RE орнала‏ کے 
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উদাহরণ 8. 2+৮+11+29+477./তরেণীর প্রথম n সংখ্যক পদের 
সমষ্টি নির্ণয় কর। 


সমাধান 2, 5, 11, 28, 47,.*অনুক্রমটির ( পিকোয়েন্সটির )% তম পদকে 
tn এবং নির্ণেয় সমষ্টিকে S দ্বারা স্থচিত করিলে, 


S=2 + 5+ 11+ 28+47 + + tn 
আবার, S= 2+ 5+11+98+-...... + tn- + tn 


—— 2.5 3 


বিয়োগ করিয়া 0=2+8+ 6 +124 244... + (f= tn) tn 


৫৮-%+৪9+6+12+ 244: n তম পদ 95 
-2+[8+6+12+24+-:+ (n -1) তম পদ পৰ্যন্ত] f 
ЗА) оона ува ООЙ 
9-1 к # 
এখন, п এর পরিবর্তে পর পর 1, 2, 8, *.., п লিখিয়া! যথাক্রমে পাওয়া যায় £. 
t,=8.1 -1 " 
¿e= 89761 
і-892- 
4,-89%-1 


һ=89°-1 1 
যোগ করিয়া, 8=8(14+24+224+...49"-:)-n 
41:0"-1) я 
=8 ৯ 3(9%—1) – т = 3.2" -n - 3. 
উদাহরণ 9. *7+77+:777+...শ্রেণীর প্রথম n সংখ্যক পদের সমষ্টি নির্ণয় 
কর। 
সমাধান ৷ 
নিয় সমষ্টি ="7 + "77+ "777+ n তম পদ পৰ্য্যন্ত 
= 7(1+'11+"1114---7 তম পদ পর্যন্ত) 
= 5(9 + °99 + 999+ -n তম পদ পৰ্য্যন্ত ) 
= (1-1) +(1- 01)+ (1-001) + ---n তম পদ পর্ধান্ত J 
=L- 26) +(1- +150) + (l= тобро) + on তম পদ পৰ্য্যন্ত ] 


৮৮ (1-09) +" аң “Өз | 
= 8" “1৮তম পদ 169] 


ا 
A 20 | [r n МІ 5)‏ =-»{ = 
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উদাহরণ 10.6 অস্ততঃ কতগুলি,পদ লইলে, 
8 +6+12 +24 +... > 400 হইবে? 
* জমাধান। মনে করা যাক্‌ নির্ণেয় পদসংখ্যা = n 
এখন, ৪+6+12+244+-.% সংখ্যক পদ a tD, 
aitaa, 8(9%-1) > 400 
2 gn T > 3961884 > 183 
ie: 27-15 188. 2 2> 188+1 
.. 9" > 184 
о зена, পরীক্ষা করিয়া দেখ, 9528 9+ 16, 2989, 96.64, 
97198, 28 =256. 
কাজেই, 27—198 < 181 কিন্তু 95—956 > 194. 
° “. ñ এর ক্ষুদ্রতম মান ৮8. : 
অর্থাৎ অস্ততঃ আটটি পদ লইলে শ্রেণীটির সমষ্টি 400 অপেক্ষা! বেনী হইবে। 


উদাহরণ 11. 1+8++5+.. ` শ্রেণীর প্রথম পদ হইতে % সংখ্যক পদের 


সমষ্টি নির্ণয় কর। 
সমাধান : j 
সংশ্লিষ্ট чиа ( লিকোয়েন্সটির ) ১ম পদ 6, =1 


92 : 
чет 12 кс 


“озса 
93-1 93- 
ওক -n 


24-1 94-1, 
sí পদ ৫, == হুল ৮862 
হতরাং TY বঙ্গায় রাখিয়া লেখা! যায়, 


n তম পদ ды? 21 


“дасі 
54 (॥-1) তম পদ 11 
এখন, মনে কর, নির্ণের সমটি = 8, 
р а ыма Ht 
ібе ++ + gte ‘+ ft tiin 
বিয়োগ করিয়া, 48=1+1+1+ l+. + (tn— Fn) -ftn 


“. 


() 


4- 
n সংখ্যক পদ 


— 


প্রগতি 


‘কিন্ত Җа. рч. Pasa ا ا‎ 


e ті. 


Z. (D হইতে, 89 ৫1+ 1414... সংখ্যক পদ পৰ্যন্ত )- টু 


-"-1-ш 


S=2n- D+ 
(8-12... 


প্রশ্মমালা 3 (В) 
1.() 6 এবং 54 এর মধ্যে একটি গুণোত্তর মধ্যক নির্ণয় কর | 2 
Gi) 16 এবং уу এর মধ্যে তিনটি গুণোত্তর মধ্যক নির্ণয় কর। 
Gii) 5 এবং 185 এর মধ্যবর্তী এমন দুইটি সংখ্যা fada কর যে. সংখ্যা চারিটি 
খেন একটি গুণোত্বর প্রগতি গঠন করে | 


2. Gi) দুইটি সংখ্যার সমান্তর ও গুণোত্বর WIF যথাক্রমে 20 ও 19 হইলে 
সংখ্যায় নির্ণয় কর | 


Gi) দুইটি সংখ্যার সমান্তর ও গুণোত্তর মধ্যকের অঙ্পাঁত 5:3 হইলে সংখ্যা 
ছুইটির অনুপাত নির্ণয় কর। 
(ii) দুইটি সংখ্যার একটি অপরটির চারগুণ। যদি সংখ্যা দুইটির সমান্তর 


30% উহাদের গুণোত্তর মধ্যক অপেক্ষা 2 বেশী হয়, তাহা হইলে সংখ্যা দুইটি Бб 
কর। 


Gv) ছুইটি সংখ্যার মধ্যে একটি সমাস্তর মধ্যক z এবং দুইটি গুণোত্তর মধ্যক 
Y, 4 আছে। দেখাও দেখাও যে, y? +23 = 2292, 


3. নিম্নলিখিত শ্রেণীগুলির সমষ্টি নির্ণয় কর :— 

(i) 4+12+36+-:. দ্বাদশ পদ 84% 1 

Gi) 1+1+ 4+" তম পদ পৰ্য্ন্ত। 

(iii) ঠ-10+20-40+80-... দশম পদ পৰ্য্যন্ত | 
(іу) 8—-6+19-.. -884. 


4) বত EE уй, 


9 
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= কোন স্থত্রের সাহায্য al লইয়া 2+6 +18 + অষ্টম পদ পর্য্যন্ত সমষ্টি 
নির্ণয় কর | 

5. কোন গুণোত্তর প্রগতির তৃতীয় ও ষষ্ঠ পদ যথাক্রমে $ ও চট হইলে, সংশ্লিষ্ট 
গুণোত্তর শ্রেণীটির প্রথম হইতে 12টি পদের সমষ্টি নির্ণয় কর | 


6. একটি প্রগতির r তম পদ 2+4% হইলে সংশ্লিষ্ট শ্রেণীটির প্রথম % পদের 
সমষ্টি নির্ণয় কর | 


7. সমষ্টি নির্ণয় কর :— 
G) 9+99 +999 +. তম পদ পৰ্যন্ত । 


Gi) 7-.77--777-..-п তম পদ 9491 
(1) ৮48৮ + °55 + en eq পদ পৰ্য্যন্ত । 
8. একটি গুণোত্বর শ্রেণীর n তম, 2% তম ও 8n তম পদ পর্য্যন্ত সমষ্টি 
যথাক্রমে 135,194 ও 8, হইলে দেখাও যে, 
() Sy, (Sa- 51), (S, -95) একটি গুণোত্তর প্রগতি গঠন করে 
এবং (i) 8,2+8,2=8,(8,+8,). 
9. অন্ততঃ কতগুলি পদ লইলে ৪+6+18+৮4+... > 1000 হইবে? 
10. 24+12+6+-- শ্রেণীটির কতগুলি পদের যোগফল 471 হইবে ? 
11. সমষ্টি নির্ণয় কর :— 
G) 1+8+7+15+31+.. 2 তম পদ 43 | 
Gi) (r+a) + (r? + a) + (r3 + a) + (r+ + a) +..." তম পদ পর্যান্ত। 
(іі) 3+6 + 11+ 20+. তম পর্যন্ত | 
[ ইংগিত ঃ প্রদত্ত শ্রেণীটিকে এইভাবে লেখা যায়: 
(2+1)+(2° +2) + (23 +8) + (24 +4) +." তম পদ পৰ্য্যন্ত 


অর্থাৎ [(2+ 2° +23 +...n তম পদ 909) + (1 ++ 8... তম পদ পৰ্য্যন্ত )] 


(iv) 1+5+ +10 +n তম পদ 4% | 


[ইংগিত „-®-°, 
এবং 5-ів-148 (144 + "(mn - 1) তম পদ 167 }— tt] 
(v) 1+ў+ тугы пех পদ AEZ | 


(vi) 1+(1+9)7+(1+2+ 92)? + (1+9 +92 +933 +... তম 


পদ эў», (т>1) | 
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উত্তরমাল। 
1. @ 1841 -18, (1) 4, ], তু বা -4, 1, -$, (й) 15,46. 
2.0) 86,4. (i) 1:99:21. (ii) 16, 4 বা, $. 


3, 0) 4813-9. 0) 9-1, (ш ¢ (1+2). 


дпа" 


(і) _98৮, ছে) ৮8 @ +1). 
4. 6560, 5. 4%5[1.-0816)72]. _ 6 nAn? +n), 2, 


7. G) 32(10%-1)-». (Ші) 200 (10%-1) =n}. s 
Gi) 4 Ё a ңі = ч]. 


9. Т? 10. 6? 11.(1) 2"1-»-9 Ki) теі), е 


A 5 Mn+l) „ 85 12n+7 
(ii) 2(2*-1) + রহ (iv) 167 16.55" 
"1-6. 
(ч) n- ৮ 


০1201797230 е 
৮875 A e ] 


চতুর্থ অধ্যায় 
ЭРЕР তত্ব ( Theory of Indices ) 
$1. তোমরা জান, কোন সংখ্যা ৫ কে а দ্বারা গুণ করিলে গুণফল ax a কে 
সংক্ষেপে লেখা হয় ৫27 অর্থাৎ দুইটি ৫ এর গুণফলকে সংক্ষেপে লেখা হয় ৫9; 
зач, তিনটি a এর গুণফল a x a x a কে সংক্ষেপে а2; চারটি а এর গুণফল 
ахахаха ст সংক্ষেপে ৫4,..,% সংখ্যক ৫ এর গুণফল a x a .../সংখ্যক- 
বার কে সংক্ষেপে ৫৮ লেখা হয়। ৫2, а), ৫4১... am কে যথাক্রমে а এর দ্বিতীয়, 
তৃতীয়, 5%%..., %-তম ঘাত (Power) বলা z | 
TET: এখানে, ৫৮ এর ক্ষেত্রে m একটি স্বাভাৱিক সংখ্যা অর্থাৎ ধনাত্মক 
অখণ্ড সংখ্যা (Positive integer) | 
ঘাত Power š সুচক ( Index 4| Exponent ): নিধান ( Base ) : 
সংজ্ঞা এ যে'কোন একটি সংখ্যা এবং m একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে 
а" কে বলা হইবে а এর %-তমঘাত (m th power ofa)! এখানে m কে а” এর 
WF ( Index of а 41 exponent of a) এবং а কে নিধান (Base) বলা হইবে | 
দ্রষ্টব্যঃ উপরের সংজ্ঞায় m একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা। তাই стат 
এর ধনাত্মক-অখগ্র-সাংখ্য %5% ( Positive integral index ) বলা হয়। %৮এর 
মান শৃন্ত বা ধণাত্মক অখণ্ড সংখ্যা বা ভগ্নাংশ হইলে am এর অর্থ কি হইবে তাহা 
অচ্ছেদ 8.1, 8.2 ও 8.8 এ আলোচনা করা হইয়াছে। 
52. সূচক নিয়ম £ ৫ যে কোন একটি সংখ্যা এবং m, % দুইটি ধনাত্মক 
অখণ্ড সংখ্যা হইলে a" x a” = ате», 
গ্রমাণ। যেহেতু, m ও % উভয়েই ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা, 
а= ахахах ---т সংখ্যক-বার 
এবং d= & ৮ & ৮ QAX." সংখ্যক-বার 
7. а"хал-(ахахах.-т সংখ্যক-বার )х(ахах.-т সংখ্যক-বার ) 
тахахах-(т%тп) সংখাক-বার = এ+", 
অনু সিদ্ধান্ত А. m, n, p ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে 
G" ха” х а? = дт+п+р 
গ্রমাণ। те n ধনাত্মক অখণ্ড সংখা বলিয়া, am x апатія 
am x a" x aP = (0% x a") x af = a™+n x qp 
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আবার, m, n দুইটি অখণ্ড সংখ্যা বলিয়া, উহাদের সমষ্টি (тте একটি 
ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা। 2. an x P= a++ аттар 
কাজেই, атха"хаР=а"+т+т 
দ্ৰষ্টব্য 2 সাধারণভাবে, m, n, p, ৫." ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে, 
аха? KX QP х... = ৫7+৮+৮** হইবে Т 
অনুসিদ্ধান্ত В. тел দুইটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা, т>п এবং ৫৯৫০ 


হইলে, 5 =ат-" 

গ্রমাণ। যেহেতু, % ও % দুইটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা এবং m>n, 

m - অবশ্যই একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইৰে 1 
ат-п x q = gmn +n „ст 
উভয়পক্ষকে а" দ্বারা ভাগ করিয়া, 
m 
атте [2 a=0 হইলে a" =0 হয় এবং যেহেতু [ЧИП ভাগ 

করা সংজ্ঞা-বহিভূতি, স্থতরাং এখানে a0 হওয়া অপরিহার্ধ্য 11 

অনুসিদ্ধান্ত C. m ও % দুইটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে, (am) = a" 


গ্রমাণ। (am) = am ха" х.т সংখ্যক-বার 
= ате সংখ্যুক বার = дт” 
অনুসিদ্ধান্ত D. n একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে (a.b)' = anb, 
গ্রমাণ। (a.b)" = (৫.9).(৫.9) (a.b). n সংখ্যক-বার 
= (৫.৫.৫..-% সংখ্যক-বার ) (b.b.b. n সংখ্যক-বার ) 
=а".ф". 
$ 31. শুন্য সূচক (Zero exponent); পূর্ববর্তী অনুচ্ছেদের অনুিদ্ধান্ত 
B তে তোমরা দেখিয়াছ, m ও n দুইটি, ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে, 


а" ат" тар দুইটি শর্ত সাপেক্ষে সিদ্ধ чїї:— 


(1) тъ n, এবং (ii) а70. 
কাজেই т=п হইলে ая সত্যত! বজায় থাকে ЯЙ! এখন, тел হইলে, 
el; আবার, m =n ধরিলে, qm-n=q""" =a G] fre 
an 
ধনাত্মক-অখগু-সাংখ্য সুচক সংক্রান্ত আলোচনা! অনুসারে, ৫০ প্রতীকটির কোন অর্থ 
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নিরূপণ করা সম্ভব নয়। স্থতরাং, а0 এর একটি zb সংজ্ঞা-নির্ধারণ করা প্রয়োজন 
m 

এই উদ্দেশ্যে, মনে কর, Ç: =a"-" чаб m= n হইলেও fiw | অর্থাৎ, মনে কর, 


т ও п দুইটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা, m>n এবং ৫৮০ হইলে а аре», 
এই অন্ক্মানের ভিত্তিতে ao এর নিম্নলিখিত সংজ্ঞাটি পাওয়া গেল :-- 
অংজ্ঞা 0740 হইলে ৫০]. 
TB: ০.0 হইলে ৫০ বা 0° এর কোন অর্থ নিরপিত হয় নাই। 
$3.2. 444% অখণ্ড সাংখ্য সূচক (Negative integral index) š 
উপরের আলোচনা THAT, m ও n দুইটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা, ш>» এবং 
৫৪0 হইলে, পদ = এ" হইবে। এইবার, মনে কর, m<n হইলেও тар 
সিদ্ধ। 
এই অনুমান অনুসারে, উপরের সুত্রে m = 0 বসাইলে, 
৫০ 1 Р" 
к = 49" বা 74" কাজেই, 
TÎ ৫৮50 হইলে, amot, যখন n যে কোন একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা। 
533. өңі সূচক (Fractional index) š 
§ 2 এ তোমরা দেখিয়াছ, теп দুইটি অখণ্ড ধনাত্মক সংখ্যা হইলে; 
а" х а-а?” 
মনে কর, те n ভগ্নাংশ হইলেও এই таба সত্যতা বজায় থাকে । ... 
এখন, ধরা যাক, ৫->০ এবং р, ৫ এমন দুইটি অখণ্ড ধনাত্মক সংখ্যা যে, 
р বিভাজ্য নয়। TERR, ? একটি ধনাত্মক ভগ্নাংশ | 


(884: £ ও ৫ যদি এমন দুইটি sqa সংখ্যা হয় যে, q ধনাত্মক, (?১ধনা ত্বক 
অথবা ধণাত্মক হইতে পারে) এবং £ দ্বারা p বিভাজ্য নয়, তাহা হইলে p/g কে 
একটি ভগ্নাংশ বলা হইবে। ধনাত্মক হইলে РІ কে ধনাত্মক ভগ্নাংশ এবং? 
খণাত্মক হইলে 21৫ কে ধণাত্মক ভগ্নাংশ বলা হইবে | J 


(1) 
4 দ্বার! 


অনুমান (1) এর ভিত্তিতে, 
4. কী 4 সংখ্যক-বার০৫+£+£+***- সংখ্যক ৰার 


- ёе 
ag -а?, 


বা (arf =w. 
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р 5 
লক্ষ্য কর, aq এমন একটি সংখ্যা যাহার ৫-তম ঘাত হইল а? | а কে বল! 


হইবে а? এর ৫-তম মূল ( gth root of а? ) <| a এর ?-তম ঘাতের 4 তম মূল। 
এই কথাটিকে সাধারণতঃ এইভাবে প্রকাশ করা হয় :— ч 


аб Ya [বা (а?) ] 


|: ৫৯০, ? eq দুইটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্য| , «4.4 чїй р বিভাজ্য 


. 


p pie : 
না হইলে ৫৭ (= а?) হইবে এমন একটি সংখ্যা যাহার ৫-তম ঘাত হইবে a? ; 
[2 
৫৪ কে বলা হইবে at এর q তম মূল। 
4342: =] বসাইয়া, ат (={/9) কে বলা হইবে a এর 4294 মূল। 
89|: a> 0; ? ও? ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা এবং q দ্বারা?) বিভাজ্য না 
A 


-2 
হইলে, aG দস 
ат 


) 


অর্থাৎ, ar হইবে aç «а অন্যোন্তক | 
miye ah কে уа পিখিবার পরিবর্তে Va লেখা হয়। কাজেই a св 
Ж লিখিলেই চলিবে। 


$4. কয়েকটি প্রয়োজনীয় প্রতিজ্ঞ : 

I. а> 0, ра কোন একটি অখণ্ড সংখ্যা এবং 9 একটি ধনাত্মক অখণ্ড 
| সংখ্যা হইলে, Y -(4/2) (অর্থাৎ a এর ?-তম ঘাতের 9-তম মূল এবং а এর 
এতম মূলের 1-উম ঘাত অভিন্ন। ) 

প্রমাণ £ ধরা যাক, Уат 


y= (а= а (2 সংজ্ঞা WRAITH, Va হইল 
at = (yt =. = (Y°) এমন একটি সংখ্যা যাহার ৫-তষ 
ঘাত হইল ৫) 


কাজেই, yP হইল এমন একটি সংখ্যা, যাহার а-я ঘাত হইল a. 
৮ হইল এ” এর এ-তম মূল অর্থাৎ y= a? 


ae paya (G= va, [w (8 -e 
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П. ৫ ৯০ এবং 2, ৫ দুইটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে, 
(ўа) = a 
(545, a এর 4-9 মূলের?) তম মুল এবং a এর 4৫-তম মূল অভিন্ন |) 
© প্রমাণ ঃ ধরা যু, Vi =, অর্থাৎ ৫-এর ॥9-তম মূল = 


== (улу, 

у'=а এর ৫-তম মূল (সংজ্ঞা অমুসারে ) 
অর্থাৎ, у”- Уа. 
আবার, এ একই жаң অনুসারে, у= а এর 2 তম মূল 


= /( Ya) 
Va, (а aà- (at) 

$5. মূলদ সাংখ্য সূচক সংক্রান্ত সূত্রাবলী : (Laws of rational 
exponents ): 

মনে কর а>0 এবং m, п দুইটি ҷин সংখ্যা । 

[00452 কোন тале CF যদি 7৫ মাকারে প্রকাশ করা যায়, যখন p= 0 
অথবা কোন অখণ্ড সংখ্যা (ধনাত্মক অথবা ATAF) এবং এ একটি ধনাত্মক অখণ্ড 
সংখ্যা (YY নহে), তাহা হইলে r কে বলা হইবে মৃলদ সংখ্যা। ] 

সূত্রাবলী : 

(i) ачазаа"“”, (ii) ате, ১. GH) (ar) = am, 
Gv) 020, 00 এবং т একটি чия সংখ্যা হইলে, (a.b) = anb". 

FA (i) ও Gi) এর প্রমাণ | 


ধরা যাক m =p|q এবং n отв, যখন p, q, т ও $ অখণ্ড সংখ্যা এবং 
৫৯০, s>0., 


এখন, а"аа”“-т ধরিলে, a =a. ৮, (a?) = (a) 
art = ৫৪ . (1) 

js ©, ” г 5 ЖҮЗГ 

আবার, a =a" =y ধরলে, а=", (е) = (8) 
а" =“ 47. (2) 
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(1) ও (2) হইতে, а”. ০৮৫ =z, уш, 


বা, а? +" a (2.9). ر‎ 

Рт Е ” 
বা, a £ =.=. a Е ғ 

অর্থাৎ ant" =n, an, 


аз xq 
= y বা а?*-та— 


আবার, (1) ও (2) হইতে, 
= (2 


т 


? 
erd Dr 4 
424 ৮০ বা ৫৫2০৫ 
y T 
as 


am 
< mra Jat 
অর্থাৎ, amna, 


সুত্র (iii) এর প্রমাণ š ধরা যাক т-р!4, n=r]s, যখন p, g, 7, 8 অখণ্ড 
সংখ্যা এবং 9, ৪ ধনাত্মক | 


a lela) 
এখন, a= 9 এর ৫-তম =la) =s, (аш)! 


z («Ја =z এর 829 D 
[ $ 4 এর প্রতিজ্ঞা (1) হইতে ] 


dearli] 


(о) “Yay 
r ৯ r 


[ $ 4 এর প্রতিজ্ঞা (IT) হইতে ] 
[ $ 4 এর প্রতিজ্ঞা 0) হইতে J 


= “Уан = (04% = 


অর্থাৎ (am) =a, 
Н. 8, Alg.—5 


247 


~ 
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সূত্র (iv) এর প্রমাণ š 
ধরা যাক্‌ т-?, যখন p, q দুইটি অখণ্ড সংখ্যা এবং q ধনাত্মক | 


এখন, a" = aî =z ধরিয়া, а?-ал =") 


আবার, &*-৪৪-& ধরিলে, 8৮৭ .. (2) 
(1) ও (2) হইতে, а?49-24у4 বা (a.b? = (৮.&)৫ 


т” এ. 
.. (а.8)4-ша,у-а%. ba 
অর্থাৎ (a.b) =a" bm, 
মন্তব্য £ উপরের প্রমাণগুলিতে যেধানেই {ия সংখ্যা m=? (чат n=") 


ধরা হইয়াছে, সেখানেই বলা হইয়াছে, ও g অখণ্ড সংখ্যা এবং Q ধনাত্মক। লক্ষ্য 
কর, মূল সংখ্যার সংজ্ঞা অনুসারে p=0 হইতেও পারে। 984 r=0 হওয়াও 
সম্ভব। {#®р=0 হইলে т-0, তদ্রপ r=0 হইলে ॥=0, এবং সেক্ষেত্রে 
а?=1 সূত্ৰ অনুসারে, উপরের স্ুত্রগুলি w: প্রমা'ণত হইয়া পড়ে | 


উদাহরণমাল! 
1. সরল কর £__ 
8-" Q2n-2 


ইদ্দত 


27-8 
8-n 92n-3 8-”.(82) 8-".34п- 4 
ЧАЧЕ স্থির 
Ж О арр хау" a 
8-"+4%-4 83৮7 4 
тастаса "2. а 


8 


= 0. 8331-4-8 


=9.8-1. 3, 
2 সরল কর £-_ 
পাশ am M? + т +n? ৮৮৮৮৪ 


5 ‘lan (a 


а= 
সমাধান : 
প্রদত্ত রাশিমালা 
> all -10)(12 + Im + m°) (m-n)(m? + mn + n?) = Dn? + ntl + 12) 


Же у т? 0"? ane эй” -т?+т3 - + و‎ — aual 
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3 সরল 44:- 
red E 1 
I+ am an» іатто алә TF ana 


1 
সমাধান: প্রথম পদ Irar ngama এর লব ও হরকে а" দ্বারা গুণ 


1 ат 
করিয়া, IF amr gM" a m a a তদ্রপ, ২য় পদের লব ও ACF 
47" দ্বারা এবং তৃতীয় পদের লব ও হরকে а”? দারা গুণ করিয়া যথাক্রমে, 


1 ат" Ç 
ETT "анаарар এবং 


1 а”? 
Іта та? h аә +a mamn 
স্থতরাং প্রদত্ত রাশিমালা 
а" а" а”? 


TaT e y 


Campanas аттата азата" 


a" + a7" аг? 
--- তে সক 31. 
а-а-а? 


4. পরল কর-[/25 үу ұға 
সমাধানঃ £-৫9 এবং y =b? বসাইয়া, 

еа রাশিমালা-[ ৪ + аз)" (реу + Voes faso] 
= [Ja + 44654 JD аЗ]? (а? а# +Û +з азр)? 
= {(a? + 02) уаз + 52)8 = f(a? + 52).(a2 + у) аз +02) 


ma? +b? a (азу + (03) а? ут, 
5. যদি ает", bem” এবং т? = (a7 b*) ал, তাহা হইলে দেখাও A, 
уй =1. 
সমাধান : т? (4705) "=a? +b": = СУИ (m?) 
жол”: Mem" 271+ 1a 311 
22202. 2. туғ-1. 
6. সমাধান কর :_ 4" +2"'2 96 
(айт: সূচক সমীকরণ £ কোন সমীকরণে এক বা একাধিক অজ্ঞাত 
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রাশি সুচক হিসাবে থাকিলে সমীকরণটিকে 15% সমীকরণ ( Exponential 
Equation ) বলা হয়। উদাহরণ 6 এর সমীকরণটি একটিমাত্র অজ্ঞাত রাশি-যুক্ত 
স্থচক সমীকরণ। ] 
সমাধান: 4*+2*+2-96 বা (22) +9*Q2 =96 
বা 25495-96 বা (29) +49*—96 
বা QY +4(9+4=96+4 41 (0752) -100-(109 
5 92*+9=10 q -10 
1 95-84-12. এখন, 2*= –19 অসম্ভব, কেননা ; 2 এর কোন 
ঘাতই খণাত্মক হইতে পারে না। :. 2*-৪-23. J. с-8. 
সূচক সমীকরণ সম্পর্কে মন্তব্য £ 
(8 একই নিধানের বিভিন্ন ঘাত সমান হইলে উক্ত ঘাতগুলির FOR 
সমান হইবে অর্থাৎ a” = а? হইলে z=b হইবে | 
(i) az=1 হইলে a" =a হইতে z=0 হইবে | 
উদাহরণ 7. সমাধান 94: a +0 = a+b 
৫০-২+0৮--% 
সমাধানঃ 22 а-аа ও ৮. 6.৮, স্থতরাং প্রদত্ত সমীকরণ 
দুইটিকে এইভাবে লেখা চলেঃ ৫.০%-,+&.৪--৫+% 
а®- + + 07-1 =2 
এখন a” = ш ও 07-1 = o লিখিলে সমীকরণ দুইটি দাড়ায় :— 
০৮4৮-৫4-১৮, (1) 


(2) হইতে, ч-2-ө . а) হইতে, a(2- 0) + bo = a+ b 
বা 24+ (Db - av = a+b 41(5-аш-5-а 
এখন) ৫৯৮ ধরিয়া, (b — a) чї] উভয় পক্ষকে ভাগ করিয়া পাওয়া যায়; 
2-1 .. (0) হইতে, ॥=2-0=-1 
কিন্ত 0= 07-146 иеа |, абізіза, সুতরাং, 2-1 
এবং ৮৮-২: = 1= 09, ORY =1. 
z=], y=1 হইল FC সমাধান। 
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সরল কর ঃ 
286৭+5.10৭-8.1্০+৮-5 


1. 4%,83%+5 264-і 

ahmin- an,n+i-m a: 1%т-т 
Е (2) ct GY EE: (৮) 
кеген эт. а Цаба АҢ ১১১১1), 

82572225777 
1 8.У1-а%) _ 0-%2)8 
4 а-ы” Е а? 
1-8 1-а? 
SIES ) 


s 22*+ Yayi- Уау 


Vas Yay- Yay- Уи 


[ইংগিত £ 2=৫১3, у=0° 4161] 


1 2% 
6. E 0 | rm a 
(ау (14D দালাল 
1 1 


g. s (ролы алына এত 

প্রমাণ কর; (0 Грант Iya Е 
қ 2%%У%-23-у-% _ ৫-2-:)/-%-)- 
60 ye + аунату O 

8 as $-1 

"а = হইলে দেখাও в (9) =a, এবং INFE а-90 হইবে 

প্রতিপন্ন কর; 8-2. 

9. ৫৯-৮৯-০৪ এবং ৫৮০] হইলে দেখাও যে, z+y+zs=0 

10. ab?-1=g, ৫০৭--% এবং ৫৮'-:=2 হইলে দেখাও যে, 


gar, yr, 9-0] 


11. 34. 22+ 3/2+ ¥ a3 =0 হইলে, দেখাও যে, az? + z +a? = 82. 


amn m+n 


12. = e: হইলে প্রমাণ কর যে, Vz +a E, (ат 


10 45% তত্ব 


4 13 алы лата হইলে ৫ এর ধনাত্মক মান নির্ণয় কর | 


14. সমাধান কর :— 
() 941-97-16 
€22 +1 
a2b2 
(iii) 8“*1+9*=85, 8° + 27*2 =41 
(іу) 47-а9/, 27৮-9৭+ 
(у) а"-(2%у-гу,(7-(2-у-2), ৫৮ (++ z, 


(4) ০-7(৫*+-৭) = 


Еа р; 3—1 4. 1. 
2213 a? -bè 

А. 218073 6. 0 13. 4 4 

14. (i) 2=4, (і) z=2, (1) 2=9,у=8. 


(iv) s=], у=2, বা a= - š, у= -$ 
() т=у=г={. 


পঞ্চম অধ্যায় 
PAT (58145) 


$ 1. সুচক তত্বে তোমরা দেখিয়াছ, “৫১৯০ এবং n একটি অখণ্ড সংখ্যা হইলে : 
Уа (অর্থাৎ а এর %-তম মূল ) এমন একটি সংখ্যা বুঝায় যাহার %-তম ঘাত a”; 
কিন্ত এই বিবৃতির ছার1/৫ সংখ্যাটির স্বরূপ কি__ইহা কোন অখণ্ড সংখ্যা অথবা কোন 
ভগ্নাংশ বা নূতন ধরণের কোন সংখ্যা কি না তাহা! বুঝা যায় না। লক্ষ্য কর, a যদি 
কোন অখণ্ড সংখ্যা অথবা কোন ভগ্নাংশের %-তম ঘাত হয় ( অর্থাৎ যদি а=?" হয়, 
যখন ₹ একটি অখণ্ড সংখ্যা বা ভগ্নাংশ ) তাহা হইলে, Wa (= সংখ্যাটিও একটি 
অখণ্ড সংখ্যা অথবা ভগ্নাংশ হইবে । পক্ষান্তরে, а যদি কোনও অখণ্ড সংখ্যার অথবা! 
কোনও ভগ্নাংশের %-তম ঘাত না হয়, তাহা হইলে Va নৃতন এক ধরণের সংখ্যা 
সুচিত করে, যাহার পরিচয় আমাদের 44 পরিচিত সংখ্যাগুলির মধ্যে ( অর্থাৎ wg, 
যাবতীয় অখণ্ড সংখ্যা ও যাবতীয় ভগ্নাংশ লইয়া গঠিত সংখ্যা-গোষ্ঠীর মধ্যে ) পাওয়া 
যায় না। এই নৃতন ধরণের সংখ্যাকে বলা হয় করণী (Surd) | 

[দ্রষ্টব্যঃ (1) তোমরা ইতোমধ্যেই শিখিয়াছ, শৃন্ত, যাবতীয় 449 সংখ্যা ও 
যাবতীয় ভগ্নাংশ সম্মিলিতভাবে যে সংখ্যা-গো্ঠী রচনা করে তাহাকে মূলদ-সংখ্যা- 
cî (system of rational numbers) বলে এবং m একটি মূলদ সংখ্যা হইলে 
m কে 2/4 আকারে প্রকাশ কর! চলে, যখন p=0 অথবা যে কোন একটি অখণ্ড 
সংখ্যা এবং 0740 | 'উপরের আলোচনায় লক্ষ্য কর, a= কোন 544 সংখ্যার %-তম 
ঘাত না হইলে Уа সংখ্যাটিও মূলদ হয় না। এক্ষেত্রে, তাই Ya কে অমূলদ 
সংখ্যা বলা হইবে। 

(2) মনে রাখ, করণী মাত্রেই অমূলদ лал; কিন্তু সকল অমূলদ সংখ্যাই করণী 
নয়। উদাহরণ : z, е এর দ্বারা স্থচিত সংখ্যাদ্বয় অমূলদ, কিন্তু করণী নয়।] 

Sazan: v3, V3, VF, V135 এক একটি করণী। 

52. করণীর ক্রম, সমমূলীয় করণী, শুদ্ধ ও মিশ্র করণী, সরল ও 
যৌগিক করণী, সদৃশ ও অসদৃশ করণী : করণীর রূপান্তর š 

А. করণীর ক্রম (Order ofasurd): Уа একটি করণী হইলে, n 
সংখ্যাটিকে বলা হয় Va করণীটির ক্রম বা করণী-স্থচক। লক্ষ্য কর, n সংখ্যাটি Va 
এর মূল-নির্দেশক সংখ্যা অর্থাৎ Va সংখ্যাটি ৫ এর কত-তম মুল তাহা নির্দেশ 
করিতেছে। সুতরাং у? এর ক্রম দুই, VIT এর ক্রম তিন ইত্যাদি। কখন কখন 
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ছই-ক্রম-বিশিষ্ট করণীকে (যথাঃ y3) ছিঘাত (quadratic) করণী; ব্রি-ক্রম- 
বিশিষ্ট করণীকে ব্রিঘাত ( cubic ) করণী ইত্যাদি বলা হয়। 

В. অমমূলীয় করণী বা সমক্রমবিশিষ্ট করণী (9875 of the same 

Order): যে সকল করণীর ক্রম সমান তাহাদিগকে সমক্রমবিশিষ্ট বা সমমূলীয় করণী 

বলে। যথাঃ VT ও 5/99 সমমূলীয়, কিন্ত 2/7 ও 11/81 সমমূলীয় নহে। 

С. শুদ্ধ (Pure) ও মিশ্র (Mixed) করণী : যেসকল করণীর কোন T 
উৎপাদক নাই তাহাদিগকে শুদ্ধ (Pure) করণী বলে। যথাঃ уЗ, VI, VII 
ইত্যাদি শুদ্ধ করণী। 


মূলদ-উৎপাদক-বিশিষ্ট করণী (যথা 5. /2, 7.4/9, $.২ নুনু প্রভৃতি )-কে মিশ্র 
করণী ( Mixed Surd ) বলে। 
D. সরল (Simple) ও যৌগিক (Compound) করণী £ একটি মাত্র Ar- 


বিশিষ্ট করণী (যথাঃ v3; V5 ইত্যাদি)-কে সরল করণী (simple surd) 
বলে। 


ছুই বা ততোধিক করণী পরস্পরের সহিত “++ বা ° — চিহ্ু্বারা সংযুক্ত থাকিলে 


ওঁ রাশিষালাকে (যথাঃ +/2+/8, /4—1/5, /3+ 9 - 17 ইত্যাদি) 
যৌগিক করণী বলে। দুইটি করণী “+° বা ‘-? চিহদ্বারা সংযুক্ত থাকিলে 
রাশিমালাটিকে দ্বিপদ করণী (Binomial surd) аса ı 


Е. সদৃশ (Similar) ও অসদৃশ (Dissimilar) করণী £ যে সকল ঝ্রণী 
একই করণীর মূলদ গুণিতক: বা এভাবে প্রকাশযোগ্য তাহাদের সদৃশ করণী বলা হয়। 
зї: 7. y3 ও 2 уЗ সদৃশ করণী; আবার, V135=5./5 এবং ,/20-2. y5 
সদৃশ করণী। কিন্ত ТА/й ও 5.3 অসদৃশ করণী। 

F. করণীর রূপান্তর (Transformation of surds); প্রত্যেকটি করণী 
হইল ভগ্নাংশ-স্থচক-বিশিষ্ট এক একটি সংখ্যা। কাজেই, করণী-সংক্রান্ত সমস্যা 
সমাধানে 454 9054 অন্তর্গত যাবতীয় ZAE প্রযোজ্য | 


(а) প্রত্যেক মূলদ সংখ্যাকে করণীর আকারে প্রকাশ করা যায়। 
উদাহরণ : 5= 35 = VT = 4/635 =... YE, 
(0) প্রতিটি মিশ্র করণীকে শুদ্ধ করণীয় আকারে প্রমাণ করা যায় | 
উদাহরণ £ 3. /2= ”ل‎ x У4- x= x= VIB 
а5/ b = Уаз. х Vb = Vas 5. 


L 


নি কি ` оле” = ттш". „> 
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() আপাত-অসদৃণ দুইটি করণীকে সদৃশ করণীতে রূপান্তর করা যায়। 
841444: уЗ ও +/7ট আপাত-অসদৃশ হইলেও, 75-5. уЗ বলিয়া, 
уЗ ও 5. y3 সদৃশ হইল। 
(4) ছুইটি ভিন্ন ত্রমবিশিষ্ট সরল করণীকে সমক্রমবিশিষ্ট বা পন 
করণীতে রূপান্তরিত করা যায়। 


94544: মনে কর, “Уа ও Vb দুইটি করণী। 
1 1 
লক্ষ্য কর, 42৫5”, Сур „08% ; এবং 4т, 6% এর 4.1.6. = 127. 


সুতরাং লেখা চলে, айя ахат = (д3п)татт» = 12% Gn 
এবং ыз „ртт (am) = ama am, 
যেহেতু, 1"/аз ও із" а” যথাক্রমে ৫8 ও 05" এর 107-94 
মূল, কাজেই 95141 444404 | 
maj; যে কোন দুইটি ভিন্ন ক্রমবিশিষ্ট করণীকে সমমূলীয় করণীতে ৮৮৮ 
করিয়া উহাদের মধ্যে কোনটি বৃহত্তর নিরূপণ করা যায়। 
উদাহরণ: 5/15 ও уб এর ক্ষেত্রে, 
15 = (15) = (15)8 = үп” — 4/333 
এবং 6-6-6 667-0916 
(/215->5/216, qəm 15> V6. 
§ 3. করণীর যোগ, বিয়োগ, গুণ ও ভাগ £ 
(а) করণীর যোগ ও বিয়োগ £ সদৃশ বীজগণিতিক পদের যোগ ও 
বিয়োগের IH সদৃশ করণীর যোগ ও বিয়োগ করা চলে। 
উদাহরণ i) 7 у2+11/2-9,/2=(7+11-9). yz=9. yz. 
Gi) 2.57189 + 3/448-3/66=23/27x7+Vó4x7- V8x7_ 
-284/1%44/1-94/1-(6-4-9 11-87. 
() яяя করণীর গুণ ও ভাগ ঃ 
তোমরা জান, Уаб = (а. ук =a. ৮স্ а. ы; 
у айф {ү 
এবং т ( ү - (৫4) 


Е е 
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এই সুত্র প্রয়োগ করিয়া সমমূলীয় করণীর গুণ ও ভাগ করা যায়। ভিন্ন ক্রমযুক্ত 
করণীর ক্ষেত্রে, প্রথমে করণীগুলিকে সমমূলীয় করণীতে রূপাস্তরিত করিয়া 2 
74498 প্রযোগ করিতে ч! 
উদ্াহরণ £__ | 
,সমমূলীয় করণীর গুণ ও ভাগ š i 
(ক) ¥5 x VI7=3/5x17=3/85 
í ya 13 
(4) у. 
বিভিন্ন mage করণীর গুণ ও ভাগ : 
গে) Vix yist ৫ 21 кїн 1j x iY 
= VTS уе 14o, 
6) %8+4/5—8%--5®—вВт „рї. 14 /вт азуу 
18877455112 EEE 
= NEE io УТЫ. 


4877450 


(0 যৌগিক করণীর ъч: বীজগনিতে বিভিন্ন সদৃশ বা অসদৃশ পদ & 


সম্বলিত একটি রাশিমালাকে অনুরূপ একটি রাশিমালার দ্বারা গুণ করিয়াছ। 
এক্ষেত্রে সমমূলীয় বা ভিন্ন ক্রমযুক্ত সরল করণীর sq ও ভাগ-বিধি মনে রাখিয়া এ 
বীজগাণিতিক গুণপদ্ধতি чанта করিতে হইবে। 
উদ্দাহরণ :__মনে কর, Vath ye কে e+ үй দ্বারা গুণ করিতে হইবে | 
Бс গুণফল -(4/4--% ус) (¿+ ү) 
= Va. (e+ 4) + (b. ve). (e+ yd) 
=e. a+ Ya. үй + be. Ve+b o yd 
=e a+ Yad? + be, Jo +b, уса. 
$4. করণীনিরসন বা মূলদকরণ (Rationalisation) : 
দুইটি করণীর গুণফল একটি মূলদ সংখ্যা হইলে করণী দুইটির একটিকে অপরটির 
করণী-নিরসক উৎপাদক বা! মূলদকারী উৎপাদক বলে। 
কোন করণীকে অন্য একটি করণীর দ্বারা গুণ করিয়া মূলদ সংখ্যা পাওয়ার 
প্রক্রিয়াকে করণী-নিরসন বা মূলদ-করণ qta | 
উদাহরণ : 
(a) (সরল করণীর ক্ষেত্রে): মনে কর, 72 একটি সরল করণী। 
TH কর, Мах Yami =y aai = Yar = а= মূলদ সংখ্যা। 


2 
^ 
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স্থৃতরাং, Va এর করণী-নিরসক উৎপাদক হইল ₹/ ani, 
কাজেই, 1/2 এর করণী-নিরসক উৎপাদক হইল YII = yT. 
(৪) (যৌগিক করণীর сета): 

G) মনে কর, a Jb +c û প্রদত্ত দ্বিপদ দ্বিঘাত করণী। 

a /b=z এবং c /d=y বলাইলে, a?b =22 ও ays. 
লক্ষ্য কর, ৫+/+০+/৫-2+%, এবং z+ দ্বারা £৪-%/৪ বিভাজা। 
যেহেতু, 2? -y?=a?b _ cd = একটি মূলদ সংখ্যা এবং 

—у# = (ш + y()2 — у) = (ау +c väla yb-cyd) 
a /b+e үй এর করণী-নিরসক বা মূলদকারী উৎপাদকটি হইল 
ау с yd. 
সংজ্ঞা: দুইটি দ্বিপদ Rs করণীর একটিকে অপরটির দ্বারা গুণ করিলে 
গুণফল যদি মূলদ সংখ্যা হয় তাহা হইলে করণীন্বর়কে পরস্পরের ЧУТ) (conjugate) 
বা পুরক (complementary) করণী বলে | 
উপরের উদ্াহরণে ৫+/৮+০%/৫ এবং a Jb -০ +/৫ করণীছয় পরস্পরের 
"a বা পূরক। 
? Gi) মনে কর, /а-4/% প্রদত্ত করণী। 

Wa=z в %%-у বদাইলে. аза” ও b=? 
ধরা যাক, p ও 9 এর ল. সা. ==» 

n জোড় হইলে, а”-у% অবশ্তই £+% দ্বার! বিভাজ্য ৷ 


কাজেই, Е পদ 2৭72812৮524 5 PEN হইবে 


%+Y এর করণী-নিরসক উৎপাদক | 
n বিজোড় হইলে, z" +" এর উৎপাদক ৫+ ; কাজেই, 


kl 0৮০5 27284777882 + gy" হইবে (а+ у) এর করণী- 


% + 


নিরসক উৎপাদক | 
আবার, £/-%/7 প্রদত্ত করণী হইলে, 
а= х, 2/-% ধরিলে 2= a ও у=. 
এখন, p ও q এর ল. সা. গু. n হইলে, n সংখ্যাটি জোড় 4) বিজোড় যাহাই 
হউক না কেন, z" gy" সর্বদাই z -y হারা বিভাজ্য হইবে। 


2" - y" 
өсу = g1 4 2Y ene 7+28৮-248%-1 এবং যেহেতু z" — у" 


q6 করণী 


যূলদ, 2. %%-1 +2-2.% ++ 2%-৪+%%- হইবে 2-у করণী নিরসক 
উৎপাদক | 

$5. fata দ্বিঘাত করণী সংক্রান্ত কয়েকটি প্রতিজ্ঞা ঃ 

(А) “а, b, с তিনটি ধনাত্মক মূলদ সংখ্যা এবং „/а, ус দুইটি করণী হইলে 
s Va=b+ yoqib- үс হইতে পারে 411” 

প্রমাণ £ সম্ভব হইলে মনে কর, V a=b-+ J o: 

EE Уд)? =b? + 0+ 26 үс. 
с -=c 


= Je; অর্থাৎ, একটি মূলদ সংখ্যা একটি করণী; 


ইহা অসম্ভব । স্থতরাং /a=b+ ус হইতে পারে না। 

তদ্রেপ, দেখান যায়, V ab – Jo. 

WI: উপরের প্রতিজ্ঞাটি হইতে যে সাধারণ সিদ্ধান্তটি পাওয়া TH তাহা 
হইতেছে : 


“কোন মূলদ সংখ্যার বর্গমূল কখনই একটি যুলদ সংখ্যা ও একটি করণীর সমষ্টি বাও 
অন্তর হইতে পারে а]? 
(В) “a, 0,0, ৫ চারিটি ҷин лал; 4৮, Jd wq '(অমূলদ ) এবং : 
a+ /৪-০+ үй হইলে, a=c এবং b= d হইবে |” 
প্রমাণ £ যদি সম্ভব হয়, মনে কর, ৫৮৫০, 
তাহা হইলে, a- ০=ধনাত্মক বা খণাত্মক মূলদ সংখ্যা 
=m (ধর ) 
а=с+ т 
a+ Jb=c+m+ /b=c+ үй, 
m+ (b= Jd, যখন m чаи এবং +/, ৯/৫ করণী; 
কিন্ত প্রতিজ্ঞ! (А) অস্থসারে, ইহা অসম্ভব | 
৫54০ হইতে পারে না। „2. а-с 
a+ yb=c+ Jd হইতে, /b= Vd; ‚. ৪০৫. 
ај: УЬ уа অমূলদ না হইলে (অর্থাৎ, করণীর বাকারে প্রকাশিত 
মূলদ সংখ্যা, 941: 2= VI, হইলে) উপরের প্রতিজাটি গ্রযোজা নয়। 
যেমন, 2+ /8I=9+ /4,(' 2+ /81=2+9=11 এবং 
9+ %র-9+2-11) 
কিন্তু 2:69 এবং 81,44. 
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$ 6. দ্বিপদ faato রাশির atqa নির্ণয় £ 
তোমরা জান, ৫, b দুইটি ধনাত্মক সংখ্যা হইলে, sb 
(Va+ Vb)?=a+b+2 /Jab=(a+b)+ 4ab 
=a +g. [a+b== ও 4৫৮-% লিখিয়া ] М 
a+ уі- /z+ уў 
কাজেই z+ yI আকারের যৌগিক করণীর বর্গমূল হিসাবে vat уб 
আকারের করণী পাওয়া যাইবে | 
এখন, মনে কর, G + + এর বর্গমূল নির্ণয় করিতে হইবে। 
ধরা যাক, ar b= ууу + @) 
উভয় পক্ষকে বর্গ করিয়া, a+ (=a +y +2 Joy 
а+у=а ... (9) এবং 2 /zy= yb (8) 
(8) হইতে, 42/-% = (4). 
সমীকরণ (2) ও (4) সমাধান করিয়া z ও & এর মান নির্ণয় করা যায়। 2% 
y এর ata মান (1) এ বসাইয়া ++ уб এর মান পাওয়া যাইবে। 
দ্রটব্যঃ (1) তোমরা জান, X2=A2 হইলে 24 অথবা -A হয়। 
কাজেই, প্রতিটি সংখ্যার (49 নহে ) দুইটি করিয়া (সমান, কিন্ত বিপরীত Бете ) 
বর্গমূল হইবে | 
(2) কোন কোন ক্ষেত্রে, কেবলমাত্র পরীক্ষা করিয়া, (а + Ь)? =а? +b? + 2а 
অথবা (a b)2 =a? +0 — даф স্থত্রের সাহাযো দ্বিপদ fate gada বর্গমূল 
নির্ণয় করা সহজতর | 
উদাহরণ 1. 5+2 */৪ এর বর্গমূল নির্ণয় কর। 
জমাধান। 5+2,/6=5 +2 ү2х8=2+8+2. /2. /8 
=( V2): +( y8)? +2. V2. /8=(,/@+ / 8)° 
faría বর্গমূল = 4:0/2+ уЗ). 
উদাহরণ 2. a+ b+ (2০১+ ৪) এর বর্গমূল নির্ণয় কর। 
সমাধান | (a +0) + ২/ (26+ ১?)=(a + b)+ У@а + 8). 
= 192+ 0) + 2 2а+).5]=1[(Фа@+)+5+9 У@а +)Ь] 
ЛЕТТІ + у)? 


face বর্গমূল= + ж y2a +b + J b). 
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একটি প্রয়োজনীয় প্রতিজ্ঞা : 


“at у ঠএকটি দ্বিপদ দ্বিধাত করণী এবং Var i= 3+ уў হইলে 
va- %ট-২/৪- J হইবে |” 

[বিকল্প (8468: দুইটি পূরক (বা অন্থবন্ধী ) করণীর 1বর্গমূলদয়ও 94% 
(415944) হইবে । ] 


প্রমাণ: Jar = a+ JI হইলে, 6 - (Уг- ур)? 
বা a+ /b=z+y+2, 27. 
т%у-а +. (i) এবং 92 =D 
a- %৮-০+%-২/2-(%5- y7; 
уа- Y= /s- Jt. 
উদাহরণমালা! 
1 в=% হইলে, Hite- ع‎ Y> এর মান নির্ণয় কর। 
অমাধান। 22 æ= /3J9, 
7 Жі1за)-4--2 y3. 
2 @/1+а= + (1+3 =+ S+1r9731 
=+ 5+1)2 = +(/ 8+1) 
а= +У311 


raa dE, 


778 23-2 دو 


এর 
ізг- Ie + YL) 
'УЇ+@+ 122 ও - 


пра Jš- л); 


_ 8 
+[% ا‎ _УЗ-1 Ep এ 
বস] 
2. সমাধান কর ঃ VlI+z+3/1 1-2= %3 শক: 302) 
সমাধান। (1) এর উভয় পক্ষের ঘন লইয়া, 


(/1+2)১+($/1-2)5 +8, Vira. YI a, (++ 1-2)- 


করণী 79 


বা 1+4+1-4+8./৫ +)(৮-2)- ২৪. { (1) এর সাহায্যে | 
41 9%8./Д1- 22) 


বা 8.4/9(1—22) 0 2, 1-22-0 লহ] 
=] অথবা -1. 
3. দেখাওযে, Va + 9 Va /a2— 2b Ja? b? = 9. 


সমাধান। ধর, z= / a3 +b a? р 02 - Ja? -2b удз p? 


22 = ل 20+ ي‎ = 2 + 2 - এ 752—9 yat- 40а – 02) 
= 2а? —2 Yat- даъ + 45 
= 24% -2/(65- 282) 
=2a? – Ya? — 262) 
= 42 
2728, 
প্রশ্নমাল! 5 
1. সমমূলীর় бэя ক্রযের করণীতে পরিণত эч: 
@ уЗ, V4 4/5, (й) %1, уб, 3/10. 
2. মানের অধ:ক্রম অনুসারে সাজাও :— 
4) 1/10, 15/36, YT, (й) 18/19, 24/81, УВ 
3. সরল কর £__ 
(4) /54» /138- /80+ /180- /34- /96-8 y3-2 /5 
(ii) 45 убх + V303"j* – (8025, 
4. হরের করণী নিরসন কর :— 
j—1 г. ANGE NOD ,,,. 3/8 
Caw Yai 00 ate Vea জে হা 


* 1 
"ТӘ TATÎ 
° 5. দেখাও а, 8-108--2/1 অবশ্যই /2-2/2 এর করণী নিরসক 
উৎপাদক হইবে। 
6. а-Утіпыт-п ча т? =n? mr হইলে দেখাও যে, 
-Ә.та.-%9т-0 
7. বর্গমূল নির্ণয় কর ২-- 
G) 14+8/3, (ii) 6+ /35, (mn) 31+ 97, 
(iv) 2a+2 /a2-22 (v) 1+ утаат ЖТ іт), 
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. 
8. সরল কর :— 
П E ыды 
a+ /2+ y3 V2- 2+ J3 


9. z= /8/2 হইলে দেখাও যে 


1+2 1-2 
їж уға 1- 4 


10. প্রমাণ কর যে, 22 -6%+4=0 সমীকরণটির একটি বীজ өшу 


=1. 


11. z=(/2-1-((2-1 হইলে দেখাও যে ও +82+2-0. 
12. প্রমাণ কর যে, ++ /22y - 22+ VY- үгу а? = ২22. 


13. a=2+ ¥3 + 4/4 হইলে দেখাও যে, a? - 602 + 6a=9. 
14. সমাধান কর £ 


i) 2243-42-24 yz+6=0. 
(ii) yz + a= TE 


(iii) (a+ 2) +(a- 2) = (2a)š- 
(iv) Va"-¥z-2=0. (v) z2+5z+ /z2+b5z+9=18, 


উত্তরমালা 
1.0) 18/799, 12/356, 12/125, (ii) 4/1, 916, $/ 00 
2.0) 6/4, 16/86, 12/10. (i) %/8, 24/81, 18/19, 


3. (i) Уб. Gi) (41 +2228)2./ 57. 

40 A32 /6-8/1+8/ I). (р ৭৯৮৪ 
(525৮৬. pitini, 

5.() а(У8- v6) Gi) +(/ + Ур, (ii) UH y3+1). 
(iv) (аж үа-0) 
(v) + (Tm + /1-m+m?), 

в. Gü) /9+ .گ6‎ G) 6-8. 

14. (1) 2-8. (ü) 2=9 (i) а= +a. (іу) z=-1 বা৪ 
(у) z=2, -7, 4(- 5+8 /19). 


ষষ্ঠ অধ্যায় 
কাল্মনিক রাশি ও জটিল সংখ্যা 


( Imaginary Quantities and Complex Number ) 


$1. এযাবৎ তোমরা যে সংখ্যাগুলি সম্পর্কে আলোচনা করিয়াছ, সেগুলি হয় 
মূলদ яра অমুলদ। মূলদ ও অমৃলদ উভয় প্রকার সংখ্যাকেই সাধারণভাবে 
বাস্তব aan বল! হয়। যাবতীয় মূলদ সংখ্য! ও অমূলদ সংখ্যা সম্মিলিতভাবে যে 
সংখ্যাগোঠী ая! করে তাহাকে “বাস্তব সংখ্যা-গোষ্ঠী” ( System of rational 
numbers ) বলা চলে | 

$2. зәт wa তোমরা দেখিয়াছ, a কোন একটি ধনাত্মক বাস্তব সংখ্যা 
হইলে Уа аә এমন একটি বাস্তব সংখ্যা স্থচিত করে যাহার বর্গ =a, অর্থাৎ 
৫১৯0 হইলে ( уа)? = Ja x yama; কিন্তু ৫ ANAF বাস্তব সংখ্যা হইলে уа 
কোন 4194 সংখ্য! সুচিত করে না, কেনন। যে কোন বাস্তব সংখ্যার বর্গ সর্বদা 
ধনাত্মক | 

এখন মনে কর, b যে কোন একটি ধনাত্মক বাস্তব সংখ্যা । কাজেই, -& একটি 
একটি atas বাস্তব সংখ্যা। উপরের আলোচনা অনুসারে, / -ঠ কোনও 
বাস্তব সংখ্যা সুচিত করে না। মনে করা чї. / = এমন একটি নূতন 
ধরণের সংখ্য। (বাস্তব সংখ্যা-গোষ্ঠী বহির্ভূত) সূচিত করে যাহার 
বর্গ--_ অৰ্থাৎ (/-0%- /-bx J -b= ৪৮৫) 

সুতরাং, এই FAR, (%-1)2- У-1х,/-1-2-1-49) 

সুবিধার জন্য, /— 1 কে $ দ্বারা প্রকাশ করিলে, (2) হইতে, 

mite —1 ০০৮ ৮০:০০ (8) 
লক্ষ্য কর, (+-8)2- -b= =1. =) / 1)2.( yb) 
-(/-1./9%-(4 yb)? 

কাজেই, /- 0 чту vl - 1. y5 (ari VD) অভিন্ন হিসাবে ধর] যাইবে। 

কাল্পনিক রাশি পরিচিতি: উপরে. বাস্তব সংখ্যা-গোষ্ঠী বহির্ভূত যে নৃতন 
ধরণের সংখ্যার কথা আলোচনা করা হইয়াছে তাহাদের কাল্পনিক রাশি (বা 
অবাস্তব রাশি ) (Imaginary quantities ) বলা হইবে | 

উপরিলিখিত সংজ্ঞা অনুসারে, & একটি ধনাত্মক বাস্তব সংখ্যা হইলে %-& 

Н. 8. Alg.—6 
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à ; 
একটি কাল্পনিক রাশি। কাজেই, (= VD এবং <q যে কোন বাস্তব 
গুণিতককে কাল্পনিক রাশি বলা হইবে। 
$3.1. করণীর যোগ, বিয়োগ, গুণ ও ভাগ পদ্ধতির 59904 কাল্পনিক রাশিরও 
যোগ, বিয়োগ, গুণ ও ভাগ করা চলে । কেবল একটি কথা সর্বন! মনে রাখিতে হয় 
যে, 42 = -1, 
নীচে, যে কোন দুইটি কাল্পনিক রাশি û ya ও û /b এর যোগ, বিয়োগ, গুণ ও 
ভাগ পর পর দেখান হইল :— 
যোগ ঃ iyati/b=i a+ J) 
বিয়োগ 8 £/৫-$২/-৪(২/৫- yb) 
গুগঃ iyaxiyb=i?, a /b= – Jab 
ভাগঃ аА (৮৮০ ধরিয়। ) 
332. £ এর বিভিন্ন ঘাত: 
তোমরা জান, 42-4хі--1 
43 а%2х%--% 
itzi xin- es (р), 
45-44х%-% 
16-45х%-%2 = -1 
87746 xim- i 
=i xis -$2-.-(-1)-1, 
লক্ষ্য কর,  % একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা বুঝাইলে, 
i=], $+"+3 ы _ |, И" =; এবং ginta = -% 


আবার, іхі--1 


іх 1 1 1 
“ГУ = ' 
£ ৪১০০৪ e > (1) 
бажана 4 82]. ১৮৮5 (2) 
бза lO C p=: 10454 2.2. (8) 
ізмеі ізі ee ст (4) 


14488 বা iaj. v. (5) 
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সাধারণভাবে, n একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে, 


В Lt sz 1 А 

-4n (4n+1) = Аз 

ç === 9 % বত + 

j lant?) = 1 1 s-{4nt3) = 1 ৯ l 
j (0 — 1 =й , gans = т 5а”? 


53.3. কাল্পনিক রাশিমাল। (Imaginary Expression) 2 জটিল সংখ্যা 

(Complex Number) £ ) 
А. a eb যে কোন দুইটি বাস্তব সংখ্যা হইলে ৫+% আকারের রাশিমালা 

(Bxpression)-c কাল্পনিক রাঁশিমাল! বা জটিল সংখ্যা বল! হইবে। 

লক্ষ্য কর, а-0 এবং b=0 হইলে, a+ib=0, 

b=0 হইলে a+b = а= বাস্তব সংখ্যা। 
এবং a= 0 হইলে a + ib = ib = কাল্পনিক রাশি 

বিশেষত, ৫=0 এবং b=1 হইলে a+ ib =i 

В. +5 আকারের TION জটিল সংখ্যা সম্মিলিতভাবে যে ICT 
সুচনা করে তাহাকে জটিল সংখ্যা-গোর্ঠী (System of Complex numbers) বলা 
হইবে। ату কর, বাস্তব সংখ্যা-গোষ্ী এবং a সংখ্যা-গোষ্ঠীর www | 

С. z ও у বাস্তব চল হইলে %+%% কে বল! হইবে জটিল চল 
(Complex variable) | সুবিধার 89 ইহাকে একটি অক্ষর £ দ্বার! 055 করা 
যায়। অর্থাৎ ৮-?+%% লেখা চলে। 

D. arib একটি জটিল সংখ্যা সুচিত করিলে a ও b কে যথাক্রমে জটিল 
жалба “বাস্তব অংশ” ও কাল্পনিক অংশ’ বলা হইবে । абр оо লিখিলে, 
প্রতীকের দাহাযো %-এর 4194 অংশ (Real Part) ও কাল্পনিক অংশ (Imaginary 
Part) এইভাবে লেখা হয় :— 

a=Rlw এবং Іт. 

$3.4. জটিল রাশির যোগ, গুণ, বিয়োগ ও ভাগ š 

(дїй: মনে কর, а%4 ও ০+%৫ দুইটি জটিল лал! তৃতীয় একটি 
জটিল সংখ্যাঃ (a+) +id+ d) কে উক্ত জটিল সংখ্যা দুইটির যোগফল বলা হয়। 

এই жз) অনুসারে, প্রতীকের সাহায্যে লেখ! চলে যে, 

(a +b) +(e+4d)= (a +0) + Ub +d). 

м: মনে কর, ৫+$৮ ও ০+14 দুইটি জটিল ma i তৃতীয় একটি জটিল 

সংখ্যা (ae - bd) + (ad + be) কে উক্ত জটিল সংখ্যাছয়ের গুণফল বলা হইবে। 


< 


М | = কাল্পনিক রাশি ও জটিল সংখ্যা 


এই সংজ্ঞা অনুসারে, প্রতীকের সাহায্যে উক্ত জটিল RIAT গুণফলকে 
নীচের পদ্ধতিতে প্রকাশ করা যায় :— 
(a+ iD). (с+ id) = (ac - bd) + (ad + be). 
বিয়োগ 2 মনে কর, দুইটি জটিল সংখ্যা, ৫+4 ও ০+$ দেওয়া আছে। 
যদি এমন একটি জটিল সংখ্যা e + if নির্ণয় করা যায় যে, e+if = (৫--০)+%০ д), 


তাহা হইলে ০+%/ কে বলা হইবে atib হইতে ০+4 এর বিয়োগফল বা 
অন্তর | 


প্রতীকের সাহায্যে, (৫+82)-(০+88)-(৫০-০)+%৮-৭)-৪+%/, 
š মনে কর, a+ib ও: c+4d ছুইটি জটিল সংখ্যা এবং ০5০, ৫৮০. 
যদি এমন একটি জটিল та ৫+%/ নির্ণয় করা যায় যে (a +b) = (e + ide + if ) 


e হইলে, “a +b কে etid দ্বারা ভাগ করিলে ভাগফল е+ if হইবে” বলা 
41 


4 ағ% (а-%)е-%4) (ac + bd) +1 - ad + be) 
76%, লক্ষ্য কর, с+14 (0+4) (c — d) `" с2 +43 


-( аған (ক) реу RR 
(a + êb) = (c+ šd)(e +if) লেখা চলে, কাজেই, ভাগফলটি হইবে : 


ac+bd .{-ad+be 
arat (2) 


$3.5. জটিল সংখ্য! সম্পর্কিত কয়েকটি জ্ঞাতব্য г 
А. а+ф=0 হইলে а-0 এবং b=0 হইবে। 
প্রমাণ 2+4=0 হইলে, $১ = –а হইবে। 2. @)? =(- а)? 
বা —b2=a2° বা ৫০+৮-0 হইবে। যেহেতু বাস্তব সংখ্যার 
বর্গ ধনাত্মক, x ав b পৃথকভাবে wg হইবে। 
42-0, b=0 হইবে। 
В. a+ib=c+id হইলে ase এবং bed হইবে। বিপরীতক্রমে, 
а=с এবং b=d হইলে a+ib=c4+id হইবে | 
প্রমাণ :— 
মনে কর, ৪+%-০+%৫. 
পক্ষান্তর করিয়া, (৫+%6)-(০+47)-0 
বা, (а-д9%%5-д)-0 
(А) হইতে а-с-0 বা а-с 
এবং 5-4-0 বা 5-а 
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বিপরীতক্রমে, মনে কর, а-с ও b=4. 

а-с-0 в b-d=0 

(а-с)-%(%5-4)-0 বা (а-%)-(с-%4)-0 
.. a+ib=c+id. 
$3.6. অনুবন্ধী (বা বিপরীত বা প্রতিযোগী ) জটিল RAY (Conjugate 
complex numbers): “দুইটি জটিল সংখ্যা ৫+$ এবং &-$ এর একটিকে 
অপরটির sisaq (বা বিপরীত বা প্রতিযোগী ) জটিল সংখ্যা বলে। 

w=a+ib লিখিলে arib এর чуң জটিল সংখ্যা ৫-1৬ কে w দ্বারা 


সুচিত করা 541” 
লক্ষ্য 44: w=a+ib হইলে, ৬৮+%=2৫=% এর বাস্তব অংশ, 


Ш-о-9%-%( এর কাল্পনিক অংশ ) 
এবং %70 = (a +4b)(G - 1) =а? - 4202 а? + b? = বাস্তব সংখ্যা 1 
537. জটিল সংখ্যার মডিউলাস (Modulus of a complex number) : 
জটিল সংখ্যা w=a +ib এর মডিউলাস বলিতে + / aa 02 সংখ্যাটি 
বুঝায়। জটিল সংখ্যা % এর মডিউলাস বুঝাইতে || প্রতীকটি ব্যবহার 
করা হয়। 
দ্রষ্টব্যঃ 0) লক্ষ্য কর, |% | = |a+ih| =+ ya একটি 
ধনাত্মক বাস্তব সংখ্যা | 
(2) || = |@+%]| =+ Va +03 
এবং || = |9-% | = уа#+(—бу#= + уа 
সুতরাং, || = 1% |, অৰ্থাৎ একটি জটিল সংখ্যার মডিউলাস এবং জটিল 
талба অম্ুবন্ধীর মডিউলাস সমান | 
§ 3.8. কয়েকটি প্রতিজ্ঞা 
“দুইটি জটিল সংখ্যার মডিউলাসের গুণফল এবং 040404 গুণফলের 


মডিউলাস সমান |” 
প্রমাণ? ধরা যাক্‌ 0,-а4% ও ш„=с+1@ যে কোন দুইটি জটিল 


সংখ্যা। প্রমাণ করিতে হইবে যে, | ш, |. „| = | a. |. 
এখন, |w, | = + У43%1%6 |w, | =+ ус +02 

s ао, ео, | =(+ уа +02). + oF +42) 

=+ TTF ~~ 0) 
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আবার, 20.40, -(а--40)(с--%4) =(ac— bd) + ilad + бе) 
| ১5:০৪ | = + у(ас- bd)? + (ad + Бо)? 
= + a?o? 402৫2 + а?а? + 02° 


= + Joa? + b2)+ d2(a2 + 52) = + (ай + 0%) 02 + 42) *** 


(1) ও (2) হইতে, | ш, |. | %5 | = 1 ww, |. 
B. “ою, ও Wa দুইটি জটিল সংখ্যা এবং 10,540 হইলে, 


=] Ей | হইবে ।” 
প্রমাণ £ ধরা যাক, w, =a +ib এবং ৬, =o +d, 
n |w] =+ a +0? е | о, | =+ o +A. 
„уй + а? +b? 
ERTE TIN কের 227.22 0) 


ушШ қарт 2 (а+4)с – id) = (ac + bd) +4 -ad + bo) 
Ф otid (сс) ” CETE 


-40%04|;-ай%бс 
তক МЫП ET 


Б - «ДЕ (5-87 


с? + а? +0779 


এতে চট ঠক এ 
(с? + 2)? 


2155 + 02) 4 d2 (a? + d*(a* +b?) 


CET 
- EEF 
ыы ig ТӨР” 
(1) ও (2) হইতে, Бе |; 


0. “w ৮১১ ТАРЕ 0. w= | | 2 হইযে |” 
প্রমাণ : ধর, w= a+b, 
с«а-% 


এবং || = + уа, 


25) 


এখন, 


= + 


(2) 
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|w] 2=(+ Ja +) =a? b ০৮0). 
আবার, w. w =(a +ib)'a - ib)=a? +b? .- (9) 
0) ও (9) হইতে, wo. 5 | w | 2. 
539. জটিল সংখ্যার মূল : জটিল সংখ্যার বর্গমূল নির্ণয় : 
А. মনে কর ৮=৫+5% যে কোন একটি জটিল সংখ্যা। 
যেহেতু, 0. W. W *% সংখ্যক বার, [n(>1) একটি অখণ্ড সংখ্যা ] 
= w= ডটিল সংখ্যা? 
эчи, ш" = একটি জটিল সংখ্যা z ধরিলে, 
W কে z এর %-তম মূল বল! চলিবে এবং p= z" লেখা হইবে। 
ўа}: г একটি জটিল সংখ্যা এনং %/১৯1) একটি অখণ্ড সংখ্য! হইলে z এর 


%-তম মূল অর্থাৎ 27 একটি জটিল সংখ্যা হইবে। 
কারণ, z" = জটিল সংখ্যা না হইলে 549% বাস্তব সংখ্যা হইবে। যদি £দ জটিল 


1 
সংখ্যা না হয়, তাহা হইলে মনে কর, £*-৫-্বান্তব। у. #=1", 


যেহেতু, 27144, *, 2" অবশ্ঠাই বাস্তব | i 
£-৫+$৮-বাস্তব few ইহা হইলে b= 0 হয়: অৰ্থাৎ £ আর জটিল 


সংখ্যা থাকে না। 2. яз অবশ্যই জটিল সংখ্যা হইবে | 


В. জটিল সংখ্যার বর্গমূল নির্ণয়: 
মনে কর, একটি জটিল সংখ্যা a + b এর f নির্ণয় করিতে হইবে। (এখানে 
a ও b বাস্তব সংখ্যা। ) £ 
ধরা যাক, Va += m+ in, যখন m ও n বাস্তব সংখ্যা। 
( এইরূপ ধরিয়া теңі অসঙ্গত নহে ; কেননা, জটিল সংখ্যার যে কোনও মূল 
জটিল সংখা! হইবেই 1) 
উভয় পক্ষকে বর্গ করিয়া, a + $b =m — n + i. 2mm 
উভয় পক্ষের বাস্তব ও কাল্পনিক অংশ তুলনা করিয়া, 
та-та -- (1) 
в 9тт =b ... (2) 
(m° +2)? = (т? — п)? +4т?л? =a? +02 (1) е (9) হইতে ] 
nomanta J+ [7 m ও % বাস্তব। m°, n? উভয়েই 
ধনাত্মক, г. тп? = - ৫৪7৮৯ হইবে ন। ] 
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‚ o + Уаз +02 22 У42%0%-а 
ҚА ықылас, 


— š — s. „\% 
латы +082. 
m= Че. ও %-& (Tks) 
WI: (2)-এ লক্ষ্য কর, b ধনাত্মক হইলে m ও n উভয়েই ধনাত্মক 41 
উভয়েই ধণাত্মক হইবে । কিন্তু b খণাত্মক হইলে m ও n বিপরীত BETE হইবে 1 


а (ЕЖЕН wE j-p এবং ৫ a ৯ = д)! =q লিখিলে, 


т=+р 9 п= +q হয়। 
` সুতরাং, যদি 0220 হয়, তাহা হইলে হয় m =p, n = q 
বা m= =p, n= -৫ 
va+ib=p+ig বা -০+5(-৫)--0+%) 
আবার, 02<0 হইলে, হয় m=p,n= - q 
বা т--р,т"-4 
2 va+ib=p-ig বা -p+ig= -(р- iq) 
TO, প্রতিটি জটিল সংখ্যার দুইটি করিয়া বর্গমূল থাকে | 
$ 4.1. “1 এর ঘনমূল” (Cube roots of unity) : 
মনে 94, 3S/I=z, J 1-27, 
5 23-1-0 বা (z-1l)(z2+z+1)=0 
“ হয়%-1=0 .. (1) অথবা, 22+2+1-0 .. (9) 
(1) হইতে, £ 5]. 
(2-4 দেখ, 22 + 2 +1=0 একটি "41% সমীকরণ। ইহা সমাধান করিয়া, 
-—1+у/1#-41_—1+ /-8--1+88 
2.1 P 9 


—1+ 


2 


E AS SEN L= y liyi 
অথবা, ₹দ E ааны রহ арабта wasa 


z 


1 এর ҳача তিনটি হইবে : 


-145/8 — -1-4У8 
2৮ লিন ARA 


Әй): লক্ষ্য কর, একটি মাত্র ঘনমূল বাস্তব কিন্ত অবশিষ্ট দুইটি পরস্পর 


чу) দুইটি জটিল সংখ্য! | 


যে দুইটি মূল বাস্তব সংখ্যা নহে তাহাদিগকে অবাস্তব qn বল! হইবে। 
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542. 1-44 ঘনমূল সংক্রান্ত কয়েকটি প্রতিজ্ঞ! 2, i 
А. *1-এর একটি অবাস্তব ঘন-মূল о হইলে অপর অবাস্তব মূলটি হইবে ০১. 


-1+ V8 
প্রমাণঃ 1-44 যে কোন একটি অবাস্তব ঘন মূল, ধরা যাক, ا‎ У 269 


о দ্বারা সুচিত করিলে অর্থাৎ o= чый লিখিলে, 


০৪৮(-1+88)5-801-8-242]--9 784) 


624 үй -1-44 অপর অবাস্তব মূল। 


В. 1-44 যে কোন একটি অবাস্তব ঘন মূল w দ্বারা স্থচিত হইলে, 
(i) өз-і1 
(1) 1+ 0+0? =0 
প্রমাণ: (i) 2 w=( এর একটি чаа) = УІ 
BOR পক্ষের ঘন ( cube ) লইয়া, 
ө3--1. 
Gi) ` w=1 এর ঘনমূল ( অবাস্তব ) = VI 
", উভয় পক্ষকে ঘন করিয়া, 
өз = 1. 
বা оЗ-1-0 বা (0- 1)(0% +0+1)=0 
যেহেতু ০-]-এর অবাস্তব ঘনমূল J. 0741, 
০150 Л o tw+l=0 
অনুসিদ্ধান্ত: ০৭+০- -1. 
গ্রাতিজ্ঞ। B-এর (i) ও (1)-এর বিকল্প প্রমাণ 
যেহেতু 2° =1...:--(1) সমী করণটির একটি বীজ 0, 
w অবশ্যই সমীকরণ (1) কে সিদ্ধ করিবে | 
5 (01)-এ z এর স্থলে w 58190, 03-1 
আবার, 42-1-0 বা (2-1)(52+%+1)=0-.....(i) সমীকরণটির 
একটি অবাস্তব বীজ u; সুতরাং, সমীকরণ Gi) এ এর পরিবর্তে 0 বাইয়া, 
(ш - 100৮2 +o + 1) = 0. 
কিন্তু, 1071 г. ww +৮+ 170 


` 
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55. জটিল সংখ্যার জ্যাঝিতিক প্রতিরূপ (Geometrical representation 


of complex numbers). 

প্রতিটি বাস্তব সংখ্যাকে যে কোন একটি সরলরেখার উপরিস্থিত কোন না কোন 
বিন্দুর ছারা সুচিত করা যায়। আবার, একটি সরলরেধাস্থ প্রতিটি বিন্দু কোন না 
কোন বাস্তব সংখ্যার জ্যামিতিক প্রতিরূপ 1 

“ছক কাগজে বিন্দু সংস্থাপন প্রণালী”তে তোমরা এই 9404 প্রত্যক্ষ প্রয়োগের 
দ্বারা ছক-কাগজের সমতলের উপরে দুইটি পরস্পর-লম্ব অক্ষ (2-অক্ষ ও /-অক্ষ ) 
সাপেক্ষে বিন্দুর অবস্থান নির্ণয় করিয়াছ। তোমরা দেখিয়াছ, ছক-কাগজে দুইটি 
নির্দিষ্ট অক্ষ (д-чу ও %-অক্ষ) সাপেক্ষে এবং একই দৈর্ঘ্যের একক লইয়া, যদি 
£-অক্ষের উপরে 4 বিন্দুটির ছারা একটি বাস্তব সংখ্যা a এবং %-অক্ষের উপরিস্থিত 
B বিন্দুর দ্বারা অপর একটি বাস্তব সংখ্যা b সুচিত হয় তাহা হইলে, ৪-অক্ষের 4 
বিন্দুতে ও /-অক্ষের B বিন্দুতে অঙ্কিত auqa যে বিন্দুতে (মনে কর. Р) পরস্পরকে 
ছেদ করে তাহাকেই (а, 6)-ছারা সুচিত করা হয়। এখানে (а, Б) কে বলা হয় 
P বিন্দুর স্থানাঙ্ক । স্থানাঙ্ক জ্যামিতিতে তোমরা দেখিবে, স্থানাঙ্ক জ্যামিতির AAF 
Rane Descartes এর নামান্থুদারে, সমতলের উপরে (уя অবস্থান নির্ণয়ের এই 
প্রণালীকে কার্টেসীয় প্রথা ( Cartesian system of representation of 
points in a plane), ৫-অক্ষ ও /-অক্ষের অন্তর্গত সমতলকে (অর্থাৎ ছক কাগজের 
সমতলকে ) কার্টেশীস্ সমতল ( Cartesian plane ) এবং (a, b) কে P বিন্দুর 
কার্টেপীয স্থানাঙ্ক ( Cartesian Co-ordinates ) বলা হয়। 


অষ্টাদশ শতকের শেষ ভাগ ও উনবিংশ শতাব্দীর গেড়ার দিকে she 
(Argand ) নামে এক গণিতবিদ্‌ কাল্পনিক রাশি ও জটিল সংখ্যার জ্যামিতিক 
গ্রতিরূপ নির্ণয়ের এক প্রথার প্রচলন FTIA | 
ধরা যাক, 414194 অস্থপরণে, একটি জটিল সংখ্যা z = a + এর জ্যামিতিক 
প্রতিরূপ নির্ণয় করিতে হইবে। 
দুইটি পরস্পর 44 সরলরেখা XOX e YOY আক | উহাদের একটিকে এ-অক্ষ, 
অপরটিকে &-অক্ষ এবং উহাদের ছেদবিন্দুকে মূলবিন্দু О ধরিয়া! কার্টেসীয় প্রথায় 
বিদ্ুসংস্থাপন প্রণালীর যাবতীয় নিয়ম মানিয়া৷ P(a, b) বিন্দুটি বলাও। io: 
Р বিন্দুর কার্টেপীয় স্থানাঙ্ক হইল (a, b) а] (Riz, Ime) | 
আ্গ্যাণ্ডের প্রথা HAC, যে সরলরেখাকে হ-অক্ষ ПЕ তাহাকে বাস্তব 
অক্ষ (লক্ষ্য কর, 2-44 বাস্তব অংশ এই অক্ষ বরাবর বসান হয় ); যে সরলরেখাকে 


=. 
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&-অক্ষ ধরিয়াছ তাহাকে কাল্পনিক অক্ষ (লক্ষ্য কর, এই অক্ষ বরাবর £-এর 
কাল্পনিক অংশ হিসাব করা হয়) ও P বিন্দুকে জটিল সংখ্যা! ৪(-০++৮)-এর 
জ্যামিতিক প্রতিরপ বল! হয়। 

জটিল সংখ্যা £ কে বলা হয় Р বিন্দুর 

etia (Afix) এবং : আর্গ্যাণ্ডের Б-ке ЖА) 
নামানুসারে, বাস্তব ও কাল্পনিক অক্ষের 
অন্তর্গত 749807 আ্গ্যাণ্ডের সমতল 
( Argand' Plane) বলা হয়। 
(ж জটিল চল ধরিলে আর্গ্যাণ্- 
সমতলের প্রতিটি বিন্দু এর কোন 
না কোন অবস্থান স্থচিত করিবে l তাই 
чїй সমতলকে কখন কখন Y: 

£-সমতলও 49| হয়। 

দ্রব্য £ 0) কার্টেদীয় প্রথায় sama উপরে যাবতীয় বিন্দুর কোটি =Y- 
স্থানাঙ্থ=0; আৰ্গ্যাণ্ডের প্রথায় বাস্তব অক্ষের উপরে যাবতীয় বিন্দুর WIC 
কাল্পনিক অংশ শূন্য অর্থাৎ বাস্তব অক্ষের যাবতীয় বিন্দু যাবতীয় জটিল সংখ্যার বাস্তব 

ংশ সুচিত করে। | 

(2) কার্টেসীয প্রথায় /-অক্ষের উপরে যাবতীয় বিন্দুর ভুজ শূন্য। আর্গ্যাণ্ডের 
প্রথায় কাল্পনিক অক্ষের উপরিস্থিত যাবতীয় বিন্দুর WIC 4194 অংশ শূন্য 
অর্থাৎ কাল্পনিক অক্ষের প্রতিটি বিন্দু iy আকারের কাল্পনিক রাশি সুচিত করে। 
সুতরাং, যে দৈর্ঘ্যের একক লইয়া বাস্তব অক্ষের উপরে বিন্দু 441541 1,2,8,--< 
অথবা —1, -2, —8, সংখ্যাগুলি সুচিত করা হয়, সেই একই একক লইয়া 
কাল্পনিক অক্ষের উপরে সংস্থাপিত বিন্দুগুলি যথাক্রমে 5, 94, 8৫১: অথবা -&, 

_ 9%, Bi, স্থচিত করিবে। 

(8) আর্গ্যাণ্ডের সমতলকে বাস্তব অক্ষ যে ছুই অংশে ভাগ করিয়াছে, তাহার যে 
অংশ বাস্তব অক্ষের উধ্বে অবস্থিত ( অর্থাৎ, কার্টেসীয় প্রথামত কার্টেসীয় সমতলের 
প্রথম ও দ্বিতীয় পাদ) তাহাকে 26 অর্ধ সমতল (Upper half plane) এবং যে 
অংশ বাস্তব অক্ষের নিয়ে অবস্থিত তাহাকে নিয় অর্ধ সমতল (Lower half plane) 
বলা হইবে। লক্ষ্য কর, CR অর্ধ সমতলে z(=z+i/) এর কাল্পনিক অংশ у 
সর্বদা ধনাত্মক কিন্ত নিম্ন অর্ধ সমতলে উহা সর্বদা খণাত্মক | 


92 কাল্পনিক রাশি ও জটিল সংখ্যা 


$6. জটিল সংখ্যার পোলার্‌ আকার (Polar form of а Complex 
number ) : জটিল সংখ্যার IS TTB 41 আ্যামৃপ্লিচিউড্‌ (Argument or 


amplitude oí a complex number): 
যে কোন একটি জটিল সংখ্যা z=z + iy লও | দুইটি পরস্পর ич সরলরেখা 
XOX?’ ও YOY’ আক। ХОХ' কে বাস্তব অক্ষ ও YOY’ কে কাল্পনিক অক্ষ 
Y ধরিয়া, মনে কর, P RHR জটিল 
সংখ্যা а(=2 iy) কে সুচিত FTA | 
OP যোগ কর। Р হইতে ОХ 
¦ y= Sinê এর উপরে РМ ач টান। 

22% : | 2 ОМ чанба 
2 =pcos9—M X এবং РМ এর দৈর্ঘ্য -% 
লক্ষ্য কর, এখানে 2 ও y 
উভয়কেই ধনাত্মক ধরায় কোন 
অস্থবিধা হইভেছেনা) কেননা, 2 
খণাত্মক হইলে P Мер কাল্পনিক অক্ষের বাম দিকে এবং % atas হইলে P 
АВ নিয় অর্ধসমতলে থাকিত, অর্থাৎ ш ву এর পরিমাণগত কোন বৈলক্ষণ্য 
দেখা দিত না; কেবল P বিন্দুর স্থান পরিবর্তন স্থচিত হইত। 
মনে কর, OP এর দৈর্ঘ্য =? এবং / ХОР এর মাপ =9 

++ ОМ এর দৈরধ্য OP ০০৪৪-£ 00999 ) 


Оно ла И P(z =x +iy) 


“ (1) 


в РИ,, -ОРвһФ-” віп 0 (2) 
(1) ও (2) হইতে, =r cos 4 (9) 
y=r sin 0 s 


(8) হইতে, ৮2-০৫-০078... OP-aq মাপ + বোলো 
এবং #=@+%у =? 6989 tir sing =r (cosg + sing) 

TO আগ্যাণ্ডের সমতলে P বিন্দুর “бен টি হইল r (0080 + û вїпб). 

959: 7 (০০59+ 5 sind) কে বলা হয় জটিল সংখ্য| z এর পোলার আকার 
(Polar form of the complex number 2)* 0 কে বলা হয় z এর atat? 
বা ABE ( Argument ог amplitude)! 0 কে Arg # দ্বারা সুচিত 
করা হইবে। লক্ষা কর ?= || = এর মডিউলাস্‌। 

* সমতলস্থ বিন্দুর পোলার স্থানাঙ্ক ( Polar co-ordinates of a point 
in а plane) £ কোন সমতলস্থ একটি [ҮЙ বিন্দু O এবং О বিন্দুগামী একটি নির্দিষ্ট 

সরলরেখ| সাপেক্ষে এ সমতলস্থ যে কোন বিন্দুর অবস্থান ба করা যায়। O বিন্দুকে 
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এখন, ত্রিকোণমিতিতে তোমরা দেখিয়াছ, 


sin (277 + 9) _ 81709 
এবং соз (2nr + 0)= সর › যখন n=l, £1, Eee 

অর্থাৎ যখন % শূন্য অথবা কোন একটি অখণ্ড সংখ্যা (ধনাত্মক বা খণাত্মক ) | 

সুতরাং 0-42 অসংখ্য মান সম্ভব এবং ফলে (cos 0 + $ sin б) কোন একটি 
নির্দিষ্ট জটিল সংখ্যা সুচিত করে না। এখন, — z<0<< হইলে 9-এর একটিমাত্র 
(unique) নি্দি্ট মান (8) কে সিদ্ধ FTF | 

সংজ্ঞা । কোন জটিল সংখ্যা 2-т(сов03-4 ৪109)-এর ETI 0 এর 
যে шар —z<0<x কে সিদ্ধ করিবে তাহাকে Ага z (অর্থাৎ 9-এর মুলমান 

( Principal value ) বলা হইবে | 

57. জটিল সংখ্যার ক্রমসম্পর্ক (Order relation ) ACF জ্ঞাতব্য : 

তোমরা জান, যাবতীয় বাস্তব সংখ্যার পরস্পরের মধ্য “ক্রম সম্পর্ক” বিদ্যমান ; 
অর্থাৎ a, b যে কোন দুইটি ভিন্ন বাস্তব সংখ্যা হইলে হয় a >b অথবা a<b হইবে, 
কিন্তু যাবতীয় বাস্তব সংখ্যা (প্রত্যেকটিকে কাল্পনিক অংশ শূন্য এইরূপ এক একটি 
জটিল সংখ্যারূপে গণ্য করা যায়) জটিল সংখ্যা-গোষ্ঠীর অন্তর্ভুক্ত হইলেও. 
জটিল সংখ্যা গোষ্ঠীর মধ্যে এরূপ কোন সম্পর্ক নাই। 

যদি সম্ভব হয়, ধরা যাক্‌, জটিল সংখ্যা-গোষ্ঠীর মধ্যেও ক্রমসম্পর্ক বিদ্যমান। এখন, 
যদি এমন কোন এক জোড়া জটিল সংখ্যা পাওয়া যায়, যাহাদের মধ্যে ক্রমসম্পর্ক নাই, 
তাহা হইলেই সিদ্ধান্ত করা যাইবে যে আমাদের অন্যান 319 | 

যেহেতু (-0+4.1) এবং 0(=0+5.0) দুইটি ভিন্ন জটিল সংখ্যা, স্থতরাং 
আমাদের অনুমান অনুসারে, হয় і>0 414<0 হইবে। এখন, і>0 হইলে 
1#>0 41-1>0, ইহা 4841 আবার 4<0 অর্থাৎ 5 খণাত্মক হইলে i? 
ধনাত্মক অর্থাৎ 42220 বা > 10 হইবে । ইহাও অসম্ভব । কাজেই, $ এবং 0 এর 
মধ্যে ক্রমসম্পর্ক নাই। 


মূলবিন্দু (Pole) এবং নির্দিষ্ট সরলরেখাটিকে মূল অক্ষ (Initial line) বলে। 8 
সমতলের কোনবিন্দু Paaa স্থানাঙ্ক নির্ণয় করা অর্থ হইল O হইতে P-এর দুরত্ব (ОР) 
এবং 0 বিন্দুতে মূল অক্ষ হইতে P-aq কৌণিক тч (/ ХОР) মাপা। 0P=?- 
এবং / XOP=0 হইলে P-এর পোলার স্থানাঙ্ক লেখা হয় (r, 0)1 এখানে ঘড়ির 
কাটার বিপরীত দিকৃকে কোণ মাপিবার ধনাত্মক দিক্‌ ধরা! হয় 
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আমাদের অনুমান ভ্রান্ত । 2. জটিল সংখ্যা গোষ্ঠীর মধ্যে ক্রমসম্পর্ক 
নাই। 


অর্থাৎ দুইটি জটিল সংখ্যার ‘একটি অপরটি অপেক্ষা বৃহত্তর" এই কথা বলা 
চলিবে না। 


উদাহরণমালা 


1. [((8+5).(2+5)].(1+5) কে মরলীকুতরূপে জটিল রাশির প্রচলিত আকারে 
প্রকাশ কর। 


সমাধান। (9+)(02-+$)-(6-1)+ 4(8 + 2) = 5 + bû 
(5+5 + û) = 6 - 5 + 10i = 10i 
[68+ 4).(8 + 01+) -101-0+104 
Шау: দুইটি জটিল সংখ্যা ৫+$ ও cridal গুণফল নির্ণয় করার জন্য 
নিম্নলিখিত পদ্ধতিটিও অবলম্বন কর! চলিবে : 
(a+ 000+ id) = alc + id) + ib(e + id) 
= ас+ iad + be + ibd 
= (ас – bd) + (ad + be) 


2. я কে মূলদ হর-বিশিষ্ট একটি জটিল সংখ্যায় রূপান্তরিত কর। 


81 ৮072) 5875 8+1 
чамаа BF Briva -G তক 
8+8%হ 8,1৬5 

11 51103 


4 ТЕ কে atib আকারে প্রকাশ কর | 


2+ 
সমাধান | ы =x] 
-@+@+9хт—; =й -@-1+@+Шх iy 
-Q+ Hnit. 


4. নিয়লিখিত জটিল সংখ্যাগুলিকে উহাদের মডিউলাসের Ghar অনুসারে 


সাজাও £ 


41488) 2+ 54, 9-9%, 
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সমাধান। & 
4£+£% এর ঘডিউলাস- (4+82 = /l6+9= /35=5 
2715 ১১১৮9225554 1+25 = 30 > У% 
9-% ৮7/95+22- /J81+4= /85 > 9ل‎ 


জটিল жалаң উহাদের মডিউলাসের TA ক্রম অনুসারেই সাঙ্জান আছে | 

5. কোন জটিল সংখ্যা ও ইহার 48441 অভিন্ন হইলে দেখাও যে, উক্ত সংখ্যাটি 
বাস্তব | 
সমাধান । ধরা যাক, 2=৫+5 যে কোন একটি জটিল সংখ্যা। 
2 এর 5544) 2-а-% 

এখন, 262 অভিন্ন হইলে, a+ib=a-ib হইবে। 
বা 2ib=0 হইবে। ... =0 হইবে। 
4941 2-4-41%4 সংখ্যা হইবে। 
6. 5412; এর বর্গমূল নির্ণয় কর :— 
সমাধান। ধরা যাক, абу 

উভয়পক্ষকে বর্গ করিয়া, ঠ+12-22 -%2 +2.8.%% 

উভয় পক্ষের বাস্তব ও কাল্পনিক অংশের সমতা বিচার করিয়া, 


22-Y2=5 ed eet A 
ay =6 اة‎ ডক (2) 4 
(1) ও (2) হইতে, #2 +y? (а%%у2-%р বর্গের সমষ্টি 


= + V২ —y2)2 + 42292 বলিয়া ধনাত্মক হইবেই) 
= /52 + 4,86 = V25 +144 


= / 169 = Vy 3°. 
æ? +y?=18 + ө (8) 


= (1) ও (8) হইতে, 42-9 7 т=+8 
এবং у?=4. у= £2. 
(8% ту ধনাত্মক, .. 2-8, у-2 অথবা s= -8, у= —9 হইবে। 
сб বর্গমূল হইবে £ 8+2 বা. 8-21. 


7. afr 1-এর একটি অবাস্তব ঘনমূল ০ হয়, তাহা হইলে প্রমাণ কর যে, 
(2+ bw + 2@)6 — (2 + 20 + бо?) = 0 
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জমাধান। (2+ ৮০+2০২)০-(৪+2+ £০১)? 
=[(@+2в+2в?)+ 20] — [(2 + 20 + 202) + 80°] 
= [2(1 + 0 + 0?) + 8০] — (21 + 0 + w?) + 8w2]6 


= (8а)° - (8° (2 1+০+০-০] 
= 86.()° — 86.(w3)+ 

= 80.01)? -86.0)+ (5: өз-11 

=0. 


8. যদি 1-এর একটি অবাস্তব ঘনমূল о হয়, তবে দেখাও যে, 
а? +b? + с? — ab — ba — ca = (а + bo + со?) (а + bw? + со) 
সমাধান | а7--22:<2-а%-іс-са 
=(а? _ ab - ca) +b? + с? _ bo 


=a(a—  - e) + b2 +c? — bc ө ө (1) 
এখন, ala- b— = aa + bw + о?) + clo + @%)] 
=a[a + bw + са? + Во + co] 

= la + bo + co?) + а(ба? са) o + (2) 


b2 + с? — be= b2 + с? + 0০৫০) + о?) 
= b2 + bew + bew? + с? 
= 02.08 + bco2 + Бев + с? 
= bw bw? + са) + (bo + c) 
= боа? + co) +০.93(8০+-০) 
= bo(bo2 + со) + co? (ba? + co) 
= (ро? + са) (bw + со?) DERE (8) 
(1), (9) ও (8), হইতে a? +b? + с“ ab – be— ca 
= a(a + bw + со?) + (bo? + co)(G + bo + со?) 
= (a + bo + со?) (a + бө? + со). 
9. s=- /34+5 কে পোলার আকারে প্রকাশ করিয়া, (i), Arge এবং 
(ii) 408-এর মূল মান নির্ণয় কর। 
সমাধান। এখানে 2= ++ 1.% 
ধরা TF, ? cos 0= - уЗ ... “ EE) 
ও rsin 0-1 .. go (2) 
(1) ও (2) হইতে, 7? сов? 0++2 віп? б=8+1 
বা 73-4 2 `= 9. 
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IZA 
0) (2) হইতে, сов ৫০7 |... б ق‎ 
এবং sin 0=} 
(8) হইতে б-:-2.% রেডিয়ান্‌ ——= o) 
6 এর সাধারণ মান = (207 + Rr) রেডিয়ান্‌, যখন n = 0 অথবা কোন 
444 (ধনাত্মক বা ধণাত্মক ) সংখ্য । 
Атда = (Ənz + $m) রেডিয়ান্‌, যখন n = 0 অথবা কোন অখণ্ড 
(ধনাত্মক 4144144) সংখ্য | 
যেহেতু =a < fr Ся, 2. 4792 এর মূলমান= m রেডিয়ান্‌। 
44% 2=9(с080+ sin 0), যখন 0= (2%7 + $n) রেডিয়ান্‌ 


etat 6 
1. নিয়লিখিত গুণফলগুলিকে m +m আকারে প্রকাশ কর :— 
(а) (8+49) (1-20); () (2-80 (2-40; 
(с) (7+80) (4+ 3i) (6 - 5%). 21 
2. নিয়লিখিত সংখ্যাগুলিকে А +16 আকারে প্রকাশ কর ৫ নিন 
waru. 1 у - у 3 
(а) 28/24” (b) ав Кс) টি Ӯ 
(а) Ti са (m, naea) 


3. নিয়লিখিত জটিল সংখ্যাগুলিকে উহাদের মডিউলাসের ба অনুসারে 
সাজাও :— 
б u-n, G) ЕШ, Gü 4+41 
4. নিয়লিখিত জটিল সংখ্যাগুলির বর্গমূল নির্ণয় কর :— 
(a) 21+901 (0) 40-4%. (у -5+12i 
5. কোন জটিল সংখ্যার বর্গ যদি সংখ্যাটির অমুবন্ধীর বর্গের সমান হয়, তাহা 
হইলে দেখাও যে, জটিল সংখ্যাটি হয় বাস্তব সংখ্যা নতুবা কাল্পনিক রাশি হইবে। 
6. “কোন еба সংখ্যার (শুন্য নহে) অগ্ঠোষ্ঠকের sA, উহার 
( জটিল সংখাটির ) “8560 40916135 সমান”_ প্রতিপন্ন কর | 
7. гв: যথাক্ৰমে যেকোন একটি জটিল সংখ্যা ও তাহার 5844) চিত 
করিলে দেখাও যে, £- হয় কাল্পনিক সংখ্যা অথবা শূন্য হইবে। 
H. 8, Alg.—7 
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8. 2:44 হইলে দেখাও যে k= =1. 


9. নিয়লিখিত জটিল সংখ্যাগুলিকে পোলার আকারে প্রকাশ করিয়া উহাদের 
আগুমেণ্টের মূল মান নির্ণয় কর। 
(৫) У8:ы%) (0) 12%, (০ =i. 
10. 144 একটি অবাস্তব ঘনমূল ০ হইলে, প্রমাণ কর যে, 
(а). (Lo? ~ а) +(1- ০84) +16=0 
(9) (1+@)(1+@?)(1+ @%)(1 + 08) =1. 
(0) a3 + b3 + с – Зађс= (a +b + с)(а + bo + се?)(а + bw? + со) 


aw+b+1 
(4) Бо +а+аи U 


m + іт 
11. স্তর হইলে দেখাও যে, 


æ? (a? + b2) -Uam + bn)z + (m? + т?) = 0, 
12, m=az-+by+ez, n=bz+oy+ar এবং p=cr+ay+bz হইলে 
দেখাও যে, (4% + b3 + c3 —BaboXz3 +y? + 23 = Bry2) 
> | =m 4 n? +p? — 8mnp 


উত্তরমাল! 
1. (a) 11-%; (৮ -8+14, (с) 989 + 298i 
2. (а) KETE (b) Ys (с) s-a, 


(4) 0+4, кек 


3. G) Ati; GD 4V/3+4/ TE (ш) HE 

4. (а) 5+% বা -5-2i; (0) 7-33) -1+88, 
(০) 2+2 বা - 2-81, 

9. (а) 2 (соз 0+ віп 0), যখন 0 =(2n + хаба, $ রেডিয়ান | 
(b) 12 (сов 0 +i зіп 0), 49 0 = (2л +4) z রেডিয়ান ; абы! 
(с) 1 (сов 0 +i віп, 6) যখন 0 = (2n ~ b)n cafona; — রেডিজ্কান। 


সপ্তম অধ্যায় 


দ্বিঘাত সমীকরণের তত্ব 
(The Theory of Quadratic Equations) 


প্রস্তাবন। : তোমরা জান, প্রত্যেকটি বাস্তব সংখ্যাকে এমন একটি জটিল 
1471474 গণ্য করা যায়, যাহার কাল্পনিক অংশ শূন্য । বস্তুতঃ, যাবতীয় বাস্তব সংখ্যা 
জটিল সংখ্যাগোর্টির অন্তর্ভুক্ত এবং জটিল সংখ্যা-সংক্রান্ত নিয়মাবলী (যোগ, বিয়োগ, গুণ 
ভাগ প্রভৃতি ) বাস্তব সংখ্যাগোষীর ক্ষেত্রেও সমভাবে প্রযোজ্য г বর্তমান অধ্যায়ে 
আমাদের আলোচনা কেবলমাত্র বাস্তব সংখ্যাগোষ্ঠীর মধ্যে সীমাবদ্ধ না রাখিয়া 
প্রয়োজনমত জটিল সংখ্যাগোষ্ঠীর মধ্যেও প্রসারিত হইবে। 

§1. দ্বিঘাত সমীকরণের আকার £ একবর্ণ দ্বিঘাত সমীকরণের সাধারণ 
আকার 5 

a, b, ০ জটিল সংখ্যাগোঠীভুক্ত যে কোন তিনটি সংখ্যা, ৫৮০ এবং z একটি 
অজ্ঞাত রাশি সুচিত করিলে, ৫%+8%+০-0 আকারের যে সমীকরণে z এর 
দ্বিতীয় ঘাত ( অর্থাৎ 2 ) অপেক্ষা উচ্চতর কোন ঘাত নাই অর্থাৎ, % এর দ্বিতীয় 
ঘাতই সর্বোচ্চ ঘাত, তাহা দ্বিঘীত সমীকরণ বলিয়া পরিচিত। লক্ষ্য কর, এখানে 
অজ্ঞাত রাশি একটি। তাই, এই আকারের সমীকরণকে এক অজ্ঞাত রাশিযুক্ত দ্বিধাত 
সমীকরণ বা একবর্ণ দ্িধাত সমীকরণও 471511 এখানে উল্লেখ করা যাইতে পারে, 
যে কোন একাধিক অজ্ঞাত রাশি-যুক্ত দ্বিঘাত সমীকরণকে উহার যে কোন একটি 
অজ্ঞাত-রাশি সাপেক্ষে 4944 দ্বিঘাত সমীকরণরূপে সাজাইয়া az? + bz +0=0 
আকারে প্রকাশ করা যায় । আবার, যাবতীয় একবর্ণ (441% সমীকরণ যে 
az? +৮+০-0 আকারে থাকিবে এমন নছে। সেক্ষেত্রেও, যে সমীকরণগুলি 
ад? +z +e=0 আকারে নাই সেগুলিকে যোগ, গুণ, বিয়োগ, ভাগ প্রভৃতি 
প্রক্রিয়ার দ্বারা উক্ত আকারে প্রকাশ করা যায়। বস্তুতঃ, যাবতীয় (457% সমীকরণকে 


— фи! аг? + by? + hay + 292+ 2fy +০=0. একটি fad 
[ অর্থাৎ ছুই অজাতরাশি (z ও E ] খিঘাত সমীকরণ। এই সমীকরণটিকে 
zae দ্বিঘাত সমীকরণরূপে নিয়লিখিত উপায়ে সাজান যায় š 
az? + 9(му + g)z + (by? + 9fg +c) = 0 РТТ: 
এখন, 2(/+9)=৮ ও ঠ/০+2//+০-০ লিখিলে (1) হইতে, প্রদত্ত 
সমীকরণটি az +z +o =0 আকারে রূপান্তরিত হয়। 
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সাধারণভাবে a+ bs + ০=0, (740 এবং а, ৮,০ জটিল সংখ্যাগোঠীভুক্ত 
যে কোন তিনটি সংখ্যা ) আকারে প্রকাশ করা! যায় । এই আকারের সমীকরণকেই 
4444 দ্বিঘাত সমীকরণের সাধারণ আকার বল! হয়। 

§2. এ পৰ্য্যন্ত তোমরা যেসকল দ্বিঘাত সমীকরণ সমাধান করিয়াছ তাহাদের 
প্রতিটির দুইটি করিয়া,বীজ পাইয়াছ। নিম্নলিখিত আলোচনায় তোমর! দেখিবে, 
প্রতিটি দ্বিঘাত সমীকরণের দুইটি বীজ থাকে, দুইটির অধিক বীজ কখনই থাকে না। 

উপপান্ত 1. “a, 0, ০ জটিল সংখ্যা গোষ্ঠীভুক্ত যেকোন তিনটি সংখ্যা এবং 
৭740 হইলে ак? + ba + c= 0 এর দুইটি বীজ থাকিবে। 02-4000 হইলে 
ача অসমান এবং 5? — 4ac=0 হইলে বীজদ্বয় সমান হইবে |” 

প্রমাণ £ প্রদত্ত দ্বিঘাত সমীকরণ হইল £ ar? + ১%+০=0 


বা afz? ++) =0, ( а»0) 
উভয় পক্ষকে а দ্বারা ভাগ করিয়া, 


%.,2-0 


EE уру নিও 


0\2. 02 о b3— 400 
М Нш Задї а маз. Уксак 


বা 2+2) {457০ 
বা (+ Кы 2, LET 
অর্থাৎ REK =. 1 E as 


224 


۰ হয় = EE et е নতুবা т маа, са 


көй ডাব 
- b+ ا کف‎ ~b- у – 4ас 
সালা 


a 
"ЕСЙ, &% - 40740 হইলে বীজ দুইটি ভিন্ন হইবে এবং 62 — dac =0 
হইলে উহারা পরস্পর সমান ( প্রত্যেকটি বীজ = =) হইবে | 
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অন্ুসিদ্ধান্ত 2 
А. а, ù, с যে কোন তিনটি বাস্তব সংখ্যা এবং ০ হইলে 
৫%৪+৮+০-০ এর বীজদ্বয় төз iae 45 এবং e Tin, 


লক্ষ্য কর, (i) &2--4৫০-0 হইলে বীজদ্বয়ের প্রত্যেকটি - m 


” স্থতরাং, b? - 4ac= 0 হইলে বীজ দুইটি বাস্তব ও সমান। 
(ii) ৮-4০০১০ হইলে বীজদ্বয় বাস্তব ও অসমান হইবে । 
(Ш) b2—4ae<0 হইলে অর্থাৎ 09-440 «Пе হইলে মনে কর 
&° — 4ас= — p, যখন? একটি ধনাত্মক বাস্তব সংখ্যা। স্থতরাং, еми হইবে, 
-b+ /-p а Да Д 
2а 2а 


বা (-25)+2 ও (-2 тш неу, 


অর্থাৎ বীজ দুইটি পরস্পর অন্ুবন্ধী ( বা প্রতিযোগী ) দুইটি জটিল সংখা! হইবে | 
এক্ষেত্রে বীজ ছুইটিকে প্রতিযোগী অবাস্তব (conjugate complex) বীজ বলা! হয়। 

স্থতরাং b? ~ 4৫049 হইলে az? +02+с=0 এর বীজদ্বয় প্রতিযোগী 
অবাস্তব হইবে। 

В, a, b с যে কোন তিনটি মূলদ সংখ্যা এবং ০৯0 হইলে 
аа? +02 +о-0 এর ачи ১ 4? 8 - 400 এবং у. 


এখানে, (i) b?-4ac=0 হইলে, প্রত্যেকটি বীজ= ече মূলদ 


সংখ্যা ( ` а উভয়েই মূলদ ) 

স্থতরাং, ৮০-4৫০-0 হইলে বীজ দুইটি মূলদ ও সমান | 

Gi) 02 -4৫০৯০ হইলে অথাৎ b? – 4ас ধনাত্মক হইলে দুইটি সম্ভাবনার 
কথ! চিন্তা করা প্রয়োজন । যথা £ 

(а) b2—4ac ff হইলে, মনে কর, b2-4ac=r2, (r একটি 


মূলদ সংখ্যা), 
সুতরাং, বীজ দুইটি হইবে, 23142, -%- r >й, zr 
Ж, ААА ЫЙ үне өт. 
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(b) ৮০ - 4০০১০, কিন্তু পূর্ণবর্গ না হইলে মনে কর, 0%--4ас- k, 
(যখন k ধনাত্মক, কিন্তু কোন үл সংখ্যার বর্গ নহে |) 
স্থতরাং, বীজ দুইটি হইবে ঃ ৭ гы 
অর্থাৎ Eri ы Г, 
কাজেই, b? -dac ধনাত্মক অথচ পুর্ণবর্গ না হইলে বীজদ্বয় পরস্পর 
অনুবন্ধী (বা! প্রতিযোগী ) দুইটি অমূলদ সংখ্যা হইবে। এক্ষেত্রে, বীজ 
দুইটিকে প্রতিযোগী অমুলদ বীজ (Conjugate irrational roots) ব্ল। হয় | 


উপপাস্ত 2. “কোন একবর্ণ faqe সমীকরণের দুইটির অধিক বীজ থাকিতে 
পাবে না। 


প্রমাণ : a,b, c জটিল সংখ্যাগোষ্ঠীভূক্ত যে কোন তিনটি সংখ্যা এবং ৫৮৫0 হইলে 
а3%ісіс-0 *** (1) হইল একবর্ণ দ্বিঘাত সমীকরণের সাধারণ আকার | 
প্রমাণ করিতে হইবে যে, সমীকরণ (1) এর দুইটির অধিক বীজ অসম্ভব | 

যদি সম্ভব হয়, মনে করা যাক্‌, সমীকরণ (1) এর তিনটি fen বীজ <, 19, y 
আছে। স্থতরাং <, f, у এই তিনটির প্রত্যেকটি সমীকরণ (1)কে সিদ্ধ করিবে | 


аҳ? b< + e= 0 ... (2) 

ap? +в+с=0 ১৮:68) 

ау? + by +с=0 e (4) 
(2) হইতে (8) বিয়োগ করিয়া, a(<2 — 8°) + b(< - 8) =0 
11 («-6) [4(«+8)+2]=0  *৮ (5) 


কল্পনা অমুসারে, «+483 ৮, «- #0. 
(5) এর উভয় পক্ষকে (< — В) দ্বারা ভাগ করিয়া, 
а(<+ В)+2=0 .. (6) 

আবার, (2) হইতে (4) বিয়োগ করিয়া, 
а43-у%)%Қ<-у)-0 


বা. (4-7) ((<%)%4-0 ৮৮0) 
কল্পনা Й «747, 2. <-уж0. স্থতরাং, (7) এর উভয় পক্ষকে « y 
দ্বারা ভাগ করিয়া, a(<+y)+b=0 .. (8) 


এখন, (6) হইতে (8) বিয়োগ করিয়া, (8-у)-0 
হয় ৫.0 নতুবা ৪-7=0 অর্থাৎ B=. 


কিন্তু а-0 হইলে সমীকরণ (1) আর দ্বিঘাত সমীকরণ থাকে না। কাজেই, 
2৮৫0. 
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| 2 реу, অর্থাৎ 1 ও у অভিন্ন 1 ইহা আমাদের কল্পনাবিরুদ্ধ। 
| সুতরাং, “az + bz + = 0 এর তিনটি ভিন্ন বীজ আছে” এই কল্পনা ভ্রান্ত । 
এ কোন একবর্ণ দ্বিঘাত সমীকরণের ছুইএর অধিক বীজ থাকিতে পারে 411 
жӛ: L উপপাদ্চ 1 ও 2 হইতে নীচের সাধারণ সিদ্ধান্তে উপনীত হওয়া 
যায়ঃ. 
প্রত্যেক біз সমীকরণের (একবর্ণ) ছুইটি বীজ থাকে ; দুইটির অধিক বীজ 
2 কখনই থাকে all | 
П. যদি сма তিনটি Гея মান <, ৪,7 দ্বার! ৫০০+০০৯০-০ (тт 
কর, ау40 বল! নাই ) সিদ্ধ হয়; তাহা হইলে, 844192 এর প্রমাগ-পদ্ধতি অনুসরণ | 
করিয়া, а(8-у)-0, যেহেতু BY, 2. а-0 i 
a(«+ 8) +b =0 হইতে, b=0 
এবং ৫%৪+৮৮+০-0 হইতে ০.0 
wq, a, b, с এর এই মান তিনটির সাহায্যে ал? + bz + ০৮০ হইতে - 
পাওয়া যার? 0.০+0.৮+০0-০-**'৫) š 2 
যেহেতু, z এর যে কোন মানের দ্বার! G) সিদ্ধ হয়। aea, (i) একটি 
অভেদ। 


হ-এর দুইটির বেশী মান দ্বারা ar? + bz + =0 সিদ্ধ হওয়ায়, 
az? + bz + e= 0 একটি অভেদ | 
$3. দ্বিঘাত সমীকরণের বীজদয়ের প্রকৃতি ( The nature of the roots 
of a quadratic equation ); নিরূপক ( Discriminant ) : 
উপপাদ্য 1 এবং উহার miaa দুইটি হইতে কোন দ্বিঘাত সমীকরণ 
az? + bz +৫=0 (৫৫0) এর да দুইটির প্রকৃতি সম্পর্কে নিয়লিখিত তথ্যগুনি 
পাওয়া যায় £ 
1. a, b, с জটিল সংখ্য! (বাস্তব সংখ্যা নহে ) হইলে, 
(а) যখন 5?—4ас=0, বীজদ্বয় সমান দুইটি জটিল সংখ্যা হইবে। 
(9 যখন 0° _ 4৫০0, еч ভিন্ন দুইটি জটিল সংখ্যা হইবে | 
2. ৫, &, с বাস্তব (মূলদ অথবা অমূলদ ) সংখ্যা হইলে, 
a) যখন /৪-44০-0, ee সমান (- 3) দুইটি বাস্তব সংখ্যা 
হইবে। 
লক্ষা কর, @ এ, b, с অমূলদ হইলে বীজদ্বয় এক্ষেত্রে সমান দুইটি 
অমুলদ সংখ্যা ; হইবে। 
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N 
এবং; Gi) a,b,c মূলদ হইলে বীজদ্বয় সমান দুইটি মুলদ সংখ্যা : 
হইবে। @ 

(9) যখন b? -4০৯০, বীজদ্বয় ভিন্ন দুইটি বাস্তব সংখ।| হইবে | 
221) যখন b? -42০-50 эчи হইবে দুইটি পরস্পর প্রতিযোগী 
জটিল ( অবাস্তব ) সংখ্য | 

3. û, b, মুলদ সংখ্য। হইলে, 

(a) যখন ১4৫০০, কিন্তু পুর্ণবর্গ নহে, বীঞ্জদ্বয় হইবে পরস্পর 

_ প্রতিযোগী দুইটি অমূলদ সংখ্যা, 

এবং যখন b3 - 4৫০ পুর্ণবর্গ, знн ভিন্ন দুইটি মূল সংখ্য। হইবে। 

(0) ষখন 02 - 4৫০০, эчт পরস্পর প্রতিযোগী জটিল সংখ্য। 
হইবে। 

WU: উপরের আলোচনায় লক্ষ্য কর, ৫০৪ +৮+০-,0, (৫৯৫০) এর 
` বীজ দুইটির প্রকৃতি ভিন্নতা b? - 49০ এর উপর নির্ভরশীল | এইজন্য b? – 440 কে 
দ্বিধীত সমীকরণ az? +&%+০-0 এর নিরূপক (Discriminant) বলে | 

54 দ্বিঘাত সমীকরণের বীজ ও সহগের সম্পর্ক (Тһе relations 
between the roots and the coefficients of a quadratic equation) : 

মনে কর, aa? + bz + c =0, (a, b, c জটিল সংখ্যাগোগীৃক যে কোন তিনটি 
সংখ্যা এবং ৫৮০) এর দুইটি বীজ < ও 2. 

তোমরা জান, a? + bz + a= 0, (0740) এর বীজন্বয় :— 

-b+ vó? dao এবং ا‎ 


2a 
-b+ / 4ас , এ AN সক 
Жа ж», а е এবং pa —a 
যোগ করিয়া, <a = Bb + Шы эы 8-10 
тады „д 
PT) a’ 


এবং গুণ করিয়া, 4,৪ „(b+ Vb? —4ac).(- yu ta UE 83 


_0%-(02 - dao) _ 
=. 4080 নুরে 


Rory 105 


এখন, প্রদত্ত সমীকরণের উভদ্নপক্ষকে a দ্বারা ভাগ করিয়া, 


21 + و‎ + 0 bg (i) 


কাজেই, রূপাস্তরিত দ্বিঘাত সমীকরণ G) এর ক্ষেত্রে, 
বীজদ্বয়ের সমষ্টি (= <+ )= -( এর সহগ )--£ 
ও Зачот গুণফল (= 4,৪)=(হ-মুক্ত পদ )= 4, 

অনুসিদ্ধান্ত 4. “কোন একবর্ণ দ্বিঘাত সমীকরণের জট নাজ 
থাকিলে fats সমীকরণটির আকার নির্ণয় করা যায় 1” | 

মনে কর, এ-যুক্ত একটি দ্বিঘাত সমীকরণের বীজ দুইটি < өр, wart 
আকার নির্ণয় করিতে হইবে | 

ধরা 319, সমীকরণটির আকার: Az2+ Bz+ O =0, A40. 


Ba о 
অর্থাৎ, 2%%212%2-0 + ЗМ) 


à B 
л 4+p= 59 31 
ও 4-2 


(1) হইতে, (9) এর সাহাযো পাওয়া যাইবে, 
a? — (< + p) +<8=0 
ইহাই баз সমীকরণটির নির্ণেশ্ব আকার | 
অনুসিদ্ধান্ত В. “যদি ас? + ৯০+০-০, (৫৯০) এর বীজদ্বয় < ер 
হয়, তাহা হইলে, az? + bz + c=a(z -৭) (z В) লেখা যাইবে |” 
যেহেতু, ৫৮০, 7. ৫22+82 + а[а2 + 2, + 4) 
=a[z2 — (< + pz +48] = a[z2 — <z — Bz + <В) 
= a(z — <) (z — В). 
অগ্ুসিদ্ধান্ত С. “4444 দ্বিঘাত সমীকরণের সহগগুলির চিহ্ছ জান! 
থাকিলে দমীকরণটির বীজগুলির (5% জানা যায় ” 
মনে কর, ৫2+০+০,০, (৫5৫0) একটি (441% সমীকরণ এবং <, p উহার 
বীজ। 


তাহা হইলে, <+В= -š, 48-2. 
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G) в উভয়েই ধনাত্মক হইবে যদি < + B এবং «9 উভয়েই ধনাত্মক হয় 
অর্থাৎ যদি -Že £ উভয়েই ধনাত্মক হয়। 


এখন, -5 ধনাত্মক হইলে 5 খণাত্মক হইবে অর্থাৎ bs a বিপরীত 
Баце হইবে | 
আবার, Š ধনাত্মক হইলে сө a একই চিহ্যুক্ত হইবে। 
সুতরাং, Вен বীজই ধনাত্মক হইবে যদি a ও ৫ একই б যুক্ত এবং 


b এর চিহ্ন ৫ (অথব! с) এর (5294 বিপরীত হয়। 
08) x, ৪ উভয়েই খণাত্মক হইবে যদি + ধণাত্মক এবং <. 8 ধনাত্মক 


হয়, অর্থাৎ যদি - attus এবং £ ধনাত্মক z l 


এখন, 12 ATAF হইলে ` ধনাত্মক হইবে, OTR рва একই Баце 


হইবে। আবার, 244146 হইলে, сва একই бете হইবে। 
কাজেই, Фет বীজই 44144 হইবে যদি a, b e c একই (баян হয়। 
Gi) <, В বিপরীত চিহ্যুক্ত হইবে যদি, ০.9 খণাত্মক হয় অর্থাৎ 
যদি = atas হয় অর্থাৎ যদি o e a বিপরীত бее | 


সুতরাং, বীজদ্বয় বিপরীত бате হইবে যদি ৫ ও ০ বিপরীত iage 


হয়। 
অনুপিদ্ধান্ত D. “কোন্‌ শর্ত সাপেক্ষে একটি একবর্ণ দ্বিঘাত সমীকরণ : 
az? + bz +c=0, (৪৯০) 
এর 0) একটি বীজ чө; G) উভয় বীজই sg; Gü) аҹ 
একই সাংখ/মানবিশিষ্ট, কিন্তু বিপরীত fe ; Gv) বীজ দুইটির একটি 
অপরটির 4919, তাহ! নির্ণয় কর! যায়। 
মনে কর, বীজ দুইটি «4 ও 97 


সুতরাং <+ 8 = -5... a) এবং <8-2. ৮৪৮৯৯ (2) 
G) যে কোন একটি Фа wg হইবে যদি <8-04 অর্থাৎ ч 2-0! 


এখন 2-0 হইলে ০০0 হইবে। কাজেই, সমীকরণটির যে কোন একটি 
বীজ Че হইবে যদি «মুক্ত পদ ৫-.0 হয়। 
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(ii) উভয় বীজই শূন্য হইবে যদি «+8=0 এবং 4.9 =0 হয়। 
এখন, €+3-0 হইলে -2-0 অর্থাৎ b=0 হইবে। 
আবার <р-0 হইলে 52-0 অর্থাৎ с=0 হইবে। 
2 উভয় বীজই শুন্য হইবে যদি 2-0-0 হয়। 
(ii) Йән একই সাংখ্যমানবিশিষ্ট কিন্ত বিপরীত бее হইবে অর্থাৎ 
<= চি ф--% হইবে যদি «+9-7%+(-%)-0 হয় অর্থাৎ 
যদি - EMET 


এখন, -৪-০ হইলে 5-0 হইবে। 
কাজেই, বীজদ্বয়ের জাংখ্যমান একই কিন্তু fom বিপরীত হইবে, 
যদি ০-0 হয়। 
Gv) বীজদ্বয়ের একটি অপরটির অস্তোম্যক হইবে খনি < হইলে, 
অপর বীজ Jt 1 হয় অর্থাৎ যদি 49] হয়। 
এখন, «8-2. 2 «ф-1%%ш, 5-1 অর্থাৎ e= а হইবে। 
‚ বীজ দুইটির একটি অপরটির অন্তোগ্যক হইবে যদি с-а হয়। 
55. দুইটি একবর্ণ দ্বিঘাত সমীকরণের সাধারণ বীজ থাকিবার শর্ত : 
মনে কর, ax? +-&%+০-0, (৫৮60) 
এবং ৫42 + 8: +, =0, (৫২ ৮৫0) 
দুইটি RO সমীকরণ 1 
(4) মনে কর, ©з সমীকরণের একটি সাধারণ বীজ আছে এবং সেই 
Феб = <40, (কেননা <= =0 হইলে с=с, =0 হইত АС শর্ত ) | 
স্পষ্টতই, উভয় সমীকরণকেই < সিদ্ধ করিবে | 


а? +06+с=0 н (1) 
ও a,x? +b, +0, =0 >" Š wç (2) 
(1) ও (9) হইতে, 49444 দ্বারা, 
< < 1 
নিল ভি 
০ হইতে, < ا‎ т.908) 


Рр а 2 Ы 
bo, - 0, еда са,-с,а 


108 fate সমীকরণের তত্ব: 


са, = ০২6 
ab, -a,b 


(8) ও (4) হইতে, নির্ণের শর্তাট হইল: 20-00. <4,-с,4 


са; =0, Ab, -0b 
বা (De, - b,0)=(ca, 70102. _ 
(i) মনে কর, সমীকরণ ছুইটির উভয় বীজই সাধারণ। অর্থাৎ প্রথম 
সমীকরণের বীজঘয় <, 8 হইলে দ্বিতীয় সমীকরণের বীজ দুইটিও হইবে <, 8; 
ইহা সম্ভব যদি < + 8 ও «8 এর মান উভয় সমীকরণের ক্ষেত্রেই সমান হয় ү 


অর্থাৎ, যদি $= - এবং = হয় 
1 


১৬১ ا ا‎ гы ن اک‎ 5: (4 
২ са,-с,а аб,-а,% Ж ) 


অর্থাৎ т 220 ex 


স্বতরাং, সমীকরণদ্বয়ের দুইটি বীজই সাধারণ হইবে 
যদি aia = 02, =0: 09 sql 
অনুসিদ্ধান্ত А. দুইটি দ্বিঘাত সমীকরণ : az? + bz + a= 0, (৫৪৮40) এবং 
918+ 0,০+০,=0, (৮২৮০) এর একটি বীজ (ধর, 4) সাধারণ হইলে 


: sbe, —b,e са,-с,а 


অনুসিদ্ধান্ত В. যদি ৫০৪+6%+০-০ এর 49% <, В এবং 
at? +b, + o, =0 এর еч <, y হয়, তাহা হইলে, 


с ৫ 
x. |; এবং «у= — 


а, 
RANZ А হইতে, 


8-1. s= (62200) оа, - а.) 5 


б, -bcla (са, cal a 


ও r=. (аса), s= [eb s , 68. 
+ G, (8০5 -&২০/ ` а, \сау—0б,@ G, 


$ 6. দুইটি প্রয়োজনীয় উপপান্ধ : 

1. “mW সহগবিশিষ্ট কোন দ্বিঘাত সমীকরণের একটি বীজ অমূলদ হইলে অপর 
বীজটি প্রতিযোগী অমূলদ হইবে |” 

প্রমাণ £ যনে কর, az? +02+с-0 এর а, &, ০ যে কোন তিনটি মূলদ 
সংখ্যা এবং ৫৮০. 

যদি সমীকরণটির একটি বীজ m+ п হয ( যখন т, n উভয়েই মূলদ, n>0 
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কিন্তু n কোন sma সংখ্যার বর্গ নয় ) তাহা হইলে m+ J" e লমীকরণটিকে 
সিদ্ধ করিবে। 
a(m + Vn)? + b(m + ул) +с= 0 
বা, (am? + an + bm + с) + Үл (2am + b)= 0. 
বামপক্ষের প্রথম অংশ মূলদ এবং দ্বিতীয় অংশ অমুলদ। যেহেতু উভয় অংশের 
সমষ্টি =0, .. উহাদের প্রত্যেকটি পৃথকভাবে T হইবে | à 
অর্থাৎ, ат?®+Ьт+ап+с=0 = = (1) 
[ в (/n(2am+b)=0, বা 2am+b=0 р (9) 
(ат? + bm + an + с) ~ ,/т(2ат--58)-0 
বা (ат? +an- 2am үп) + b(m- fn) + e= 0 
বা am? +n – 2m п) + 0(т– Jn) + e= 0 
| বা а(т- n)? + b(m – (n) +c =0 
| TOR % - / অবশ্যই az2-+bz-re=0.4a অপর 991 
| যেহেতু m+ /n ও m — /% দুইটি পরস্পর е বা প্রতিযোগী অমুলদ 
সংখ্যা। 
л মূলদ সহগবিশিষ্ট দ্বিঘাত সমীকরণের একটি বীজ অমূলদ হইলে অপর аб 
হইবে প্রতিযোগী অমূলদ | 
i 2. বাস্তব সহগ-যুক্ত কোন দ্বিঘাত সমীকরণের একটি বীজ একটি জটিল 
সংখ্যা হইলে অপর বীজটি হইবে প্রতিযোগী জটিল সংখ্যা! । 
In a quadratic equation with real. coefficients complex 
roots occur in conjugate pairs. 
প্রমাণ: মনে কর, ах? +02+с=0,.4а, 0, ০ যে কোন তিনটি বাস্তব 
সংখ্যা এবং ৫৮৫0) সমীকরণটির একটি a =m +n (যখন m, n উভয়েই বাস্তব, 
0 এবং i= / =1). | 
жэ, m+in অবশ্যই az?+br+e=0 কে সিদ্ধ করিবে। অর্থাৎ 
alm +n)? + b(m + in) + e= 0 হইবে 1 | 
বা (ат? - an? + bm + с) + атт + bn) = 0 হইবে | 
যেহেতু ইহা একটি জটিল সংখ্যা, সুতরাং ইহার বাস্তব ও কাল্পনিক অংশ পৃথকভাবে 


чу হইবে। 


ат? — an? + bm + c =0 ও атт + bn = 0 
(am? – ат? + bm + c) – атт + bn)= 0 
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বা alm? —n? – mni) + bm = іп) + c= 0 
বা am – п)? + b(m - in) + e= 0 
, m- in অবশ্যই az? +2 +с=0 এর বীজ হইবে। 
`7 m+in ও m=in পরস্পর প্রতিযোগী দুইটি জটিল সংখ্যা, 
м বাস্তব সহগধুক্ত (441% সমীকরণের একটি বীজ জটিল হইলে অপর Фа 
হইবে প্রতিযোগী জটিল। 


উদ্দাহরণমালা 
উদাহরণ । দুইটি দ্বিবর্ণ সমীকরণ: 2-У%8-0 এবং 2у-9 এর সাহায্যে 
একটি agad (541% সমীকরণ গঠন করিয়া, এই faato সমীকরণটির সহায়তায় প্রদত্ত 
সমীকরণটি সমাধান কর। 


সমাধান। 
প্রদত্ত সমীকরণদ্বয় £ 
2—у+8=0 
বা а-у-8 0) 
এবং 2-9 ~ 0) 
(9) হইতে (1) এর সাহায্যে, (/-৪)/-9 
বা y?-8y=9 বা y?-8y-9=0 .. (8) 


ইহা &-যুক্ত একটি দ্বিঘাত সমীকরণ। 
যেহেতু (у-1)(у-9)-у%-8у-9-0 
2. দ্বিঘাত সমীকরণ (8) এর বীজদ্বয় হইবে -1,9. 
жфз: (1) হইতে, = -9,1. 
`. প্রদত্ত সমীকরণ ছুই্টির সমাধান হইবে : 
-9 1 
217% 
উদাহরণ 2. সমাধান কর :— 
289 - (i+ 8)2 + 3(4 + 82) =0, যখন / —1 
সমাধান: প্রদত্ত সমীকরণটির সহগত্রয় জটিল সংখ্যা-গোষ্ঠীভুক্ত তিনটি সংখ্যা | 
সমীকরণটিতে অজ্ঞাতরাঁশি z এর দ্বিতীয় ঘাতই সর্বোচ্চ ঘাত এবং 27-44 
সহগ = ৮0, 
প্রদত্ত সমীকরণটি একটি দ্বিঘাত সমীকরণ | 
(8+0 + у(8+ 02 —4,9.3.(4 + 80) 
ы Уы fe 


ইহার ача: 
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(8-4--У9-1-64-16-1% (8+0 -8-6 
বা 4 


এখন, —8— 6i এর বর্গমূল নির্ণয় করিতে হইবে 1 
মনে কর, у-Ө-6%=@+%, (যখন. а, b বাস্তব ) 
উভয় পক্ষকে বর্গ করিয়া, ~ 8—61=а2.- b? 2b 
উভয় পক্ষের বাস্তব. ও কাল্পনিক অংশের তুলনা করিয়া, spi 
a?—b? = -8. (1) এবং 9а45--6- ++ (2) 
(a? +)? = (а? _ b2)? +44202 = 64 + 86=100 = (10)? 
‚ a? +b2=10 ... (8) ( `: বাস্তব সংখ্যার বর্গসমষ্টি সর্বদা ধনাত্মক।) 
(1) ও (8) হইতে, a?=1. col 
এবং 22-9, .. b= 258. 
এখন, (9) হইতে, аб- =8. 
a=1 হইলে b= -8 এবং a= —1 হইলে, b =8 হইবে | 
Ao 1-85 অথবা -1+8% হইবে Бс «Ят! 
প্রদত্ত দ্বিঘাত সমীকরণের Йән হইবে :— 


(8+2+(15 80) 
4 


яб ১০ % ақ 
অর্থাৎ, 1-4% বা pHi 
উদাহরণ 3. একটি দ্বিঘাত সমীকরণ £ 222 -6%+8-0 এর বীজ দুইটির 
প্রকৃতি নির্ণয় কর । 
সমাধান। প্রদত্ত সমীকরণটির নিরূপক = (— 6)° - 4.2.8. =86 – 24= 12 
নিরূপকটি ধনাত্মক ; কিন্ত পূর্ণবর্গ নহে। 
স্থতরাং, ете সমীকরণের সহগত্রয় ҳан বলিয়া, উহার Ән প্রতিযোগী 
অমুলদ 1 
941544 4. দুইটি рә সমীকরণঃ 2%-9,/172-8-0 এবং 
z2 — 10%+8=0 এর বীজগুলির প্রকৃতিগত পার্থক্য নির্দেশ কর। 
সমাধান। প্রদত্ত সমীকরণ দুইটি হইল : 
23-2 ү17 =-8=0 О sa M 
z2—10z+8=0 .. .. (2) 


119 দ্বিঘাত সমীকরণের wq 


সমীকরণ (1) এর নিরূপ =(- 2 /17)3 - 4.1.(-8)=68 + 32 = 100 = (10)? 
হেহেতু, ইহ! একটি পূর্ণবর্গ এবং যেহেতু সমীকরণটিতে с এর সহগ অমুলদ, 
সমীকরণ (1) এর ач অমূলদ ও অনমান। 
সমীকরণ (2) এর নিরূপক = (-10)5--4.1.8-100- 82-78 
যেহেতু, ইহা ধনাত্মক, কিন্তু 4444 নহে এবং যেহেতু উল্লিখিত সমীকরণটির 
সহগত্রয় মূলন, 2. সমীকরণ (2) এর বীজদ্ব্ন অমৃলদ ও অসমান। 
আবার লক্ষ্য কর, সমীকরণ (1) এর £-মুক্ত পদ খণাত্ম্ক 
2 ইহার বীজদ্ব পরস্পর বিপরীত бете! সমীকরণ (2) এর 2-5 পদ 
ধনাত্মক) কাজেই, ইহার Aa একই চিহ্নযুক্ত । যেহেতু এই সমীকরণটির ৫-এর 
সহগ খণাত্মক অর্থাৎ ইহার বীজদ্বয়ের সমষ্টি ধনাত্মক 7 
2 ইহার উভয় বীজই ধনাত্মক 
উদ্দাহরণ 5. যদি <, 19 ও <, 87 যথাক্রমে £৪-%৮+৫-.0 এবং 
2%-р2%4-90 সমীকরণদ্বয়ের বীজ হয়, তাহা হইলে দেখাও যে, 
(6-6) (6-67) + (x -8)%+(8-в с ও тые + – 27 –рр!) 
সমাধান ৷ 
AAT, «+8=р ও “ей 
এবং «+в=р ও LB Egi 
এবন, (€-)৯+(919)+05-192709 – «)? 
(81192) + Ax? 41912) = Ha! + BB’ + 4B’ F48) 
=2[(<+ p)? ৫০0814810৮4 p)? — 28] – 24 Ba ар) 
= 2[р° - 2g] +2[p'2 — 2q'] —9p.p” 
=2/p° —2q +p'3 24 = pp'). 
উদ্দাহরণ 6. একটি (40% সমীকরণ as? + &০+০-0 এর Фф «ও В; 
এমন একটি দ্বিবাত সমীকরণ গঠন কর যাহার ачи 4 ও £. 


x 
সমাধান। «їнї, ++9 ০, 4৪৫ 


<, BL +0 (+ 2-28 (+8 _ و‎ 
B < «8 «в «8 


Ь\? 


এখন, 
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бсб সমীকরণ -2৪-( 
বা сах? + (৮ _ 2০৫) + ca =0. 
উদাহরণ 7. যদি at? + 02+ ০০, (ау#0) এর বীজদ্বয় m ও n হয়, তাহা 
হইলে এমন একটি সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার বীজদ্বয় т? + n° ও mn. 


জমাধান। atta, m+n= 5: mn =£ 
b? - са 


PEPO тп ER n 25 -2- = 


а? 
ও (m° + n2).mn = { m+n)? -2тт} тп 
` 1% -%) c _ (b2 — 2са)с 
а? ук Жағаға 2 Y 


EE йы, а 
бсб সমীকরণটি হইবে : 
৪৪:৪১ ৩৬ 0° = 2¢ 0 
а% аз 


বা a3. 22 - a(b? ca). z + 0(0? — 2са)=0 
Salgada 8. বাস্তব সহগ-বিশিষ্ট এমন একটি দ্বিবাত সমীকরণ গঠন কর যাহার 
একটি বীজ 7-55 (i= У-1) 
সমাধান। যেহেতু বাস্তব সহগ-বিশিষ্ট দ্বিঘাত সমীকরণের একটি বীজ জটিল 
হইলে অপর аб প্রতিযোগী ভটিল হয়, স্থতরাং 7 + 68 হইবে নির্ণের সমীকরণের 
অপর বীজ (*: 7-85 ও 7 + ৪ পরস্পর প্রতিযোগী দুইটি абя সংখ্য) 7 
*, নিৰ্ণেয় সমীকরণটি হইবে : 
z2 — (1= 54 + 7 452) + (7-57 +54)= 0 
aj 22-142 +49 =(-25))=0 
বা z? -láz +74=0. э 
উদ্ধাহরণ 9. зик সহগ-বিশিষ্ট এমন একটি ঘিঘাত সমীকরণ গঠন কর যাহার 
একটি বীজ 4- yT. 
সমাধান 1 মৃলদ সহগ-বিশিষ্ট একটি দ্বিঘাত সমীকরণের একটি বীজ 4- уй 


হইলে সমীকরণটির অপর еб হইবে £+ VT: 


бй সমীকরণটি হইবে : 
aLi- у1+4+у/1,а+ (4+ 4774 /7)-0 
বা g2 -8z + (16—7)=0 
বা z2-8z+9=0 
H. 8. Alg—8 
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উদাহরণ 10. যদি z2 +%%4+%=0 এর {їшї <, ৪ হয় তাহা! হইলে, 
<"5 + 67° এর মান m ও n এর দ্বার! প্রকাশ কর। 
Т -s l, 1 43593 (%05-8%(«-р«д 
সমাধান। < 3+8 ЗОТ ҒЫ УЧР СЫС 


-(-т3-%(-т)т Вт - m3 
উজ [নকল 
উদ্দাহরণ 11. а, b, ৫বাস্তব সংখ্যা স্থচিত করিলে দেখাও যে, 
(z—a)(z -b)+ (z = b)(z -c) +(e - cz а)-0 
সমীকরণটির еч 41941 ইং! হইতে দেখাও যে, a=b=c হইলে AN 
বাস্তব ও সমান হইবে। 
জমাধান। প্রদত্ত সমীকরণটিকে ৫2৪ + ৬৮+ ০-০ আকারে সাজাইয়া, 
82° - 2(a +b + cz + (аф + be +са)=0 
ইহার নিরূপক = Ala +b + с)? — 4.8.(ab + bc + ca) 
=4[a? +b? + с? — ab — bc - ca] 
=4.1.[2a2 +2b2 + 2০৪ = 2ab - 9bc - 9ca] 
=2((a - b)? + (b — с)? + (e - а)?) 
а, &, ০ বাস্তব, 7. ৫-, & -০,৫-৫ বাস্তব 
Й (a – 0)2, (b =0)?; (с - а)? প্রত্যেকটি ধনাত্মক l 
2 নিরূপকটিও ধনাত্মক । সুতরাং প্রদত্ত সমীকরণের Фати সর্বদা ( অর্থাৎ 
а, b, o এর যাবতীয় মানের 57 ) 41941 
এখন, ачи лія হইবে যখন FTF =0 আবার, নিরূপক=0 হইবে যন 
(а – b)2, (b - ০), (с-а)? পৃথকভাবে 4% হইবে। অর্থাৎ যখন ৫ _ &, &-০ 
ও ০-৫ পৃথকভাবে শূন্য হইবে। এখন, ৫--০, b-c=0, с-а=0 হইলে 
a=b, бесес-а. 
প্রদত্ত সমীকরণের বীজদ্ব সমান হইবে যখন a = b = o, 
84494 12. দুইটি (1% সমীকরণ: 929+4%2 +2-0. এবং 
2৫৪ +8т -9 = 0 একটি সাধারণ বীজ থাকিলে m এর মান নির্ণয় কর | 
সমাধান। ধরা যাক্‌, সমীকরণ দুইটির সাধারণ বীজ = এ. 
84° + dma +2-*0 © .. (1) 
ও 2427 84-2 =0 .. .. (2) 
(1) ও (2) হইতে, 4%674 দ্বারা, 
<? < 1 


-8т-674:679-8т 
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AE SP at 
> (0) тавува 0) 
বা <2(8m +6)(8m-9)=«?.100 © + -= (8) 
যেহেতু উভয় সমীকরণের %-যুক্ত পদ ҸӘ নহে, ** 20. - 
<2 দ্বার! (8) এর উভয়পক্ষকে ভাগ করিয়া, 
(8m + 6)(8m —9) =100 
41 64m? - 24m — 54 =100 
বা 642 – 24т – 154=0 
বা 89т2-12т-77-0 
41 32m? - 56m + 44m – 71 =0 
q 8m(4m 7) + 11645) =0 
বা (8+ 11) (4 = 7) =0 
т--ә বা 1 
প্রশ্মমাল। 7 

1. সমাধান কর :— 

G) 922 +(8+41)2+2=0, GD 284 (5 — 8)4 +8(%- 8) =0: 

2. দুইটি অজ্ঞাত রাশি-ুক্ত ( কোনটিই хе নয়) একটি দ্বিঘাত সমীকরণ; 
229 = bz + 92 = 0 কে এক্কটি একবর্ণ দ্বিঘাত সমীকরণে রূপাস্থরিত কর। প্রা 
ажа Rts সমীকরণটি সমাধান করিয়া, উহার বীজঘয়ের সাহায্যে 2 +y=8 
হইতে z ও y এর সম্ভাব্য মানগুলি (845 কর। 

з. নিম্থলিখিত সমীকরণসমূহের বীজগুলির প্রকৃতি নির্ণয় কর :— 

(a) 2%০-৮/-৪-০, (b) 2° +5t=4, (с) 22+42+5=0 
(4) (2+5)22 -# уки +®#-0. 
4. ৫) বাস্তব সহগ-বিশিষ্ঠট একটি সমীকরণের একটি বীজ 8-4У7, 


(d= У-1); সমীকরণটি নির্ণয় কর। 
(b) Чен সহগ-বিশিষ্ট এমন একটি দ্বিধাত সমীকরণ গঠন কর, যাহার একটি 


বীজ 3+2 у3. 
5. যদি az? + ৮০+০.০, (ау40) এর Лечи < ও 6 হয় তাহা হইলে 


দেখাও যে, 
45৮4748488০ 


(0 
Gi) «5-2: = اد‎ > - ao). 
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1 8b 
(ii) at ap+b™ 7 902 +ас 


2 3 
бу) < 5 শা „ukan 


6. аз Таздар, (440) এর বীজন্বয় <, 244 দ্বারা DS হইলে 
দেখাও যে, 


(i) + АКЕМ : 


в? 24° 
Ғы 
G) +. 
(ші) <* +4282 + Bt =(0° — g)(p? – 39). 
7. (m + 1)z2 + 9(m + 8)z + (m + 8)=0, (m +140) সমীকরণের Na 
সমান হইলে m এর মান নির্ণর কর। 
8. একটি দ্বিঘাত সমীকরণ £ (42 02)22 420০4 ad) + (c? + ৫2)- 0 
এর еч বাস্তব হইলে দেখাও যে উহার! পরস্পর সমান | 
9. দেখাও যে, аа? +900+с=0, (৫৮৫০) এর Aam বাস্তব হইলে 
22+ 9(a + c)z + (a? + 20° + 02) = 0 এর аңа অবাস্তব হইবে। 
10. প্রমাণ কর যে, 545+54+ 21:20 এর বীজ সতত: বাস্তব এবং 
a= =o হইলে উহার! পরস্পর সমান হইবে। 
11. D, ৫, m তিনটি মূল সংখ্যা এবং р=т+1 হইলে প্রমাণ কর যে, 
£9+1)2+৫-.0 এর ач মূলদ হইবে | 
12. 1%%44%5-0 এর দুইটি ভিন্ন বাস্তব বীজ আছে। দেখাও যে, 
22° _ 4(1 + b)z + (a? +902 +9) = 0 এর বীজ্ছ্বয় watuq | 
13.() (m -n)z#2+(n-l)z+(1—m)=0, (mn) এর বীজ সমান 
হইলে দেখাও যে, 1, m, n একটি সমাস্তর প্রগতি গঠন করে। 
(9) & m, n вс гея প্রগতিতে থাকিলে দেখাও যে, lz? + ma + n = 0 
এর tawqa সমান | 
М. az? + bz + ০= 0, (৫৮৫০) এর দুইটি 9 «ও 9) এমন একটি সমীকরণ 
গঠন কর, যাহার ечи: 
G) «+k, 6+0; GD h + (fii) 5, е 


1 4 si 
<+? zta” (v) «+ MB, + тх. 


(iv) 
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15. কোন্‌ শর্ত সাপেক্ষে ৫৫০ +০+০-০, (0740) এর ечат () একটি 
অপরটির বর্গ হইবে? Gi) একটি অপরটির চারগুণ হইবে? (ІН) একটি, 
অপরটির সহিত ৪ : 4 অনুপাতে থাকিবে? (іу) একটি অপরটির r গুণ হইবে? 

16. а, b, o তিনটি বাস্তব সংখ্যা এবং 22 + bz +c=0 সমীকরণটির বীজদবয় 
ভিন্ন দুইটি বাস্তব সংখ্যা। প্রমাণ কর যে, £৪+2(+০)০+ (a? +202 + %)=0 
এর বীজদ্বয় অবান্তব। 

17. pz? +qa+r=0, (7৫0) এর বীজদয়ের সমষ্টি উহাদের বর্গের, সমষ্টির 
সমান হইলে দেখাও যে, 

9pr = pq + ৫8. 

18. যদি 22-02+0=0  সমীকরণটির বীজ দুইটির অন্তরের বর্গ 
22 -ол+Ь=0 এর TAT অন্তরের বর্গের সমান হয়, তাহা হইলে দেখাও যে, 
৮৮৫০ হইলে 8%с%4-0 হইবে। 

19. যদি 2? +mz + m=O, (1540) এর বীজদ্বয়ের IIIT 0:0 হয়, তাহা 


ГЕР, Ы 
হইলে দেখাও যে, NERIENE E 
20. 4%%рг%4-0 এর ÅT <, হইলে দেখাও A, 
qz? — (р? — 9q)z + q = 0 এর একটি বীজ м 


০৮৩০৪ кар” | 
21. 322 +6০+2-.0 এর AFAA, হইলে দেখাও যে, F E 


হইবে 822 -18r + 2=0 এর দুইটি বীজ। 
22. মনে কর, ৫৪++০-০0, (070) এর Феҹ <, ॥ এবং 
125 + mz +n=0, (1940) এর 41994 4২১19, 
G) যদি <= J<, এবং B= УВ, হয়, তাহা হইলে দেখাও যে, 
192 + ma? = 2acl এবং le? = а?т. 
Gi) যদি <: =<, £ р, হয়, তাহা হইলে প্ৰমাণ কর যে, 
b? ১ 0,2 =ас; 0304, 
(іі) দেখাও যে, <<, + BB, 49, +<,B হইবে 
01222 — ab lmz + (Inb2 _ 4caln + acm2)=0 এর 
ছুইটি বীজ। 
23. দেখাও যে, 2০ 2৫ + 4.0 এর বীজছয়ের সমান্তর মধ্যক এবং 
2% - 202 +a? =0 এর বীজ দুইটির গুণোত্তর মধ্যক অভিন্ন | 
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24. 2%%Р2:4-0ч44 дач <, В এবং 22 +pz + Q =0 এর Йә 

y, ঠ হইলে দেখাও যে, 22 +2% +q =0 এর বীজ দুইটি হইবে : 
у+д+ 4১ 

25. একটি দ্বিঘাত সমীকরণের বীজছয়ের সমষ্টি 2 এবং বীজ দুইটির ঘনের 
সমষ্টি 27; সমীকরণটি নির্ণয় কর। 

26. 22 tps +q =0 এবং 22 + qz +p=0 এর একটি সাধারণ বীজ আছে 
দেখাও যে, (i) হয় p= q অথবা p+g+1=0, 

Gi) সমীকরণ দুইটির অপর эчт অবশ্যই z2+z+pq=0 এর দুইটি 

বীজ হইবে। 

27. m-aq মান কত হইলে 322 + 4%2+-0 এবং 2z2 + 8% — 2 = 0 
এর একটি সাধারণ বীজ থাকিবে? 

28. দেখাও যে, l+m+n= 0 হইলে 22 + 12+ mn = 0 এবং 

a2 +ma + 0 এর একটি সাধারণ বীজ থাঁকিবে। 

29. р, q, r তিনটি ভিন্ন সংখ্যা হইলে দেখাও যে, 

(р- qa? + (q — r)z + (r =p) = Û এবং (q - r)z2 + (r —p)z + (p — q) = 0 
এর একটি সাধারণ বীজ আছে। 

30. pa? - qa ++=Q0, (৮0) এবং qz? - rz +p=0, (৫৮৫0) এর একটি 
সাধারণ বীজ থাকিলে দেখাও যে, হয় p= {= r 5441р%4%7-0 


উত্তরম।ল। 
4-1 


т» -азф; бі) 788 524 


2. Бой একবর্ণ че সমীকরণটি £ 243 = 6৪+2-:0) যখন = বাধ; 


z ; 


এবং 2.1 হইলে y=2; ও 2=2 হইলে y = 1. 
3, (a) ача অসমান, মূলদ, (9) Фән অসমান, অমূলদ 
(с) বীজ ছুইটি পরস্পর чт দুইটি জটিল সংখ্যা; 
(৭) বীজ ছুইটি সমান ছুই জটিল সংখ্যা 
4.(а) 22 - 6z+16=0 (b) 22 -62-8=0 


Я 
Ж.» 


টিটি সিসির রর কিন 


wawaka 
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7. (i) az?+(b-2ak)s + (о - Dk + ak?) =0 
(ii) cz? + bs +a=0 Gii) 622৪. _ (b? -2০৫)+ o? =0 
(іу) бск? +(02 + ৫০) + ৫০ 
(у) ৫2০০ ab(m + 1)z + [m(b2 — 240) + acm? + 1)]=0 
8. (i) b3 +a?c+ac?=8abo (ії) 492 ас Жм 
(iii) 1202 = 49৫9 (іу) ас(т +1)? =r? 

18. 622 –192-19=0 яте 

$7 অপেক্ষক (Function): একঘাত (Linear) ও দ্বিঘাত (Quadra- 
tic) অপেক্ষকঃ। 

সংজ্ঞাঃ অপেক্ষক (Function) গ-যুক্ত কোন বীজগাণিতিক রাশিমালা 
(যথা, 2243, 9224 5z +9, ৫2৪ + bz +o, 745%9 প্রভৃতি) যদি এমুন হয় 
যে, রাশিমালাটির যান z এর মানের উপর নির্ভরশীল, তাহা হইলে উক্ত রাশিমালাটিকে 
% এর অপেক্ষক (Function ofe) বলা হইবে । প্রতীকের সাহাধ্যে, 249 
অপেক্ষক (Function of z) বুঝাইতে Ха) বা F(z) বা а) লেখা হয়। 

z এবং & যুক্ত যে রাশিমালার মান z এবং y এর মানের উপর নির্ভরশীল (যেমন 
(72 +9у, erry +B, 225 +42у-+3/2+62+8у+9 প্রভৃতি ) 
তাহাকে z ву এর অপেক্ষক বলা হইবে। প্রতীকের সাহাযো e ও % এর 
অপেক্ষক 441805 (ғ, у) বা F(z, у) বা 4, у) লেখা হয় ) | 

সংজ্ঞা: একঘাত ও দ্বিঘাত অপেক্ষক (Linear and Quadratic 
functions): ৫-এর কোন অপেক্ষকে а-ай প্রথম ঘাত 21 অপেক্ষা উচ্চতর 
কোন ঘাত না থাকিলে অপেক্ষবটিকে 2 এর একঘাত অপেক্ষক (Linear 


functicn of z ) বলা হইবে | 

উদ্দাহরণ 1. 7z-+2,8z+9y+5, az--b ইত্যাদি 1 

таң কোন অপেক্ষককে с এর দ্বিতীয় ঘাত z° অপেক্ষা উচ্চতর কোনও 
ঘাত না থাকিলে অপেক্ষকটিকে £এর দ্বিঘাত অপেক্ষক ( Quadraitic 
function of û) বলা হয়। 

উদাহরণ £ 522+ 82+9; ৫2০ +-1%+ 0, (290): ইত্যাদি। 

554, z ও y এর কোন অপেক্ষকে z এর সর্বোচ্চ ঘাত z? এবং у এর সর্বোচ্চ 
ঘাত y? হইলে অপেক্ষকটিকে z ও y এর দ্বিঘাত অপেক্ষক বল! হইবে। 

উদাহরণ : 2৩০+ bry +82; ৫০১+ by? +2hay +9gz+9fy +c; 


প্রভৃতি | 
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5.8 মূলদ অখণ্ড অপেক্ষক (Rational integral function) ¢ 


যদি % একটি অখণ্ড ধনাত্মক সংখ্যা স্থচিত করে. এবং ৫০১ ৫১১ G. An 
মূলদ সংখ্যা (ঞ-মুক্ত ) হয় তাহা হইলে 
ауа” + аа" 1022721৮৮০১ HARD + G, 


আকারে প্রকাশিত যাবতীয় £-এর অপেক্ষককে %এর মৃলদ অখণ্ড অপেক্ষক 
বলা হইবে। 

উদাহরণ: 92-3, 5%2+2%49 প্রভৃতি মূলদ 549 অপেক্ষক | 

$ 9 অপেক্ষকের ঘাত ও সমীকরণের ঘাত š 

Ла) যদি হ-এর একঘাত অপেক্ষক হয়, তাহা হইলে /ш)=0 কে ৫-যুক্ত 
একঘাত সমীকরণ এবং /(z) যদি «-এর দ্বিঘাত অপেক্ষক হয় তাহা হইলে 
Жа)-0 কে হ-যুক্ত দ্বিঘাত সমীকরণ বলা হইবে । তদ্রপ, /(г, у) একঘাত 
হইলে fir, y)=0 কে z, y JE একঘাত সমীকরণ এবং Дл) ছ্বিবাত হইলে 
/৫,%)-০ কে х,у যুক্ত দ্বিঘাত সমীকরণ বলা হইবে | 

বস্তুতঃ / (৪), f(z, &) প্রভৃতি অপেক্ষকগুলি যত ঘাত-বিশিষ্ট হইবে 
Гів)-0, f (z, у)-0 প্রভৃতি সমীকরণগুলিও তত ঘাত-বিশিশ্ট হইবে। 

§ 10. একবর্ণযুক্ত দ্বিঘাত রাশিমালাকে একঘাত উৎপাদকে বিশ্লেষণ г 

তোমরা দেখিয়াছ, ах? + bz +o=0; (ау40) এর ач <, 8 হইলে 
аа? + bz + c= a(z — <) (z — В). 

লক্ষ্য কর, ৫(৮0) একটি সংখ্যা (মুক্ত) এবং 2-4, 2-0 উভয়েই лш 


একঘাত অপেক্ষক | 
ХЫП, аа?+дш+с, (৫8৫0) একটি ааа fats রাশিমালা এবং 


az? +b +0=0 সমীকরণটির Фа < ও р হইলে, 
az? + b+ e= a(z — <) (z - p) 
= (a(z - <)) (z В) = (z = <) fa(z — р) 
= দুইটি একঘাত উৎপাদকের গুণফল | 
দ্রষ্টব্য £(1) <, 8 মূলদ হইলে অর্থাৎ а, b, e মূলদ এবং b? - dac 444 
হইলে 2-< в 2-0 উভয়েই মূল অখণ্ড অপেক্ষক সুচিত করিবে। 2-< ও 
z- B কে বলা হইবে az? + ৬% + o মূলদ উৎপাদক | 
(2 <, 8 অমূলদ হইলে a,b,c অযূলদ এবং b? - dac ধনাত্মক হইলে বা 
а, b, ç মূলদ এবং b3 - 40 ধনাত্মক অথচ পূর্ণবর্গ না হইলে 2--৭ ও z—B কে 
বলা হইবে az? + bz + c এর অমূলদ উৎপাদক | 
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(3) <, В 5444 (অর্থাৎ জটিল সংখ্যা) হইলে 545 b2—4ac ধণাত্মক 
হইলে %- 4 ও ৫-8 কে বলা হইবে аг? + bz іс এর জটিল উৎপাদক | 
(4) «>В হইলে অর্থাৎ &৪-4৫০-0 হইলে ax? +&2 +0= (2 - a)? 
= (২/ (০ = = পূৰ্ণবৰ্গ 
সুতরাং, 92-4ас-0 হইলে ах? + bz + ০ একটি পুর্ণবর্গ রাঁশি হইবে 
( প্রকৃতপক্ষে, «এর একটি একঘাত অপেক্ষকের বর্গ হইবে ) | 
§ 11. দ্বিবর্যুক্ত দ্বিঘাত রাশিমালাকে একঘাত উৎপাদকে বিশ্লেষণ : 
z ও y যুক্ত দ্বিঘাত রাশিমালার সাধারণ আকারটি হইল : 
ax? + by? 42120 + 202 +2fy +0; 
মনে কর, এই রাশিমালাকে একঘাত উৎপাদকে বিশ্লেষণ করিতে হইবে। 
রাশিমালাটি, z <q агару অন্ুারে সাজাইয়া লিখিলে দাড়ায় £ 
az? + 9z(h + д) + (by? + 2fy + 0) 
স্পষ্টতঃ ইহা 2৪+ &% +o, আকারের (৭740 ধরিয়া ) একটি একবণযুক্ত 
দ্বিঘাত রাশিমালা যখন &৬,(=2hy +29) এবং ০,(= by? +2fy +e) যথাক্রমে 
У-44 একঘাত ও RUS অপেক্ষক সুচিত FTA | 
এখন, я-да দিঘাত সমীকরণ: az? + Ahy + 9)2 + (by? +2fy +0) =0 
কে সমাধান করিয়া, 
z -90%/+9) + ২/40% +0: —4.(by* + 2fy + o. 


EN ETE ар 0—0) 
a 


সুতরাং, গৃহীত রাশিমালা az? +2(hy + 9)2 + (by? + 2fy +o) 
= а(2 k=: 4) (2 - В), 


ма ২স][-0/+9)+ (OF aby +g = af)+ (g —а)] 


ও :-Ц-(шір- Уй абут +g = af) + (g —ca) | 
লক্ষ্য কর, « ও ৪ উভয়েই % এর অপেক্ষক। ইহারা উভয়েই %-এর একঘাত 
অপেক্ষক হইলে z-< ও%-/ উভয়েই ++? আকারের একঘাত অপেক্ষক 


স্থচিত করিবে | 
এখন, < ও B উভয়েই фу+т আকারের уча একঘাত অপেক্ষক হইবে 


যদি у? –аб)у? + 200 —af) + (62 -০৫)-%-এর একঘাত অপেক্ষক হয়, 
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অর্থাৎ যদি (72 - ab)y? +9y(hg = af) + (92 -ca = y-7 একঘাত 
অপেক্ষকের বর্গ হয়। 

পূর্ববর্তী অনুচ্ছেদের দ্রষ্টব্য (4) এর আলোচনা жил, ইহা সম্ভব 

যখন (209 - af)}? — 4.(h? > ab)(g* — са)=0 

বা 4g - af)? ~ (h? -ab)'g? —ca)=0 

বা А292 + a2?f2- 2afgh—- h2g2 + ach? + abg2 - ৫2৪০-০ 

বা -alabe +2fgh -af? —bg? _ ch?)=0 

71 abo+2fgh-af?—bg? - eh? =0 

স্থতরাৎ abo+2fgh-af?—bg?-ch?=0 হইলে 

an? + by? + hay +g + WY ыс কে 2 ও у যুক্ত দুইটি 
একঘাত উৎপাদকে বিশ্লেষণ করা যাইবে। 

$12. fots রাশিষ।লার б: 

а, b, с তিনটি বাস্তব সংখ্যা, (a40) হইলে এবং z যে কোনও বাস্তব সংখ) 
45% করিলে az? + bra c এই দ্বিধাত রাশিমালাটি ধনাত্মক কি NT হইবে, 
তাহা az? + bz +c =0 এর বীজদ্বয়ের প্রকৃতি বিচার করিয়া স্থির করা যায়। 

মনে কর, ад? + ৬৫ +০=0 এর বীজদ্বয় < ও В; তাহা হইলে 

az? + bz + e = a(z - <) (z — p). 

এখন, <, В. G) বাস্তব ও সমান অথবা Gi) বাস্তব ও অসমান 
অথবা Gi) অবাস্তব (জটিল সংখ্য! ) হইতে পারে। 

< ও B এর এই তিন ধরণের প্রকৃতি অনুসারে AAAS তিনটি সম্ভাধনা বিচার 
করিতে হইবে £__ 

(a) < যখন বাস্তব ও সমান, az? + bz + c= a(z- <)2 

যেহেতু 2 ও < উভয়েই বাস্তব, 22 а-< বাস্তব, 2. (z — <)? 
4144! ৷ কাজেই, а>0 হইলে (az? + 6%+৫)৯০ এবং a<0 হইলে 
(az? ++ ০0 %4% a এবং (ах? + bz 4 в) অভিন্ন баце । 

() <8%8@ অসমান বাস্তব সংখ্যা হইলে, উহাদের একটি অপরটি 
অপেক্ষা বৃহত্তর হইবেই (কেননা, বাস্তব সংখ্যাগোচীর মো জম সম্পর্কে 
বিদ্যমান )। মনে কর, «>. 

এখন, z যে কোনও বাস্তব সংখ্যা সুচিত করে। কাজেই আমাদের তিনটি 
সম্ভাবনা বিবেচনা করিতে হইবে । যথাঃ 

z> <, অথবা, z<, ЧЧ < > z > jp. 


2-В> 0; কাজেই (z-— <) (z = ক, сы es Ж. 
আবার, z<B হইলে অর্থাৎ 2 <Р<< হইলে, 2- 4০ ах - <0; 


কাজেই (%-)(2-8B)>0 ০ + (EDÊ Жж RY ul 
0) ও (ID হইতে, >< 99412 < 8 হইলে, o 
(5-4) (@-8)> 0, 


কাজেই, ал?+5а+о=а. (а—&)((&-В)=@ (ধনাত্মক সংখ্যা) হইতে 
এক্ষেত্রে বলা যায় যে, “а এবং (az? + bz + с) এর চিহ্ন একই। 
কিন্তু 4>%>ট হইলে, 2-<<0 এবং z- 8>0 হইবে। 
কাজেই (2-4) (2 = p) < 0 হইবে | 
zeat, ах? %бо2%с-а(2- <) (z — В) = a.( 44144 সংখ্যা) হইতে 
বলা যায় যে, «১০৯ হইলে 445 тай < ও 8 এর মধ্যবর্তা কৌন একটি 
বাস্তব সংখ্যা 75% করে তাহা হইলে, а এবং (az2 + bz + e) বিপরীত চিন্ন-যুক্ত 
হইবে। 
(o) <, В যখন অবাস্তব, 
যেহেতু a,b,c বাস্তব, স্থতরাং «ও? পরস্পর অন্থবন্ধী দুইটি জটিল সংখ্যা 
হইবে । মনে কর, <=m-+ in, (m, n বাস্তব )। 
সুতরাং, Вет бп হইবে (যখন Фе %-1)। 
কাজেই, ал? + bz += о(2- 9)(2 - В) а -т- Е) 
= a[(z - т)? – (in)? ] = a[(z - т)? + п?) 
=a. (ধনাত্মক সংখ্যা), (V 2, т, % প্রত্যেকে 
বাস্তব সংখ্যা 7/5% করে) 
чө, a এবং (az? + Dz +e) একই бете | 
উপরের আলোচনা হইতে FARS OT পাওয়া 714 $= 
“a, & o তিনটি বাস্তব সংখ্যা (2740) ; ш বাস্তব সংখ্যাগোষ্ঠীতূক্ত যে কোন aaf 
সংখ্যা এবং ar? + ০2 +০..0 এর еч <, p হইলে, 
যখন <, 9 বাস্তব ও সমান এবং z সংখ্যাটি < ও 3 এব মধ্যবর্তী তখন a ও 
(৫০০+2+০ পরস্পর বিপরীত бетті чэче, সর্বদা! а এবং 
(৫৪ +12+০) অভিন্ন бете হইবে ৷” 
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8 13. দ্বিঘাত রাশিমালার গরিষ্ঠ বা চরম মান (Maximum value) š 
লঘিষ্ঠ а] অবম মান (Minimum value) š 

মনে কর, a, b, с তিনটি বাস্তব সংখ্যা, (940) ; -৫ বাস্তব matige 
যে কোন একটি সংখ্যা এবং ar?+br+o একটি দ্বিঘাত রাশিমাল! সুচিত করে। 


এখন, az2 + bz + с=а[аз +5+2) 
“(д -Ш%2 
e) 


=a +) +440- b2 ХЕ টি (i) 


যেহেতু 2,0, ৫ বাস্তব এবং ৫৫০, 2. (242) কখনই ধণাত্মক নহে, 
অর্থাৎ (242)? হয় ধনাত্মক নতুবা 1 
TR 0) a >0 হইলে alet Ë] হয় ধনাত্মক অথবা ৃন্ত হইবে | 
লক্ষ্য কর, “(е +2)*-০ হইলে অর্থাৎ z = _ А 4 হইলে, 
az? +öz+on 400—0 এবং ৫ (e+ ০) ৯০ হইলে, 
ах? + be+ > হয়। 
কাজেই -Ż 4 ভিন্ন 244 যাবতীয় বাস্তব মানের ক্ষেত্রে ax? + bz + ০ এর 
মান шеси, অপেক্ষা 4594 | 
5941, ৫৯৯০ হইলে, ৫৫2+ ৬৫4.০ এর মান লথিষ্ঠ (বা অবম ) হইবে যখন 
ше -2 এবং লথিষ্ঠ মানটি হইল = М 
TÈT: লক্ষ্য কর, এর সাংখামান È হইতে যত বাড়ান হইবে 


+ Ai এর মানও তত বাড়িবে। হতরাং, а ধনাত্মক হইলে, az? + bz кс 
এর মানের কোন উধ্ব সীমা নাই। 
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Gi) <0 হইলে 42:2) 144044 নতুবা че RA 
লক্ষ্য কর, (2+2) =0 হইলে, অর্থাৎ z= - হইলে 


4ac—b2 
ал? + م + ےا‎ = - ভুত, few a (2+2) <0 হইলে, 


--5% =š 
аа? ++ )د‎ সংখ্যা + 440 داد‎ 


কাজেই, হু ভিন্ন z এর যাবতীয় বাস্তব মানের ক্ষেত্রে ах? + bz +0 এর 


4 
যান о-и. অপেক্ষা ক্ষুদ্রতর | 


স্থতরাং, ৫২৩০ হইলে, ৫2৪ + bz +0 এর মান গরিষ্ঠ বা চরম হইবে যখন, 


না... 4৫০ - b2 
t= ga এবং চরম বা গরিষ্ঠ মানটি হইবে সদ 


b 842 

দ্রষ্টব্য: z এর সাংখ্যমান 2а হইতে যত বাড়ান হইবে (+2) এর 3146: 

তত বাড়িবে; স্থতরাং ШЕ +2) এর মান তত কমিতে থাকিবে । কাজেই, a- 
ধণাত্মক হইলে ar? + bz + c এর মানের কোন fas সীমা নাই | 


উদ্দাহরণমাল! 
Beta 1. % বাস্তব সংখ্য! সুচিত করিলে, কোন্‌ শর্তাধীনে 22z2+5z—8- 
খণাত্মক হইবে? 2 এর মান কত হইলে 2%*4+5%- 8 এর মান ШЫБЫ Фаг 


A afd মানটিই বা কত হইবে? 
জমাধান। 2%245%-8=0 সমীক্রণটি সমাধান করিয়া, 


—5+,/@5+94 -541 
5 тақтатас аа ЖТ; 


2= 

সুতরাং, 202 +5e—8=0 এই দ্বিঘাত সমীকরণটির Азан হইল £ 6 ~8. 
942 + a —8 =9(z - 3) [z —(—9)]. 

ma: দ্বিঘাত রাশিমালাকে একঘাত উৎপাদক বিশ্লেষণ সংক্রান্ত wq প্রয়োগ 

না করিয়া সরাসরি 002 +623 কে তোমার পরিচিত পদ্ধতিতে. উৎপাদকে 


বিশ্লেষণ করিতে পার । যেমন, 
224 62-8৮-2224 62 -%--8 (248) - Қа +98) 


-@-1 +3) =9( -4}[(@-(—8)]! 
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gia, —8<1. | 
স্থতরাং, -_8-5৯-:৪ হইলে 2(z - yz -(—8)]>0, 
z< O<} হইলে (০--$)[ = (- 8)]>0, 
z= -8 বা х=} হইলে 2(z—1)[z - (-8)) =0 
এবং —38<z< হইলে, 2(z - yz - ( - 8)] <0 
224434 -8 4164 এর মধ্যবর্তী হইলে 2z2 + 5z — 8 খণাত্মক হইবে | 
আবার, 2z?+bz-3=2(z2+3e)-8=2[z2 +242 + 28] - 36 —8 
| =r +i) -At 
যেহেতু z বাস্তব সংখ্য! সুচিত করে, .. (243)? কখনই খণ।ত্মক হইবে না 
অর্থাৎ (z + 02 হয় শুন্য নতুবা ধনাত্মক হইবে। 
এখন (2+) =0 হইলে z= - 5, 
এবং 222+52-8- 92 +$)2 7488৭ 3 2... (1) 
আবার, (z+42>0 হইলে 222 +ঠ2 - ৪- 2 +t)? – 4®> — 88 ... (9) 
(1) ও (9) হইতে, 922 + ৮2 ৪১৯ - 4 
4945, প্রদত্ত রাশিমালার মান লঘিষ্ঠ হইবে যখন z= - 5 
এবং লিষ্ট মানটি হইবে - +e 
উদাহরণ 2. 24194 সংখ্যা সুচিত করিলে দেখাও যে, 


22 —-8х+4 
এত 5+ 4 এর মান 7 ও } এর মধ্যবর্তী | 
22-8ӛг-4 


অনাধান। «П p= bre 
у(2° + 82 +4) =a? - 82+ 4 
বা (y -1)z2 + 82(/+1)+4(%- 1)=0. 
ইহা ле দ্বিঘাত সমীকরণ যেহেতু z বাস্তব সংখ্যা সুচিত করে। 
এই দ্বিবাত সমীকরণটির (544% খণাত্মক হইতে পারে না। 
অর্থাৎ 99 +1)? -16(y - 1) ¢0 
বা (8৮+1)+46/-1)0088+1)-4-1))40 
বা (7У-1(-у%740 
al -1/-+)/-1)%0 
(-+)/-?)+০--(1) 
অর্থাৎ (y -$)(/ — 7) ধনাত্মক নহে। 
লক্ষ্য কর, у>7 অথবা у<} হইলে (у - 80 -T> O | 
Чэй, ума মান? অপেক্ষা বেশী বা + অপেক্ষা কম হইলে (1) সিদ্ধ হয় না। 
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এখন দেখা যাক FAT অথব। уе} অথবা $২ হইলে (1) fs হয় 
কি না। 
т: y=7 অথব! уе} হইলে (/-$)৫-7)-0 হয় 
অর্থাৎ (/-$)(% = Т) ধনাত্মক হয় না। 
আবার, ফু! হইলে Y-+>0 ও у 10 হয় 
asas (у-Юу—1)<0 হয় 
অর্থাৎ (у – (0-7) ধনাত্মক হয় না। 
কাজেই, বাস্তব হইলে 4৫৫7 হইবে 
অর্থাৎ প্রদত্ত অপেক্ষকটির মান + ও 7 এর মধ্যবতী হইবে | 
উদাহরণ 3. т-44 মান কত হইলে 222 + 82у +y? + T2 +my +O কে 
দুইটি একঘাত উৎপাদকে বিশ্লেষণ করা যাইবে? 
সমাধান। ele রাশিমালাকে z «а অধ ক্রম অনুসারে সাজাইয়া, 
222 + z(7 + 3y) +(у2 + my + 6) © (1) 
হ-যুক্ত দ্বিবাত রাশিমালা (1) কে দুইটি একঘাত উৎপাদকে বিশ্লেষণ করা যাইবে 
যদি 922 +a(7 + 8y)+ (y? +my+6)=0 এই түе দ্বিঘাত সমীকরণের 
নিরূপক (T+ 3y)? -8:০ + my + 6) পূর্ণবর্গ হয় 
অর্থাৎ যদি &০+2/091 _4%) +1 9 হয় 
অর্থাৎ যদি %2 +9%0] -47%)+1-0 এই: узарт দ্বিঘাত সমীকরণের 
বীজদ্বম সমান 511 
এখন, %2+2(1 — 4m) + 1 = 0 এর বীজ সমান হইবে যদি ইহার নিরূপক 
4(@1-4т)%—4=0 হয়। | 
অর্থাৎ, যদি (21 - 4m)? - 1= 0 
বা (21-4т + 121 _4% -1)=0 
বা (11- 2m)(5 – m) = 0 হয়, 
অর্থাৎ যদি mM = বা 22- হয় 
т Ra মান-ঠ অথবা 53. 


eat 8 


1 z যে কোন বাস্তব সংখ্যা স্থচিত করিলে নিম্নলিখিত রাশিমালা গুলির 


কোন্টি ধনাত্মক এবং কোন্টি ধণাত্মক fade কর :— 
(i) 1022-72-18. (ii) 127-822-15, (iii) 4৫9 _ 192 +9. 
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: 4 
2. % যে কোন বাস্তব সংখ্য। হইলে দেখাও যে, 2202—30 +8 সতত ধনাত্মক 
হইবে। 
3. দেখাও যে, 1 ও & এর মধ্যবর্তী অসংখ্য বাস্তব সংখ্যার যে কোন একটি 
z দ্বারা সুচিত হইলে, 2%2 _ 5 +8 খণাত্মুক হইবে | 


4. দেখাও যে, Y এবং 1 এর মধ্যবর্তী বাস্তব জংখ)াগুলি ব)তীত অন্ত 


যে কোনও বাস্তব সংখ্যাকে 2 দ্বার! স্থচিত করিলে, 2z2-8z+1l ধনাত্মক 
হইবে। 


5. যদি z বান্তব-সংখ|াগোর্ঠীতূক্ত যে কোন সংখ্যা সুচিত করে তাহা হইলে, 
z এর মান যে দুই বাস্তব অখণ্ড সংখ্যার ষধ্যবর্তী হইলে 24z—27- 4%? ধনাত্মক 
হইবে তাহা নির্ণয় কর | 


6. z বাস্তব সংখ্যা স্ুচিত করিলে দেখাও যে, 


G) যধন 2-1, তখন (2+9)(5 _ 22) গরিষ্ঠ মান প্রাপ্ত হয় এবং গরিষ্ঠ 
af হয় 103. 


(1) г--і হইলে, 422 +122-+9 এর মান লথিষ্ঠ হইবে এবং এই 
afad মানটি হইবে শষ্য ৷ 
Gii) 2741 হইলে, (52° - 107 + 12)>7. 
7. (ч কোন বাস্তব সংখ্যা সুচিত করিলে, দেখাও যে, 


—22+4 
O 14257883448 


(ii) = এর a в গরিষ্ঠ মান দুইটি যথাক্রমে _ ту ও 1. 


Gii) (æ? – 20)(02—0- с)-1, (যখন, b, ৫ বাস্তৱ) এর কোনও বাস্তব 
মান b ও c এর মধ্যবর্তী নহে। 
52 
бу) a,b বাস্তব হইলে, ү — E 22712 এর মান সর্বদা বাস্তব সংখ্যা- 
суе হইবে 1 


8. %-এর মান কত হইলে নিলিখিত (Фа দ্বিঘাত রাশিমালাছয় দুইটি 
'একঘাত উৎপাদকের গুণফল হইবে লিখ :— 


(i) у°?+92ту+9х2+ту—8. 
(1) 222 + may +8y? = bw = 2. 


- Ç > 
чтв феб তব 19 
9. বদি 922 камеу ৯৮৭৭ দুইটি একঘাত উৎপাদকে 
বিশ্লেষণযোগ্য হয়, তাহা হইলে দেখাও যে, М 444% 
Ë + 4at + 2a2 + 6 =0 এর একটি বীজ হইবে | 
10. যদি 22+ 6%/ +y? +9z—9g+17=0 স্মীকরণটি z ও J এর বাস্তব 
মানের দ্বারা, সিদ্ধ হয় তাহা হইলে দেখাও যে, 2 এর মান 2 এবং — 1 এর মধ্যবর্তী 
হইতে পারে না এবং у এর মান _ 2 ও 1 এর মধ্যবর্তী হইতে পারে না। : 
11. যদি 22 +02 52—6=0 সযীকরণটি т ও y এর বাস্তব মানের দ্বারা 
সিদ্ধ হয় তাহা হইলে দেখাও যে, 223 এবং -4<у< হইবেই। | ¿ 


è 


উত্তরমালা 
1. 0) ধনাত্মক Gi) খণাত্মক (іі) ধনাত্মক 
5. 9,4 8, G) -%, (i) “£7 


H. 8. Alg—9 


с. ও 
অষ্টম অধ 
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( Permutations and Combinations ) 


বিন্যাস 
$1. Rataa ধারণ। £ 


উদাহরণ (1): মনে কর, তোমাকে A, В, 0 এই তিনটি হরফের একটি 
করিয়! মডেল দেওয়া হইল এবং উহাদের ভিতর হইতে челт দুইটি করিয়! হরফ 
লইয়া সম্ভাব্য সকল রকমে সাজাইতে বলা হইল | 

প্রথম পরিকল্পন! £ ধরা qe, প্রথমে 4 ও B এই দুইটি হরফ লইয়াছ। 
А হরফটিকে টেবিলের উপর রাখিয়া উহার দক্ষিণ পার্শ্বে হরকটি রাখিলে, 
হরফ ছুইটিকে এক প্রকারে (4, В) {ТБ ] সাজানো হইল। আবার, А হরফের 
415414 B হরফটি রাখিলে অন্য এক ধরণের ((В, 4) ধাচে ] সাজানো হইল 1 
স্থতরাং, তিনটি ভিন্ন হরফের মধ্য হইতে 4 ও B কে ARa ছুই প্রকারে সাজানো বা 
RIE করা যায়। লক্ষ্য কর, 4 ও В হরফ দুইটির পরিবর্তে 4 ও С অথবা, 
Be О হরফ-জোড়া লইয়া অঙ্র্ূপভাবে ( অর্থাৎ প্রতিজোড়া হরফের ক্ষেত্রে ছুই 
প্রকারে ) সাজাইতে পারিতে। কাজেই, প্রদত্ত তিনটি হরফেন্র মডেল হইতে একসঙ্গে 
দুইটি করিয়া লইয়া নিম্নলিখিত ছয়টি ধরণে সাজানে! বা їз কর! সম্ভব :— 


(4, В); (В, 4); 
(4, 0) ; (с, 4) Кг зле (1) 
(B,C), (C, B). 


উপরের (1) এ লক্ষ্য কর (4, В) at (B, 4) একই সংগ্রহ (collection) বা 
সংকলন (set) সুচিত করে, কিন্তু (4, B) সংগ্রহটির উপাদান А, В যে ক্রম (order) 
অমুদারে সাজানো আছে, (В, 4) সংগ্রহের উপাদান B ও А তাহার বিপরীত ক্রমে 
[зз রহিয়াছে । (4, О), (0,4) অথবা (В, С), (0, В) এর ক্ষেত্রেও অনুরূপ 
ব্যাপার লক্ষ্য কর। geal, (1) এ বর্ণিত সংগ্রহগুলি সকলেই ভিন্ন নয়; প্রত্যেকটির 
Bria এক একটি নির্দিষ্ট ক্রমে সাজানো আছে। 

(1) এর অন্তর্গত প্রতিটি arga সংগ্রহ হইল এক একটি ADA এর 
(permutation) উদাহরণ। স্পষ্টতঃ এখানে AKT (89084 সংখ)1-6. 

দ্বিতীয় পরিকল্পনা: টেবিলের উপরে দুইটি স্থান ১ম ও ২য় স্থান হিসাবে 


94134 
চিহ্নিত কর (পাশের ছবি দেখ ) | EE 
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১ম স্থানে 4 হ্রফটি রাখ । এইবার, ২য় স্থানে B অথর। C যেকোন একটি 


হরফ রাখিতে পার (নীচের বিন্যাস I ও II দেখ)।! 
১ম | 
A | с 


১ম 
fagta I — {вэл U 
তদ্রপ, ১ম স্থানে B হরফটি afan ২য় স্থানে А অথবা С রাখিতে পার 
(বিন্যাস Ш вІҮ দেখ)। আবার, ১ম স্থানে 0 রাখিয়া ২য় স্থানে 4 অথবা B 


রাখা যায় (বিন্যাস V в УІ адау) 1 
ете 
BIC 


১ম 


১ম | ২য় 
fata ш == বিন্যাস IV 
৪] 4 


ОБ: | 
বিন্যাস ৮ —|— 
с F 
লক্ষ্য 94: (1) এখানে, মোট বিশ্যাস-সংখ্যা-€ 
(2) ১ম স্থানে 4 অথবা В অথবা 0 যে কোন একটি হরফ 
রাখিতে পারা যায় অর্থাৎ ১ম স্থানটি তিন উপায়ে পূর্ণ করা সম্ভব 1 
(8) ১মস্থানে 4 বসাইবার পরে ২য় স্থানে В অথব! 0 বসানো যায়, অর্থাৎ 
১ম স্থানটি 4 হরফ দ্বারা পূর্ণ করিবার পরে ২য় স্থানটি ছুইভাবে পূর্ণ করা সম্ভব | 
ইহার ফলে, ১ম স্থানে 4 আছে এইরূপ দুইটি বিন্যাস (বিন্যাস ] ও IL) স্ব । 
তদ্রপ, ১ম স্থানে В আছে এইরূপ দুইটি বিন্যাস ( বিস্যাস ШІ ও IV ) এবং ১ম 
স্থানে 0 আছে এইরূপ দুইটি বিন্যাস ( বিন্যাস V ও VI) সম্ভব ৷ 
উদাহরণ 01) £ মনে কর, 4, В, 0 এই হরফ (পূর্ববর্তী উদাহরণে উল্লিখিত 
মডেল তিনটি ) তিনটির সব কয়টিকে একসঙ্গে লইয়া যতভাবে সম্ভব সাজাইতে বলা 
হুইয়াছে। \ 
ধরা যাক্‌, টেবিলের উপরে (তিনটি স্থান ১ম, ২য় ও ওয় স্থান হিসাবে (নীচের 


ছবি দেখ) চিহ্নিত করিয়াছ £ 
шеті 


বিন্যাস УІ 


өті 


১ম স্থানে 4 হরফটি রাখ। অবশিষ্ট দুইটি স্থানের аяб В এবং safro C 
হরফটি রাখিতে পার (RIF 1 দেখ); WA ২য় স্থানে Оов গয় স্থানে B 
রাখিতে পার (বিষ্যাস П দেখ )। 
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বিন্যাস 1: বিন্যাস 11: ১ম | ২য় о. 
EAB. 


“১ম | ২য় | og 


4|В|6 


эз, B হরফটিকে ১ম স্থানে বসাইলে, ২য় স্থানে 0 এবং ওয় স্থানে 4 বসানে। 
যায় অথবা ২য় 4 ও ৩য় স্থানে O বসানো যায় (নীচের 8914 ШІ ও IV с); 


বিন্যাস Ш ১ম fia IV: 
B 


аз 


G 


93 


ДА |51981 
BAVO 
এবং 0 কে ১ম স্থানে PR, অবশিষ্ট ২য় ও ow স্থানে 4ও B কে নিম্নলিখিত 
উপায়ে বসানো চলে (বিস্তাস V ও VI দেখ): 
বিন্যাস V š НЕ বিন্যাস VIS | ow [ая | ৩য় 
CAIB C| BIA 
লক্ষ্য কর, (1) এখানে মোট ছয়টি বিন্যাস সম্ভব অর্থাৎ প্রদত্ত তিনটি হরফের 
সবক্য়টিকে একসঙ্গে লইয়া ছয় প্রকারে সাজানো সম্ভব | 
(2) ১ম স্থানে 4 অথবা B অথব1 O বসানো যায়। কাজেই, ১ম স্থানটি 
তিন উপায়ে পূর্ণ করা যায় । 
(8) ১ম স্থানে А হ্রফটি রাখিবার পরে ২য় ও ওয় স্থানে অবশিষ্ট দুইটি অক্ষর 
В в 0 কে দুইভাবে [ (B, 0) ও (g, 7) ক্রম saaka ] বসানো যায়। ইহার 
ফলে, ১ম স্থানে 4 আছে এইরূপ' দুইটি বিন্যাস (বিশ্তাস I ও IL) সম্ভব। 
সহুরপভাবে, ১ম স্থানে В আছে এইরূপ দুইটি বিন্যাস (বিন্যাস Ш ও IV) এবং 
১ম স্থানে 0 আছে এইরূপ দুইটি বিস্তাস (বিন্যাস V ও ҮІ) সম্ভব | 
Š 2. বিষ্যাসের প্রতীক ? উপরের উদাহরণ (Т) এ দেখিয়াছ তিনটি ভিন্ন হরফ 
হইতে একসঙ্গে দুইটি করিয়া লইয়া সম্ভাব্য সকল" প্রকার шю সংখ)1-6, 
বস্তুতঃ, যেকোন তিনটি (ең aw হইতে একসঙ্গে দুইটি করিয়া লইয়া সম্ভাব্য 
বিন্যাস হইবে মোট 6টি। প্রতীকের সাহায্যে এই কথাটি প্রকাশ করা হইবে 
এইভাবে : 3Р,-6 
লক্ষ্য কর, 3টি ভিন্ন বস্তু (উদাহরণ (ID এ তিনটি হরফের কথ! বলা হইয়াছে।) 
হইতে একসঙ্গে সবকয়টি লইয়া AI কর! সম্ভব এবং এইরূপ সম্ভাব্য সকল প্রকার 
Rara সখা-6$ প্রতীক-সাহায্যে এই কথাটিকেই ЗР, =6 লেখা হইবে। 
সাধারণভাবে, ARAE বিভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে > সংখ্যক বস্ত 
লইয়া (% ও” উভয়েই স্বাভাবিক সংখ্যা এবং л>) সস্তা ধ্য সকল প্রকার 
বিস্তাসের সংখ্য। বুঝা ইতে "Р, প্রতীকটি ব্যবহার করা হয়। 
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53. বিন্যাস-সংক্রান্ত তবগুলি আলোচন! করার পূর্বে একটি, প্রয়োজনীয় AS 
জান! দরকার। নিয়ে এ প্রয়োজনীয় নীতিটি বিবৃত কারিয়া উহার সাবান 
দেওয়া হইল :— 

নীতিটির বিবৃতি £ “যদি কোন একটি কাজ m সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে করা যায় 
এবং কাজটি এ m সংখ্যক উপায়ের যে কোন একটি উপায়ে করার পরে যদি অন্য 
একটি কাজ n সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে করা যায়, তাহা হইলে উভয় কাজ একসঙ্গে 
(বা মিলিতভাবে ) ma সংখ্যা উপায়ে করা যাইবে |” 

মনে কর, দুইটি কাজের ১ম কাজটি m সংখ্যক উপায়ে করা যায়। এই m 

147% উপায়কে ১ম, ২য়, очу, әд উপায় হিসাবে চিহ্নিত কর। 

১ম কাজটি এই m সংখ্যক উপায়ের যে কোন একটি উপায় করার পরে, মনে কর, 
২য় কাজটি % সংখ্যক উপায়ে করা যায়। ২য় কাজটি করায় এই n সংখ্যক উপায়কে 
১ম, ২য়, OF, °°, под উপায় হিসাবে চিহ্নিত কর। 


ধরা যাক্‌, ১ম কাজটি ১ম উপায়ে করা হইল। এইবার, ২য় কাজটি ১ম উপায়ে 
করা হইলে ১ম ও эз কাজ দুইটি একসঙ্গে (মিলিতভাবে ) একটি নির্দিষ্ট উপায়ে 
সম্পন্ন হইবে। ২য় কাজটি ১ম উপায়ে না করিয়া ২য় উপায়ে করিলে, ১ম ও ২য়, 
উভয় কাজ একসঙ্গে দ্বিতীয় একটি উপায়ে সম্পন্ন হইত ।এইরূপে, ১ম কাজটি ১ম 
উপায়ে করার পরে ২য় কাজটি ১ম বা ২য় উপায়ে না করিয়া ওয়, 84.055) %-তম 
উপায়ের যে কোন: একটি উপায়ে করিলে, প্রতিক্ষেত্রেই কাজ দুইটি একসঙ্গে এক 
একটি উপায়ে সম্পন্ন হইত। কাজেই, ১ম কাজটি ১ম উপায়ে করার পরে ২য় 
কাজটি % সংখ্যক উপায়ের যেকোন একটি উপায়ে কর! যায় বলিয়া উভয় কাজ 
মিলিতভাবে n সংখ্যক উপায়ে করা সম্ভব | 

щч, ১ম কাজটি ১ম উপায়ের পরিবর্তে ২য় অথবা оң чч, অথবা 
m-a উপায়ের যে কোনটিতেই কর! হউক ন। কেন, প্রতিক্ষেত্রেই ২য় কাজটি т 

ংখ্যক উপায়ে কর! সম্ভব ; সুতরাং প্রতিক্ষেত্রেই, ১ম ও ২য় কাজ মিলিতভাবে 

n সংখ্যক উপায়ে করা সম্ভব। 

£, উভয় কাজ একসঙ্গে ( বা মিলিতভাবে ) m n সংখ্যক উপায়ে করা ASI | 

উদাহরণ : 44401 অনুচ্ছেদের উদাহরণ (1) এর দ্বিতীয় পরিকল্পনার কথা ধরা 
Ші সেখানে লক্ষ্য কর, ১ম কাজটি হইল ১ম স্থান পূর্ণ করা এবং ২য় কাজটি 
২য় স্থান পুর্ণ করা। 

১ম স্থানটিতে А,В,С এই তিনটি হরফের যেকোন একটি বসানে! যার; 


+ 
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" স্থতরাং, ১ম স্থানটি তিনটি উপায়ে পূর্ণ করা সম্ভব অর্থাৎ ১ম কাজটি তিনটি উপায়ে 
করা 7 | 


এখন, ১ম স্থানে প্রদত্ত তিনটি হরফের যে কোন একটিকে TAA পরে অবশিষ্ট 
দুইটি হরফের যে কোন একটিকে ২য় স্থানে বসানো যায়, স্থতরাং ২য় স্থানটি দুইটি 
উপায়ে পূর্ণ করা যায়। অর্থাৎ প্রথম কাজটি তিনটি উপায়ের যে কোন একটি উপায়ে 
করিবার পরে ২য় কাজটি দুইটি উপায়ে করা যায়। 

o উপরিলিখিত নীতি HAT ১ম ও аң কাজ একসঙ্গে (বা মিলিতভাবে ) 
করা যাইবে 8х2-60 উপায়ে অর্থাৎ, ১ম ও ২য় স্থান একসঙ্গে পুর্ণ কর! যাইবে 
6টি উপায়ে। 

Wg: প্রদত্ত হরফ তিনটি হইতে একসঙ্গে দুইটি করিয়া লইয়া মোট 6টি 
(8914 সম্ভব। অর্থাৎ 5Р,-6 

উপরিলিখিত আলোচনা অনুসারে, 
sP, =8x2 

54. বিন্যাস সংক্রান্ত প্রতিজ্ঞাবলী ° 

গুতিজ্ঞা 1. “m সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে (বা এক যোগে) r 
সংখ্যক করিয়া লইয়া (n ও r উভয়েই স্বাভাবিক সংখ]া এবং %১৯% ) সম্ভাব্য সকল 
প্রকারে বিস্যাসের সংখ্যা =n(n - 1) - 2) (n = r +1)” 

প্রমাণ £ মনে কর, n সংখ্যক বিভিন্ন 44 এবং r সংখ্যক YY স্থান আছে। 
এই n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একটির পর একটি বস্তুকে r সংখ্যক TETA 


পর পর বদাইয়! যতগুলি উপায়ে উক্ত শৃন্তস্থানগুলি পূর্ণ করা সম্ভব, তাহাই হইবে 
নিৰ্ণের বিস্তাস-সংখ্যা। 


স্থবিধার wg, r সংখ্যক শূণ্য স্থানের যে কোন একটিকে ১ম স্থান এবং অবশিষ্ট- 
গুলিকে (একটির পর একটি হিসাবে) эх, ওয়,......, £-তম স্থান হিসাবে бв 
করাযাক্‌। 

১ম স্থানটি n সংখ্যক বিভিন্ন awa যে কোন একটির দ্বারা পূর্ণ করা যায়। 
Чэй, ১ম স্থানটি n সংখ্যক উপায়ে পূর্ণ করা সম্ভব। এই n সংখ্যক উপায়ের 
যে কোন একটি উপায়ে ১ম স্থানটি পূর্ণ করিবার পরে অববিষ্ট %-] সংখাক বস্তুর 
যে কোন একটি ২য় স্থানে বসানো .'. ১ম ও ২য় স্থান একসঙ্গে ( বা মিলিতভাবে ) 
মোট n(n -1) উপায়ে পূর্ণ করা সম্ভব ( $ 3 এ আলোচিত নীতি чулт)! 

১ম ও ২য় স্থানকে একসঙ্গে ॥(॥-1) উপায়ের যেকোন একটি উপায়ে পূর্ণ 
করিবার পরে, অবশিঃ (%-2) সংখাক বস্তুর যে কোন একটিকে ওক স্থানে বসানো 
চলে; чэ ওয় স্থানটিকে (n— 2) সংখ্যক উপায়ে পূর্ণ করা যায়। 


‚| - жығы” 


$ 
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5 ১ম, ২য় ও од স্থানকে একসঙ্গে (বা মিলিতভাবে ) মোট %(-1)/-2] : _ 
উপায়ে পূর্ণ কর! যায়। S 
লক্ষ্য কর £ (1) ১মস্থ'ন পুর্ণ করা সম্ভব л উপায়ে | 

(2) প্রথম দুইটি স্থান পূর্ণ করা সম্ভব n(n — 1) সংখ্যক উপায়ে। এখানে 
ৎপাদকের সংখ্য/৷=2. [১ম স্থানের সহিত মিলিতভাবে আর একটি স্থান (২য় 
স্থান) পুর্ণ করিবার সঙ্গে সঙ্গে একটি উৎপাদক বাড়িয়া গেল, অর্থাৎ উৎপাদক সংখ্যা 
হইল 2 এবং এই নৃতন উৎপাদকটি % হইতে 1 কম।] 

(3) প্রথম তিনটি স্থান পুর্ণ করা সম্ভব n(n- 1)( = 2) সংখ্যক উপায়ে 1 
এখানে উৎপাদকের সংখ্যা=8. [ এখানে, өң স্থান পূর্ণ করিবার সঙ্গে সঙ্গে ওয় 
উৎপাদক (2-9) আসিল অর্থাৎ উৎপাদকের সংখ্য। 2 হইতে বাড়িয়া ৪ হইল। 
এখানেও, নৃতন উৎপাদক л—9 উহার পূর্ববর্তী উৎপাদক হইতে 141] 

স্থতরাং, (1), 9), (8) হইতে সাদৃশ্য বিচার করিয়া বলা চলে, যতগুলি স্থান 44 
হইয়াছে মোট উপায়ের সংখ্যায় উৎপাদকও ততগুলি এবং এই উৎপাদকগুলি% হইতে 
পর পর এক এক করিয়া কমিক আসিতেছে | 


স্কতরাং উপরে আলোচিত পদ্ধতি egaa অগ্রসর হইয়া ১ম, ২য়, og, 
£-তম স্থান এক সঙ্গে পুর্ণ করা সম্ভব মোট [%(%-1)--9)---1-তম উৎপাদক 
পর্যন্ত ] উপায়ে । 


স্পষ্টতঃ, ?-তম উৎপাদকটি হইবে %-(৮-1)-%-?+1. 
ета n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে ১ম, ২য়, 09,005, £-তম স্থান একসঙ্গে 
44 করা যায় nin- 1)(n = 2)----.:(n - r +1) AIF উপায়ে ৷ 
অর্থাৎ n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একদঙ্গে r সংখ্যক করিয়া! লইয়া সম্ভাব্য সকল 
প্রকারে бэла AFI = (n - 1)(n - 9). (%—+1). 


বা "Р,езип-1)(%-2) = (n-r+1) 
এখন, n=r হইলে, FO উৎপাদক =п-л+1=1 
(ғ-14 , =n-(@m-1D+1=2 


কাজেই "Р,-тт»-1)п-9)---21. 
অর্থাৎ n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর সবকঘটিকে একসঙ্গে লইয়া! সম্ভাব্য সকল প্রকারে 
RTI সংখ্যা = n(n - 1)( - 9) 2.1. 
Маі: তোমরা দেখিয়াছ, n ও r দুইটি স্বাভাবিক সংখ্যা এবং п>” হইলে, 
() "ретп-1)ө-92)---(п-т%1) 
এবং (ii) "Р.етт-1)п-9)---921. 
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নীচের আলোচনায় তোমরা দেখিবে, একটি নৃতন প্রতীকের সাহাষে; ^P, এবং 
"Р, কে বিকল্প আকারে প্রকাশ করা যায়। 

প্রতীক £ ফ্যাক্টোরিয়াল р” (Factorial p) š— 

Р(>1) একটি স্বাভাবিক সংখ্যা হইলে 1 হইতে p পর্যন্ত যাবতীয় স্বাভাবিক 
সংখ্যার গুগফলকে [p ( অথবা p) প্রতীকের দ্বার! সুচিত করা৷ হয়। [p এবং 2! এই 
ছইটি প্রতীককেই “ফ্যাক্টোরিয়াল р নামে অভিহিত করা হয়। 

লক্ষ্য কর, [1=1, [2= '2.1.=2 ইত্যাদি | 

"P, 8 nP, এর বিকল্প আকার ¢ 

aP anin = 1) -9)-.....8.2.1. 

= 12.8... = 2) (n =1) 
=] হইতে л পর্যন্ত যাবতীয় স্বাভাবিক সংখ্যার গুণফল 


"Бетп-1)п-9)..... т-т-1) 


=n —1)(% - 2)... - r +10 - т)п-т-1)»...821 
\%—7)(%—7 — 1)...8.9.]. 


bE ; অর্থাৎ, "P,= 2 СТАСЯ (B) 


TY: L RÈ বলা হইয়াছে যে, La= n(n = ln _ 2)...8.9.1 
সংজ্ঞাটিতে % কে একটি স্বাভাবিক সংখ্যা ধর] হইয়াছে। কাজেই, এই সংজ্ঞা 
অস্থসারে, 7-0 হইলে [n এর, অর্থাৎ [0 এর কোন অর্থ নিরূপণ কর] সম্ভব নয়। 


এখন, (3) হইতে, ও рўл, а) 


пет হইলে "Р, গ্রতীকটি অর্থবহ হয়, স্থতরাং (1) алет qatga 


চস, (9) 


"Р, 4. (2) হইতে, е “lel 
উদাহরণ 1. দেখাও যে, ৮০০72178513, 


+ ара ах жире ai 
সমাধান һ-” „т-у. (8-1)-(-1) 
һ-1 


= —  _ _ س‎ n1 
৮6-55-82৮৮” 
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উদাহরণ 2. +P, -10х"-2Р, হইলে n এর মান নির্ণর কর। 
সমাধান :_ "+P, = (п + 1)n(n - 1) এবং "-1Р,-(һ-1)т-9) 
ATS, (n-+ 1)n(n _ 1) = 10 x (n — 1)(n — 2) 
পক্ষান্তর করিয়া, (n + 1)n(n — 1) = 100 - 1) — 2)=0 

41 (n-1[n? +n- 10m-292)=0 

বা (%-1)[%%+%—-10%+290]=0 

বা (n-1)[n? -9n+20]=0 


বা (n-1)(n-4)n-5)=0 ^ m=lq41435 
এখন, пе1 হইলে "P, এবং "1P, অর্থহীন হইয়া পড়ে | 
2. nyál; = n=47]5. 


উদ্বাহরণ 3. COURAGE শব্দটির G) সব. কয়টি অক্ষরকে একসঙ্গে লইয়া 
মোট কতভাবে সাজানো. যায়? Gi) কতগুলি fami ৫ দিয়া শুরু হইবে? 
ай) অক্ষরগুলিকে কতভাবে সাজাইলে স্বরবর্ণগুলি সর্বদা একসঙ্গে থাকিবে? 

সমাধান :— E 

G) এখানে মোট দটি ভিন্ন অক্ষর আছে। এই গা ag- 
কয়টিকে একসঙ্গে A মোট L[T=7x 6x ৮৮4৮৪ x2 x 1= 8040 প্রকারে 
সাজানো যায় 1 

Gi) ধরা 46 এক সরলরেখায় অবস্থিত সাতটি 49404 প্রদত্ত সাতটি 
অক্ষরকে একটির পর একটি বশাইতে FECT | 

বামদিক হইতে ১ম স্থানে С অক্ষরটিকে বসাইলে অবশিষ্ট অক্ষর থাকে ছয়টি, 


যথাঃ 0,0, R. 4, G, E. 

এখন, অবশিষ্ট ছয়টি শূন্যস্থানের প্রতিটিতে এই за অক্ষর হইতে একটি একটি 
করিয়া কতভাবে বপানো যায় দেখিতে হইবে অর্থাৎ ছয়টি অক্ষরের সবকয়াটিকে এক- 
সঙ্গে লইয়া কতপ্রকারে বিষ্যাস করা যায় দেখিতে হইবে । স্পষ্টতঃ, «944 বিন্যাসের 
মোট সংখ্যা = L6 = 6 x 5x 4 x ৪ x 2 *].7720. 

স্থতরাং, 0 দিয়া শুরু এইরূপ 720টি বিন্যাস সম্ভব | 

(üi) প্রদত্ত শব্দটির 7টি অক্ষরের মধ্যে স্বরবর্ণ চারিটি (যথা, А, E, O, U ) 
এবং অবশিষ্ট তিনটি (যথা £ 0, R, С) 84441 

এখন, (4, E, 0, 0) এই চারিটি অক্ষরের সংগ্রহকে একটি মাত্র অক্ষর 
ধরিলে, মোট চারিটি অক্ষর 3 (4, Е, 0, U), С, R, G, পাওয়া যাইবে | 
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এই চারিটি অক্ষরের সবকয়টিকে একসঙ্গে লইয়া মোট |4-4х8х9х1-94 
প্রকারে সাজানো যায়। 
এখন, এই 940 বিস্যাসের প্রতিটিতে অবস্থানরত সংগ্রহ (4, E, O, U) এর 
স্বরবর্ণ চারিটির 54440 একপঙ্গে লইয়া মোট [4= 4x 8 x2 x 1= 24 :গ্রকারে 
সাজানো যায়। 
чэ, (4, E, O, U) কে একটিমাত্র অক্ষর ধরিয়া প্রাপ্ত 24টি (49154 
গ্র তটি হইতে 24টি করিয়া! Rt পাওয়া যাইতেছে । কাজেই бой BTA 
=24 x 24=576 
উদাহরণ 4. 2,8, 4,5,7 এই ЖЫР অঙ্ক হইতে (কোন чт একাধিকবার 
না লইয়া ), 
(i) তিন অঙ্কবিশিষ্ট কতগুলি সংখ্যা গঠন করা যায়? 
Gü) এই তিন অঙ্কবিশিষ্ট সংখ্যাগুলির মধ্যে কতগুলি সংখ্যা বিজোড় р 
(Ші) 900 ও 500 এর 54491 কতগুলি সংখ্য! গঠন করা যায়? 
সমাধানঃ G) প্রদত্ত পাচটি ভিন্ন অঙ্ক হইতে একসঙ্গে তিনটি করিয়া লইয়া 
সম্ভাব্য সকল রকমে бія করিলে মোট যতগুলি বিন্যাস পাওয়া যাইবে এখানে ঠিক 
ততগুলি তিন অস্কবিশিষ্ট সংখ) সম্ভব | 
2 এখানে মোট 5Р,-5х4х8-600 তিন অস্কবিশিষ্ট সংখ্যা সম্ভব | 
Gi) উপরোক্ত 60টি তিন অঙ্ক-বিশিষ্ট সংখ্যার যেগুলির এককের স্থানে 8 অথবা 
5 অথব।? আছে সেগুলিই বিজোড় সংখা! | 
[দ্রব্য : যে সকল সংখ্যার এককের স্থানে 0 অথবা! 2 দ্বারা বিভাজ্য কোন অঙ্ক 
থাকে তাহারা জোড় (যুগ ) সংখ্যা। 
এতদ্বাতীত যাবতীয় সংখ্যা ( অর্থাৎ যাহাদের এককের স্থানে বিজোড় অঙ্ক আছে 
তাহার!) বিজোড় ( বিধুগ্ম )। J 
এখন, 8 কে এককের স্থানে রাখিয়া দশক ও শতকের স্থানে অবশিষ্ট চারটি অঙ্কের 
যে কোন ছুইটিকে বসানো চলে | 
সুতরাং, এখানে এককের স্থানে 8 আছে এইরূপ তিন অঙ্ক-বিশিষ্ট সংখ্যা হইবে 
মোট 12, =4 x 8= 12 | 
SAN, এককের স্থানে 5 অথবা? আছে এইরূপ তিন অঙ্ক-বিশিষ্ট সংখ্যা প্রতি- 
ক্ষেত্রে হইবে মোট +P, =4 x 8= 19টি করিয়া। 


۴ এখানে, তিন অঙ্ক-বিশিষ্ট বিজোড় সংখ্যা হইবে মোট 12+19+12 বা 
860 | 
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(iii) 200 ও 800 এর মধ্যবর্তা সংখ্যাগুলির প্রত্যেকটির শতকের স্থানে 
 থাকিবেই। 
এখন, শতকের স্থানে 2 বসাইয়া দশক ও এককের স্থানে অবশিষ্ট চারটি অঙ্ক 
হইতে একসঙ্গে দুইটি করিয়া লইয়া মোট +P, =4 x ৪19 প্রকারে বসানো যায়। 
শতকের স্থানে 2 আছে এইরূপ মোট 12টি সংখ্যা স্ভব। 
200 ও 800 এর মধ্যবর্তা 19 সংখ্য! গঠন করা যায়। 
উদাহরণ 5. 0,2, 8, 5, 6 এই ЖЫР অঙ্ক হইতে ( কোন অঙ্ক একাধিক 


বার না লইয়া ) 100 অপেক্ষা wawq এবং 5 দ্বারা বিভাজ্য কতগুলি সংখ্য! গঠন কর! 
যায়? 


জসমাধান। যে সকল সংখ্যার এককের স্থানে 0 অথবা 5 থাকে তাহার] 5 ছারা 
বিভাজ্য হয়। 

এখানে, উদ্দিষ্ট সংখ্যাগুলি 100 অপেক্ষা gasa, কাজেই উহার! (৫) এক অঙ্ধ- 
বিশিষ্ট অথৰা (ii) ছুই ত্মঙ্ক-বিশিষ্ট হইতে পারে | 

এখন, 

G) এক অঙ্কবিশিষ্ট এবং 5 দ্বারা বিভাজ্য একমাত্র সংখ্য! Б. 

Gi) ৮ কে এককের স্থানে বসাইয়া দশকের স্থানে 2, 8, 6 এই তিনটি অঙ্কের 
যে কোন একটি বসানো চলে । элі এককের স্থানে 5 আছে এইরূপ 82, = 8টি 
ছুই অঙ্কের সংখ্যা সম্ভব । (লক্ষ্য কর, এখানে 0 কে দশকের স্থানে বসানো হয় নাই, 
কেন না সেক্ষেত্রে সংখ্যাটি আর ছুই অস্কবিশিষ্ট থাকে না।) 

আবার, 0 কে এককের স্থানে রাখিয়া দশকের স্থানে 9, 8,5,6 এই БІН? 
অঙ্কের যে কোন একটিকে বসানো চলে । সুতরাং, এককের স্থানে 0 আছে এইরূপ 
দুই অঙ্কের মোট চারিটি সংখ্যা 7641 

2 ৮ দ্বার! বিভাজ্য ছুই অঙ্কের মোট 8 + 4= দটি সংখ্যা গঠন করা যায়। 

2. G) ও Gi) হইতে, 5 দ্বারা বিভাজ্য মোট 1+-7-8টি সংখ্যা গঠন করা 
সম্ভব | 

প্রতিজ্ঞা 2. মনে কর, л সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে? সংখ্যক 
(път) করিয়া লইয়া সম্ভাব্য সকল রকমে বিন্যাস করিতে হইবে। যদি 
প্রতিটি বস্তুকে ? সংখ্যক বার পর্য্যন্ত sem চলে তাহা হইলে সন্তাব্য 
সকল প্রকারের বিস্যাস-সংখ)। হইবে n. 

গ্রমাণ। মনে কর,% সংখ্যক বিভিন্ন ач দেওয়া আছে। এই বস্তগুলির 
সহায়তায় এক সরলরেখায় অবস্থিত r সংখ্যক শৃন্তস্থান একের পর এক পূর্ণ করিতে 
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হইবে। এখানে, যে কোন 9909 যতবার খুশী (স্প্টত:, oara সংখ্যা? 
বলিয়া, প্রতি বস্তুকে r সংখ্যকবার পর্যান্ত тех! চলিবে ) লওয়া চলিবে | 
এখন, r সংখ্যক শুন্তস্থানকে পর পর ১ম, алу, ?-তম RAC চিহ্নিত 
করা যাকৃ। 
প্রদত্ত n সংখ্যক বস্তুর যেকোন একটিকে ১ম স্থানে বসানো চলে। স্থতরাং 
১ম স্থানটি পূর্ণ করা সম্ভব n সংখ্যক উপায়ে | এই л সংখ্যক উপায়ের যে কোন;একটি 
উপায়ে ১ম স্থানটি পুর্ণ করিবার পরে ২য় স্থানটি % সংখ্যক উপায়ে পূর্ণ করা চলে 
( কেননা, ১ম স্থানে যে বস্তুটি বসানো হইয়াছে তাহাকে ২য় স্থানে বসানো চলে)। 
স্বতরাং, ১ম ও ২য় স্থান একসঙ্গে n x n বা n? উপায়ে পূর্ণ করা যাইবে | 
১ম ও ২য় স্থান п? সংখ্যক উপায়ের যেকোন একটি উপায়ে পুর্ণ করার পরে ওয় 
স্থানটিও n সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে ‘পূণ করা সম্ভব (কেননা, যে বন্ধ দুইটির ছারা 
১ম ও ая স্থান পূর্ণ কর। হইয়াছে তাহাদের পুনরায় ব্যবহার করা চলিবে ) | সুতরাং, 
SN, ২য় ও ওয় স্থান একসঙ্গে п? x n বা n3 সংখ্যক উপায়ে পুর্ণ করা qiz | 
লক্ষ্য কর, 
১ম স্থান পূর্ণ করা যায় n উপায়ে; এখানে n এর সূচক = 1 
к ЭЗ ও ২য় এই 2টি স্থান পূৰ্ণ করা যায় n2 উপায়ে ; এখানে n এর সূচক =2 
১ম, ২য় ও ৩য় এই ওটি „ „лз Ho 3 এথানে এর সূচক =3 
অর্থাৎ, যতগুলি স্থান পূর্ণ করা হইয়াছে n এর স্থচকও তত হইয়াছে। 
সুতরাং, উপরের পদ্ধতিতে অগ্রসর হইলে দেখ! যাইবে যে, 7 সংখ্যক শৃষ্ভস্থান 
একসজে n° সংখ্যক উপায় পুর্ণ করা যাইবে | কাজেই) %সংখ্যক বিভিন্ন qw হইতে 
একসঙ্গে r সংখ্যক করিয়া লই প্রদত্ত শর্ত সাপেক্ষে বিগ্বাস-সংখ]া হইবে n”. 
উদাহরণ 6. চারটি আম কতভাবে আটজন বালকের মধ্যে বিতরণ করা যায়? 
অমাধান। এখানে লক্ষ্য করিতে হরে যে, একই বালক একাধিক (অর্থাৎ 
একটি) দুইটি, তিনটি, চারটি 46%) আম পাইতে stira ( ë 
ধরা যাক্‌, প্রদত্ত আম চারিটি ১ম, ২য়, оте в আম হিসাবে চিহ্নিত করা 
হইয়াছে। i 
১ম আমটি আটজন বালকের যে কোন একজনকে দেওয়া যায় 10 ১ম আখটি 
আট প্রকারে বিতরণ করা যায়। 
যেহেতু, যে বালকটি ১ম আম পাইল তাহাকে ২য় আমটিও төз] যাইতে পারে, 
সুতরাং ১ম আমটি উপরোক্ত আট প্রকার BCA: যে. কোন এক. উপায়ে-.বিতরণ 
করার পরে.২য় আমটিও আটজন বালকের যে কোন একজনকে দেওয়া যাইতে পারে | 
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অর্থাৎ ১ম আমটি যে কোন এক একারে বিতরণ করিলে +w আবটি আট প্রকারে 
বিতরণ করা যায়। 

** ১ম ও U আম একসঙ্গে বিতরণ করা যায় ৪ x 8= 8? উপার়ে। 

EREN, দেখানো যাইতে পারে যে, ১ম, ২য় ও ৩য় আম একসঙ্গে বিতরণ করা 
যায় ৪ * 8% 8-83 উপায়ে এবং ১ম, аз, ৩য় ও 84 আম একসঙ্গে 8x8x8x8 
= 84 উপায়ে বা 4096 উপায়ে। 

প্রতিজ্ঞা 3. n সংখ/ক বিভিন্ন বস্তুর মধো একটি বিশেষ বস্তু AR করা আছে t 
এই n সংখ/ক বিভিন্ন বস্তুর মধ্য হইতে r (n> r) সংখ্যক বস্তু একসঙ্গে লইয়া! সম্ভাব্য 
সকল প্রকারে їл করিলে, (i) যে সকল বিস্তাসে & নির্দিষ্ট বস্তুটি থাকিবে না 
তাহাদের man="-1P, এবং (1) যে সকল বিদ্ধাসের প্রতিটিতে & নির্দিষ্ট বস্তুটি 
থাকিবে তাহাদের সংখ্যা =?."-:P,_,. 

প্রমাণ। মনে কর, п সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুকে n সংখ্যক বিভিন্ন অক্ষর, যথা :— 
ау, Gs, 4;,--<,0, দ্বারা সুচিত করা হইয়াছে। এই n সংখাক অক্ষরের মধ্যে 
একটি, সুবিধার জন্য মনে কর, а, বিশেষভাবে নির্দিষ্ট করা আছে। 

(i) এখন, a, কে সম্পূর্ণভাবে বাদ দিয়া (উপেক্ষা ঝরিয়া) অবশিষ্ট л-1 

সংখাক অক্ষর হইতে একসঙ্গে r সংখ্যক করিয়া লইয়া সম্ভাব্য সকল প্রকারে ATA 
করিলে মোট "-:2, সংখাক RTA heal যাইবে । এই বিস্যাসগুলির কোনটিতেই 
а, নাই । কাজেই, প্রদত্ত n সংখ্যক বস্তু হইতে r সংখ্যক করিয়া লইয়া সম্ভাব্য 
সকল প্রকারে бийл করিলে যে বিস্তাসগুলিতে & নির্দিষ্ট বস্তুটি নাই তাহাদের. মোট 
ংখ্য| হইবে "-1Р.. 

Gi) আবার, а, কে পৃথক রাখিয়া অবশিষ্ট (॥- 1) সংখ্যক অক্ষর : 
৫2) Ug, Go аһ হইতে একসঙ্গে (r —1) সংখ্যক করিয়! লইয়া সম্ভাব্য সকল 
রকমে বিন্যাস করিলে মোট P,- সংখ্যক বিস্তাস পাওয়া যাইবে । এই "-1,_, 
সংখ্যক বিস্তাসের যে কোন একটি {чл লও | স্পষ্টত, এই বিষ্যাসে (r — 1) সংখ্যক 
অক্ষর আছে। এখন, а, কে এই (%-1) অক্ষরের যে কোন দুইটির মাঝে অথবা 
বিস্তাসটির ছুই প্রান্তের যে কোন একটি প্রান্তে বসানো যায়। লক্ষ্য কর, (ғ-1) 
সংখ্যক অক্ষরের প্রতি দুইটি অক্ষরের মাঝে একটি করিয়া [ মোট r- সংখ্যক], 
এবং ছুই প্রান্তে দুইটি জায়গা আছে ধরিয়া লইলে অর্থাৎ মোট r —9+Š9 বা? সংখ্যক 
জায়গা আছে ধরিলে a, কে এই r সংখ্যক জায়গার যে কোন একটিতে বসানো! 
চলে। 


[উদ্দাহরণ : তিনটি অক্ষর 4, B, 0 সম্বলিত একটি বিন্যাস £ <, 4, <, B, 
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*, 0, * এর ক্ষেত্রে Ав B এর মাঝে এবং B ও C এর মাঝে একটি করিয়া, মোট 


(8-1) বা 90 = চিহ্নিত জায়গা আছে। আবার, দুই প্রান্তে দুইটি * জায়গা 
আছে। ] 


উক্ত ?-সংখ্যক জায়গার যে কোন একটিতে а, কে বসাইলেই বিস্যাসটিতে 
অক্ষরসংখ্যা দাড়াইবে r; সুতরাং, а, এর r সংখ্যক অবস্থান সম্ভব বলিয়া, (r — 1) 
অক্ষর সম্বলিত এই (4914 হইতে যে r সংখ্যক বিন্যাস পাওয়া যাইবে তাহাদের 
প্রতিটিতে +-সংখ্যক (a, কে ধরিয়া ) অক্ষর আছে। 


2 "CAP... সংখ্যক বিস্তাসের যে কোন একটি হইতে যে +-সংখ/ক করিয়া 
করিয়া বিস্যাস পাওয়া যাইবে তাহাদের 


(а) প্রত্যেকটিতে a, আছে 

এবং (b) প্রত্যেকটি হইবে প্রদত্ত n সংখ্যক অক্ষর হইতে একসঙ্গে r সংখ্যক 
করিয়া লইয়া প্রাপ্ত এক একটি RIA | 

"* সংখ্যক ভিন্ন অক্ষর হইতে একসঙ্গে ?' সংখ্যক করিয়া লইয়া বিন্যাস 
করিলে যে সকল বিন্যাসে а, থাকিবে তাহাদের সংখ্যা ет.л-1Р,. 

স্থতরাং, নির্ণেয় বিচ্যাস-সংখ্যা-?.--২. 

টীকা: স্পষ্টতঃ, n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে r সংখ্যক করিয়া লইয়া 
সম্ভাব্য সকল প্রকারে বিষ্যাস করিলে দেখা যাইবে যে, কতকগুলি বিস্তাসে Q বিশেষ- 


ভাবে নির্দিষ্ট বস্তুটি আছে এবং অবশিষ্টগুলিতে উহা নাই | 
TOA Pomp SIP PIPL, б» A. 
নীচে লক্ষ্যকর, সুত্র 4 কে বিকল্প পদ্ধতিতে প্রতিষ্ঠিত করা করা যায় i 
тл-1р,_ হক খল 1 1551. 1 
sr LETE r-i 
r|n- = =a 1%-1 ғ, 
= (= паста =r- _ “есі т-” % | 


“m= چ‎ তালে ух 
উদাহরণ 7. দশটি ভিন্ন ач হইতে এক সঙ্গে 4টি করিয়া লইয়া সম্ভাব্য সকল 
প্রকারে (ізің করিলে ওঁ বিস্যাসগুলির কতগুলিতে একটি নির্দিষ্ট বস্তু G) সর্বদা 
থাকবে, (i) কখনও থাকিবে না? [০. ঢ. 1286 ] 
সমাধান। প্রদত্ত দশটি ভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে 4টি করিয়া লইয়া! সম্ভাব্য 
সকল প্রকারে Вія করিলে মোট 19Р,-10х9х8х7-50400 বিন্যাস 
পাওয়া যাইবে। 
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Gi) এখন, প্রদত্ত 10টি বস্তু হইতে নির্দিষ্ট বস্তুটি সরাইয়া шїп অবশিষ্ট 
(10-1)4190 «ч হইতে একসঙ্গে 4টি করিয়া লইয়া mura সকল রকমে (л 
করিলে মোট 9Р,-9х8х7х6-80240 [їл পাওয়া যায়। এই 80246 
বিস্তাসের কোনটিতেই এ নির্ছিষ্ট বস্তুটি নাই। 

G) 2. 50408 Rari зип যে বিস্বাসগুলিতে এ fafiè বটি সর্বদা 
থাকিবে তাহাদের সংখ্যা = 5040 — 8024 = 2016. 

প্রতিজ্ঞ! 4. (সবগুলি ভিন্ন নয় এইরূপ কতকগুলি বস্তুর সব কঃটিকে একসঙ্গে 
লইয়া বিস্তাস।) 

“মনে কর, % মংখাক বস্তুর মধ্যে n, সংখ্যক বস্তু এক প্রকারের, n, সংখ্যক বস্ত 
দ্বিতীয় এক প্রকারের, n, সংখ্যক বস্তু তৃতীয় এক প্রকারের এবং অবশিষ্টগুলি বিভিন্ন 
প্রকারের (অর্থাৎ পরস্পর হইতে এবং প্রথমোক্ত তিন প্রকার বস্তু হইতে ভিন্ন )। 
এই n সংখ্যক বস্তুর সব কয়টিকে একসঙ্গে লইয়া সম্ভাব্য সকল রকমে বিস্তাদ করিলে 


а ізі: 

প্রমাণ । ধরা যাক্‌, n সংখ্যক বস্তুকে n সংখ্যক অক্ষর ছার! সুচিত করা হইয়াছে | 
মনে কর, এই n সংখ্যক অক্ষরের মধ্যে п, সংখ্যক a, п, সংখ্যক b ও n, সংখ্যক 
৫ আছে। অবশিষ্ট n(n, +n, +%5) সংখ্যক অক্ষর পরস্পর হইতে এবং a,b,c 
হইতে ভিন্ন। 

মনে কর, এই % সংখ্যক অক্ষরের সব কয়টি একসঙ্গে লইয়া সম্ভাব্য সকল রকমে 
বিষ্যাস করিয়া মোট z সংখ্যক বিষ্যাস পাওয়া গেল। লক্ষ্য কর, এই এ সংখ্যক 
বিষ্ভাসের প্রত্যেকটিতে n, সংখ্যক а, n, সংখ্যক b এবং n, সংখ্যক ০ আছে। 

উক্ত z সংখ্যক বিষ্যাসের যে কোন একটি বিস্তাস mel এখন, এই বিষ্যাসের 
অন্তর্গত n, সংখ্যক а এর পরিবর্তে পরস্পর ভিন্ন এবং অবশিষ্ট (A-n, সংখ্যক ) 
অক্ষরগুলি হইতেও ভিন্ন এরূপ %, সংখ্যক অক্ষর ате বিস্তাসটিতে এই n, 

UT নৃতন অক্ষর ব্যতীত অন্য যে অক্ষরগুলি আছে তাহাদের অবস্থান না 

বদ্লাইয়া, যদি কেবলমাত্র n, সংখ/ক নৃতন অক্ষরকে উহাদের নিজেদের মধ্যে 
সর্বপ্রকীরে সাজানো যায় তাহা হইলে, উক্ত бөз) হইতে 15, 
(зіл পাওয়া যাইবে। 

ажа зіл হইতে aln, সংখ্যক বিন্যাস পাওয়া যাইবে | 

আবার, এই 211, সংখ্যক বিষ্যাসের যে কোন একটিতে যে na সংখ্যক b আছে 
তাহাদের পরিবর্তে পরল্পর ভিন্ন এবং অন্যান্য প্রতিটি অক্ষর হইতে ভিন্ন এরূপ n, 


সংখ্যক বিন্যাস পাওয়া যাইবে 17 
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সংখ্যক অক্ষর বসাইলে, এই n, সংখ্যক নৃতন অক্ষরের পারস্পরিক অবস্থানের সম্ভাব্য 
সকল রকমে পরিবর্তন ঘটাইয়। ও একটিমাত্র বিন্যাস হইতে Ln, সংখ্যক RIA 
পাওয়া যাইবে । » 21%, সংখ্যক বিন্যাস হইতে মোট гіл, Ln, সংখ্যক বিন্যাস 
পাওয়া যাইবে । তদ্রণ, এই 212, |", সংখ্যক বিগ্ভাসের প্রতিটিতে যদি n, 
সংখ্যক ৫ এর পরিবর্তে পরম্পর ভিন্ন এবং অন্ত প্রতিটি অক্ষর হইতে ভিন্ন এরূপ л, 
সংখ্যক অক্ষর বসানে। হয়, তাহা হইলে 21%, |", সংখ্যক ITA হইতে মোট 
гіп, Lia Ln, সংখ্যক ATI পাওয়া যাইবে 1 
লক্ষ্য কর, n, সংখ্যক а, Na সংখ্যক b ও n, সংখ্যক c কে উপরিলিখিত উপায়ে 
পরিবর্তিত করার ফলে % সংখ্যক অক্ষর পরস্পর ভিন্ন হইয়া গেল এবং এই % সংখ্যক 
পরস্পর ভিন্ন অক্ষরের সবকয়টিকে 49404 লইয়া মোট Ln উপায়ে AT কর! 
যায়। 
সুতরাং, 21775 Ln, [ns = 
শয়ন রাহা 7 
৫ Ln, іт, |25 
দ্রব্য: % সংখ্যক বস্তুর n, সংখ্যক প্রথম প্রকারের, n, সংখ্যক বস্তু দ্বিতীয় 
প্রকারের,......১%% সংখ্যক বস্তু %-তম প্রকারের এবং অবশিষ্ট বস্তগুলি বিভিন্ন 
হইলে সমুদয় বস্তুকে একসঙ্গে লইয়া সম্ভাব্য সকল প্রকারে RII করিলে 
মোট ভি лн সংখ্যক বিস্যাস পাওয়া যাইবে। _ 
উদাহরণ 8, PROPORTION শব্দটির সবকয়টি অক্ষরকে একসঙ্গে লইয়া 
কতগুলি বিন্যাস সম্ভব? 
সমাধান। প্রদত্ত শব্দটির মোট অক্ষর-সথা-10 
এই 10টি অক্ষরের মধ্যে P এর সংখ্যা». 


” 
অবশিষ্ট 8টি অক্ষর পরস্পর ভিন্ন এবং Р, В, O হুইতেও ভিন্ন | 
2 প্রদত্ত 10টি অক্ষরের সবকয়টিকে একসঙ্গে লইয়া সম্ভাব্য ITA সংখ্যা 


110. 
“REB 
-10х9х8х7х6х5х4х|8 
2х9х1(8 


= 10 x9 x8 x7 x 6 x 5=151200 
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Sataa 9. COLOUR শব্দের яаа wwa একসঙ্গে লইয়া সম্ভাব্য সকল 
রকমে বিন্যাস করিলে যে বিন্যাসগুলিতে O অক্ষর দুইটি একসঙ্গে থাকিবে না 
তাহাদের সংখ্যা নির্ণয় কর | i 

জমাধান। প্রদত্ত শব্দটিতে 6টি অক্ষর আছে। ইহাদের মধ্যে 2টি 0 এবং 
বাকী অঙ্ষরগুলি Тең | 

6টি অক্ষরের সবকয়টিকে একসঙ্গে লইয়া সকল প্রকার বিন্যাসের মোট 


সংখযা-3.। এখন দুইটি 0 কে একটি অক্ষর ধরিলে মোট অক্ষরসংখ্যা দাড়ায় 


6-2-1-5. 

এই яб অক্ষর পরস্পর ভিন্ন। 2 ইহাদের সবকয়টিকে একসঙ্গে লইয়া! 
সকল প্রকারের বিন্যাসের মোট সংখ্যা = [5. 

;. প্রদত্ত 6টি অক্ষরের সবকয়টিকে একসঙ্গে লইয়া সম্ভাব্য সকল প্রকারে বিন্যাস 
করিলে যে বিন্যাসগুলিতে O অক্ষর দুইটি একসঙ্গে থাকিবে না| তাহাদের ХӘЛ 


6 615 Š 
15 Р, че 215 
=f|5=2x5x4x 8 x2 x1=240. 

$5. নিয়ন্ত্রিত (বা শর্তনাপেক্ষ) বিন্যাস (Restricted Permutations) 

পূর্ববর্তী অনুচ্ছেদের প্রতিজ্ঞা ৪ এ নিয়ন্ত্রিত বিন্যাস 41 শর্তসাপেক্ষ (9917 
সম্পর্কে আলোচনার TANS করা 5849109 | 

তোমরা দেখিয়াছ, % সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে r সংখ্যক (৮৯1) 49 
লইয়া নিয়লিখিত দুইটি শর্ত-সাপেক্ষে বিদ্যাস করা হইয়াছে :— 

s А: উক্ত % সংখ্যক বস্তুর “অন্তর্গত, একটি নির্দিষ্ট বস্তু কোন Roa? 

থাকিবে না। 

শার্ভ B: à Б বস্তুটি প্রতিটি বিষ্াসেই থাকিবে | 

তোমরা! ইহাও оба, শর্ত 4 সাপেক্ষে সম্ভাব্য সকল প্রকারের (491094 
মোট সংখ্যা ШАР, এবং শর্ত B সাপেক্ষে মোট 7. Pry সংখ্যক RI 
সম্ভব । 

বিন্যাস-সংক্ান্ত সমস্যার সমাধান-প্রসঙ্গে তোমর! বিবিধ নিয়প্তরিত বিন্যাসের সহিত 
পরিচিত' হইবে । এথানে বিশেষ বিশেষ কয়েকটি নিয়ন্ত্রিত বিন্যাস সম্পর্কে 
আলোচন! কর] হইল :__ 

1. n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে r (n>) সংখ্যক বস্তু লইয়া 

Н. 8. Alg.—10 
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এমনভাবে সাঞ্জাইতে হইবে যে, (উক্ত n সংখ্যক বস্তুর অন্তর্গত)? সংখ্যক 
নিদিষ্ট বস্তু কোন বিন্যাসেই থাকিবে T 1 

n সংখ্যক প্রদত্ত 49 হইতে p সংখ্যক নির্দিষ্ট বস্তু পৃথক করিনা রাখ । অবশিষ্ট 
п-р সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে r সংখ্যক: করিয়া AZ বিন্যাস করা! 
চলিবে যদি % -?১৮ হয় অর্থাৎ যদি ॥>০ +7 হয়। ধরা যাক, п>р+т. 
তাহা হইলে, n — p সংখ্যক বিভিন্ন 44 হইতে একসঙ্গে r সংখ্যক করিয়া লইয়া 
সম্ভাব্য সকল প্রকারে সাজাইলে "-2Р, সংখ্যক বিন্যাস পাওয়! যাইবে তাহাদের 
কোনটিতেই উক্ত p সংখ্যক নির্দিষ্ট বস্তু নাই | 


жэш, প্রদত্ত % সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর অন্তর্গত ? সংখ্যক নির্দিষ্ট বস্তু কোন 
বিন্যাসেই থাকিবে না SFA বিনাসের সংখ্যা =P, 


2. n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে r সংখ্যক বস্তু একসঙ্গে লইয়া! এমন- 
ভাবে সাজাইতে হইবে যে, উক্ত সংখ্যক বস্তুর অন্তর্গত p সংখ্যক নির্দিষ্ট 
বস্তু প্রতিটি বিষ্যাসেই থাকিবে। 

প্রদত্ত n সংখ্যক বস্তু হইতে p সংখ্যক নির্দিষ্ট বস্তু পৃথক করিয়া রাখ। অবশিষ্ট 
1-2 সংখ্যক বস্তু হইতে একসঙ্গে T-P সংখ্যক বস্তু AZT лып সকল প্রকারে 
সাজাইলে মোট ”-%7৮-৮ সংখ্যক বিনাঁস পাওয়া যাইবে! এই -IP সংখ্যক 
বিন্যাসের যে কোন একটি বিন্যাস লও | লক্ষ্য কর, এই বিন্যাসে r — p সংখাক ч 
এক সারিতে সাজানো আছে। এখন, এই r -p সংখ্যক বস্তুর সহিত একই সারিতে 
পৃথক করিয়া রাখা p সংখ্যক বস্তুকে একটির পর একটি 41908 হইবে । স্পষ্টতঃ 
সারিবদ্ধ r — p সংখ্যক বস্তুর প্রতি দুইটির মাঝে একটি করিয়া এবং ছুই প্রান্তে ছুইটি 
মোট r -p-1+2 বা rpl সংখ্যক জায়গার যে কোন একটিতে p সংখ্যক 
বস্তুর যে কোন একটিকে বসানো চলে l ধরা যাক্‌, р সংখ্যক নির্দিষ্ট বস্তুকে ১ম, ২য়, 
е 2-তম বস্তরূপে চিহ্নিত করা হইল। যেহেতু, ?-?)+1 সংখ্যক স্থানের যে কোন 
একটিতে ১ম বস্তুটিকে বসানো চলে, সুতরাং ১ম বস্তটিকে r-p+1 সংখ্যক উপায়ে 
বসানো চলে । 54440 বসানোর ফলে সারিতে বস্তুর সংখ্যা দাড়াইল rp +l; 
কাজেই প্রতি দুইটি বস্তুর মাঝে একটি করিয়া এবং ছুই প্রান্তে দুইটি হিসাবে মোট 
r-p +2 সংখ্যক স্থানের যে কোন একটিতে ২য় বস্তুকে বসানো চলে। স্থত্রাং, 
উপরোক্ত সারিতে ২য় বস্তটিকে (r — p + 9) সংখ্যক উপায়ে সাজাই রাখা যাইবে | 
যেহেতু ১ম বস্তুটিকে যে কোন এক প্রকারে সাজাই রাখিলে ২য় বস্তুটিকে r—p+2 
উপায়ে বসানো যায়; স্থতরাং, ১ম ও ২য় বস্তুকে একসঙ্গে উল্লিখিত সারিতে 
(৮-7+1)(% - p +2) উপায়ে সাজাইয়া রাখ! যাইবে 1 
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এইভাবে, р-әң বস্তু পর্য্যন্ত একটির পর একটি করিয়া উল্লিখিত সারিতে 
অন্ততু ক্তির কথা বিবেচনা করিলে ces) যাইবে যে, উক্ত p সংখ্যক বস্তুকে একসঙ্গে 
উক্ত সারিতে মোট [Gr -p+1lXr-p+9).-..(r-p+p)] 
[ ` pea উৎপাদক={+-2+1)+0-1).1] 
বা [(r-p+l)r-p+9)-.. r] সংখ্যক উপায়ে সাজাইয়া রাখা যাইবে। 
সুতরাং "IP, p সংখ্যক বিন্যাসের প্রতিটি হইতে 
(r-p+1l)Xr—p+9) = DF সংখ্যক বিন্যাস পাওয়া ধাইযে। এই 
বিন্যাসগুলির প্রত্েকটিতে p সংখ্যক নির্দিষ্ট বস্তু সমেত মোট r সংখ্যক বন্ধ আছে। 
কাজেই,? সংখ্যক নির্দিষ্ট বস্তু প্রতিটি বিন্যাসেই থাকিবে এইরূপ মোট 
“PP, ,(к-р%1)"-рж9)-(е-1)е 
বা "ЭР, "Р, সংখ্যক বিন্যাস সম্ভব | 

উদ্দাহরণ£ n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে ? সংখ্যক করিয়া লইয়া 
এমনভাবে সাজাও যে, উক্ত n সংখ্যক বস্তুর অন্তর্গত দুইটি নির্দিষ্ট বস্তু সর্বদা একত্রে 
থাকিবে। 

সমাধান £ দুইটি নির্দিষ্ট বন্ধুকে সরাইয়! রাখিয়া অবশিষ্ট %-9 সংখ্যক 49 
হইতে একসঙ্গে ? - 2 সংখ্যক করিয়া লইয়া সম্ভাব্য সকল প্রকারে সাজাইলে মোট 
"-ар, সংখ্যক বিন্যাস পাওয়া যাইবে। 

এখন, *-*%- সংখ্যক বিন্যাসের যে কোন একটি লইলে দেখা যাইবে, এই 
বিন্যাসাটর ?-2 সংখ্যক বস্তুর প্রতি দুইটি বস্তুর মাঝে একটি করিয়া এবং 
দুই প্রান্তে দুইটি হিসাবে মোট (৮-2-1+2) বা (7-1) সংখ্যক জায়গা 
আছে। 

মনে কর, দুইটি নির্দিষ্ট বস্তুকে একত্রিত করিয়া একটি মাত্র নৃতন বস্তু (যাহা 
অন্যান্য প্রত্যেকটি 44 হইতে ভিন্ন) ধরা হইয়াছে। উপরোক্ত (r -3) সংখ্যক 
স্থানের а কোন একটিতে এই নৃতন বস্তুটিকে বসানো চলে । সুতরাং, নৃতন বস্তুটিকে 
(F-1) উপায়ে বসানো যায়। 

আবার, যেহেতু নূতন 4404 অন্তর্গত দুইটি ভিন্ন বস্তুকে পরস্পরের মধ্যে [2 
প্রকারে লাজানো যায়, সুতরাং, "sp... সংখ্যক বিন্যাসের প্রত্যেকটি হইতে 
(-1)19 সংখ্যক বিন্যাস পাওয়া যায়। ইহাদের প্রত্যেকটিতে মোট r সংখ্যক 99 
আছে এবং নির্দিষ্ট বস্তু দুইটি একত্রে আছে। 
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бс বিন্যাস সংখ্য।৷=""2P,_5. (r*-1) . L2 
т-2@ %r-1)n-2 
h- r" ee 
_ Ar-H(n- 2)(%—8)------(%-+1)%-т 
E TE TET PETES 
= (т — 1)(%— 2) — 8).) — r + 1). 
‚$7. বৃত্তাকারে বিন্যাস (Circular Permutations বা Ring Permuta- 

tions) š 

এ পর্যন্ত যে ধরণের বিন্যাসের কধা আলোচনা করা হইল সেগুলিকে জারি 
বিন্যাস বা রৈথিক ала (Linear Permutations) বল! ¥ | সারি-বিন্যাস 
বা রৈথিক বিন্যাসের ক্ষেত্রে লক্ষ্য করিবে, যে বস্তগুলি সাজাইতে হইবে সেগুলিকে 
এক সারিতে (অর্থাৎ এক সরল রেখ। বরাবর ) সাজানো! হয়। এক্ষেত্রে, বিন্যাসের 
শুরু এবং শেষ 988 আছে। 

কিন্ত বৃত্তাকারে বিন্যাসের ক্ষেত্রে (যেমন মালার আকারে কতকগুলি ভিন্ন বস্তুকে 
সাজানো, গোল-টেবিলের চারিদিকে কয়েকজন ব্যক্তিকে বসানো ইত্যাদি ) বিন্যাসের 
শুরু এবং শেষ পৃথকভাবে স্থির করা যায় না। বস্তুতঃ, বৃত্তাকারে বিন্যাসের ক্ষেত্রে 
বিন্যস্ত বস্তগুলির আপেক্ষিক (Relative) অবস্থানের কথাই প্রধানত: বিবেচনা 
করা হয়। 

মনে কর, а, b, ৫ এই তিনটি অক্ষরকে বৃত্তাকারে সাজাইতে হইবে । একটি 
বৃত্তের পরিধি বরাবর, ঘড়ির কীট! যে দিকে ঘুরে সেই দিক্‌ ধরিয়া а, b, c কে পর পর 
লিখিয়া গেলেই এক প্রকার বৃত্তাকারে বিন্যাস পাওয়া যাইবৈ। লক্ষ্য কর, a অথবা 
b অথবা с হইতে আরম্ভ করিয়া অক্ষর তিনটি পর পর ( ঘড়ির কাটার দিকে ) পড়িয়া 
গেলে যথাক্রমে абс অথবা bea অথবা саф পড়া হইবে : কিন্তু অক্ষর তিনটির 
অবস্থানগত কোন পরিবর্তন হইবে না। আমরা বলিব, অক্ষর তিনটি ঘড়ির কাটার 
আবর্তনের দিকে (বা ডান আবর্তে ) এক প্রকারে বৃত্তাকারে বিন্যন্ত হইয়াছে | 

কিন্তু, ঘড়ির কাটা যে দিকে ঘুরে তাহার বিপরীত দিক্‌ ধরিয়া, বৃত্তের পরিধি 
* বয়াবর অক্ষর ভিনটিকে লিখিলে যে বিন্যাস পাওয়া যাইবে তাহা প্রথমোক্ত বিন্যাস 
হইতে ভিন্ন। এই বিন্যাসটিকে বলা হইবে ঘড়ির কাটার আবর্তনের বিপরীত দিকে 
(বা বাম আবর্তে) বৃত্ত!কারে বিন্যাস! 

পরীক্ষা করিহা দেখ, অক্ষর তিনটির এই দুই প্রকার ছাড়া অন্য কোন রকমের 


= (> – 1) == 


w s—AaI cm 
ч ы ক রান রুরু রর 
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বৃত্তাকারে বিন্যাস সম্ভব নয়। উপরের আলোচনায় আরও লক্ষ্য কর, উপরোক্ত 
বৃত্বাকারে বিন্যাসের ডান 44% ও বাম আবর্ত পৃথক এবং বাম আবর্তে বিন্যানের 
жал = ডান আবর্তে বিন্যাসের সংখা । 
বস্তুতঃ, যে সকল বৃত্তাকার বিন্যাসের ক্ষেত্রে বাম আবর্তে বিন্যাস ও ডান আবর্তে 
бала পৃথক তাহাদের প্রতিটির ক্ষেত্রেই, 
(ক) বাম আবর্তে যতগুলি বিন্যাস পাওয়া যাইবে, ডান আবর্তে ঠিক ততগুলি 
বিন্যাস পাওয়া যাইবে, 
এবং (4! বাম আবর্তে বিন্যাসের মোট সংখ্যার সহিত ডান আবর্তে বিন্যাসের 
মোট সংখ্যা যোগ করিলে সম্ভাব্য সকল প্রকারে বৃত্তাকারে বিন্যাসের সংখ্যা পাইবে | 
(ক) ও (4) হইতে স্পষ্টতঃ, 
i 2.x (বাম আবর্তে হিন্যাসের মোট সংখ্যা) 
= 2x (ডান আবর্তে বিন্যাসের মোট সংখ্য!) 
=সম্ভাব্য সকল প্রকারে বৃত্ত।কারে বিন্যাসের মোট সংখ্যা। 
এখন, মনে কর, а, b, с, d এই চারিটি অক্ষরকে বৃত্তাকারে সাজাইতে RA I 
মনে কর, বৃত্তাকারে চারিটি স্থান আছে। উহাদের যে. কোন একটি স্থানে а 
অক্ষরটিকে বসাও। аст এই অবস্থানে স্থির রাখিয়া বাকি অক্ষর তিনটিকে 
যতপ্রকারে সম্ভব (বাম আবর্তে ও ডান আবর্তে বিন্যাসের কথা বিচার করিয়া ) অপর 
তিনটি স্থানে বসাইলে মোট L3 = |4 = 1 সংখ্যক RAITT 47641 যাইবে। 
সুতরাং, А: বাম আবর্ত ও ডান আবর্তে বিন্যাসের প্রভেদ থাকিলে, % 
সংখ্যক Ген বন্তকে (উহাদের যে কোন একটির অবস্থানের সহিত 
আপেক্ষিকভাবে) মোট nt সংখ্যক প্রকারে বৃত্তাকারে বিন্যাস করা 
94! 
কিন্ত, n সংখ্যক বিভিন্ন ач (বা! ব্যক্তিকে) একটি গোলাকার টেবিলের 
চারিদিকে সাজাইতে বলিলে, বস্তগুলিকে (বা ব্যক্তিদের ) টেবিলের অবস্থানের 
সহিত আপেক্ষিকভাবে সাঙ্জাইতে বলা হইয়াছে বুঝিতে হইবে । অর্থাৎ পূর্বের ন্যায় 
কোন একটি বস্তুর (বা ব্যক্তির ) অবস্থান স্থির রাখিয়া অন্যান্য গুলিকে Š স্থির-রাখা 
qaba (বা ব্যক্তিটির) অবস্থানের সহিত আপেক্ষিকভাবে সাজাইতে হইবে না। 
সুতরাং, টেবিলের চারিদিকে n সংখ্যক স্থান আছে ধরিয়া» এই % সংখ্যক স্থানে 
উক্ত n সংখ্যক ভিন্ন বস্তুকে (বা ব্যক্তিকে ) যত প্রকারে সম্ভব (বাম ও ডান আবর্তে 
বিন্যাসের প্রভেদ বিচার করিয়া) সাজাইলে মোট Ln সংখ্যক বিন্যাস পাওয়া 418041 
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কাজেই, В: টেবিলের সহিত (প্রকৃতপক্ষে প্রদত্ত বন্তগুলির অন্তর্গত 
নয় এমন যে কোন বস্তু ব! ব্যক্তির সহিত) আপেক্ষিকভাবে n সংখ্যক 
ভিন্ন বস্তুরে (বা ব্যক্তিকে ) সম্ভাব্য সকল প্রকারে বৃত্বাকারে সাজাইলে 
মোট Ln সংখ্যক বিন্যাস পাওয়া যাইবে 1 

কোন কোন বৃতাকার বিন্যাসের ক্ষেত্রে বাম আবর্তে বিন্যাস ও ডান আবর্তে 
বিন্যাসের মধ্যে কোন প্রভেদ ধরা যায় না ( যেমন, কুদ্রাক্ষের মালা বা মুক্তার মালা 
প্রভৃতির ক্ষেত্রে )। এরূপ ক্ষেত্রে, বাম আবর্তে সম্ভাব্য সকল প্রকারে সাজাইলে যে 
বিন্যাসগুলি পাওয়া যাইবে, ডান আবর্তে সাজাইলে সেগুলি ছাড়া 49494 কোন 
বিন্যাস পাওয়া যাইবে না। ফলে, যেকোন একটি আবর্তে সম্ভাব্য সকল প্রকার 
বিন্যাস নির্ণয় করিলেই সবকটি বৃত্বাকারে বিন্যাস নির্ণয় করা হইবে । 

মনে কর, n সংখ্যক ভিন্ন রঙের মুক্তা দিয়া কত রবমে মালা গাখিতে পারা যায় 
নির্ণয় করিতে হইবে। কোন এক প্রকারে মালাটি গীথা সম্পূর্ণ হইবার পরে, গোল- 
আকুতির মালাটি লইয়া কাহারও গলায় পরাইবার সময়ে যেভাবে ধর! হয় সেইভাবে 
ধরিয়া লক্ষ্য কর। এইবার মালাটি অপর পার্শ্বে ঘুরাইয়া দেখ। উভয় ক্ষেত্রে, 
মৃক্তাগুলি ভিন্ন আবর্তনে সাজানো আছে বলিয়া মনে হইলেও প্রকৃতপক্ষে উহাদের 
পারস্পরিক অবস্থানের কোন পরিবর্তন হইতেছে না। স্থতরাং, মুক্তাগুলির বাম 
আবর্তে বিন্যাস ও ডান আবর্তে বিন্যাস অভিন্ন । কাজেই, সম্ভাব্য সকল প্রকারে 
বাম আবর্তে (বা ডান আবর্তে ) বিন্যাস-সম্ভাবা সকল প্রকারে বৃত্তাকারে বিন্যাস 

=ihn-1. 

অতএব, 0: n সংখ্যক feu রঙের মুক্তাকে মালার আকারে 
মোট $17-1 সংখ্যক প্রকারে সাজানো যাঁয়। 

উদাহরণ £ সাতজন ইউরোপীয় এবং ছয়জন ভারতীয়কে একটি গোল টেবিলের 
চারিদিকে বসাইতে হইবে । কোন ছইজন ভারতীয়কে পাশাপাশি 41471941 উক্ত 
তেরজনকে এ টেবিলের চারিদিকে কতভাবে বসানো যাইবে? 

সমাধানঃ গোলটেবিলের অবস্থানের সহিত  আপেক্ষিকভাবে টেবিলটির 
চারিপার্শ্বে সাতজন ইউরোপীয়কে মোট 17 প্রকারে বসানো TH | 

ধরা যাক, এই 17 প্রকারের যে কোন এক প্রকারে ইউরোপীয়দের বসানো 
হইয়াছে। এখন, এইভাবে সাতজন ইউরোপীয়কে বসানোর পরে, প্রতি হুইজন 
ইউরোপীয়ের মাঝে একটি করিয়া মোট সাতটি শূন্যস্থান আছে। এই সাতটি শূনা- 
স্থানে ছয়জন ভারতীয়কে TP, প্রকারে বসানো I | 


- 
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ইউরোগীয়দের প্রতি প্রকার বৃত্তাকার বিন্যাস হইতে, ইউরোপীয় ও 
ভারতীয়দের সম্মিলিতভাবে ТР, প্রকারে বসানো যায় 1 
Бе বৃত্তাকার বিন্যাসের মোট সংখ্যা x "Pes LD? 


etatai 9 
1. Бабе প্রতীক গুলির সাংখ্যমান নির্ণয় কর :— 

(а) 61২ (8) *Р,; (д 2175, 

2.(а) "Р,=91х"-'Р, হইলে n এর মান নির্ণয় কর। 

(b) 5P,=60 হইলে r এর মান fafa কর | 

(9 "+"2, ৮:90 এবং *-৮৮5580 হইলে m ও n এর মান নির্ণয় কর। 

(d) ^P, ১৮০০৮ =5 : 12 হইলে n এর যান নির্ণয় কর। 

3. দেখাও যে, û) “iPr =(n+1)x"P, 

(ii) 12-8%01-8.5-702%-120)18 7 ইহা হইতে প্রতিপন্ন কর থে, 
2nP, =9"(1.8.5... (Ən — 1)) 

(ii) "Ppa =P, +(r - 1)" Po. 

4. একটি রেলগাড়ীর কামরায় ছয়টি আসন শূন্য আছে। দুইজন ЧЫЙ এ 
কামরায় কতপ্রকারে আসন গ্রহণ করিতে পারিবে? (С. U. 1910) 

5.(а) PINCODE শব্দটির সবকরটি অক্ষরকে একসঙ্গে লইয়া কতভাবে 
সাজাইলে স্রবর্ণগুলি কেবলমাত্র বিজোড় স্থানে থাকিবে? 

(৮7747170278 শব্দটির অন্তর্গত সমুদয় অক্ষরকে একসঙ্গে লইয়া এবং 
স্বরবর্ণগুলিকে সর্বদা একত্রে রাখিয়া সম্ভাব্য সকল প্রকারে সাজানো! হইল। মোট 
কতগুলি বিন্যান পাওয়া গেল? 

(9 বিভিন্ন মানের দশটি পরীক্ষা-পত্রকে কতভাবে সাজাইলে উৎকৃষ্ট ও নিকৃষ্ট 
পত্র দুইটি কখনও একত্রে থাকিবে না? 

(a) DIRECTOR чаб সবকয়টি অঙ্গরকে একসঙ্গে aza এবং স্বরবর্ণ 
Ке. কখনও একত্ৰে না রাখিয়া কতপ্রকারে সাজানো সম্ভব 7 

6. (a) চারজন বালিকা ও তিনজন বালককে এক সারিতে বসাইতে হইবে | 
কোন দুইজন বালককে পাশাপাশি না বসাইয়া কতভাবে সবকয়জন বালক-বাঁলিকাকে 


সারিবদ্ধভাবে বসানো যায়? 
(৯ ORANGE শব্দটির жоғар অক্ষরকে একসঙ্গে লইয়া কতভাৰে 


সাজানো যায়? এই বিন্যাসগুলির কতগুলির আদ্য অঙ্গর 0? কতগুলি বিন্যাসের 
শুরুতে 0 নাই কিন্ত শেষে E আছে? 


152 বিন্যাস ও সমবায় 


(с) সাতটি ব্যঞ্জনবৰ্ণ এবং ৪টি স্বরবর্ণ দেওয়া আছে। এই বর্ণগুলি হইতে 
একপঙ্গে দুইটি করিয়া 419444 এবং একটি করিয়া স্বরবর্ণ লইয়া এমনভাবে সাজাইতে 
বল! হইল যে প্রতিটি স্বরবর্ণ যেন সর্বদা দুইটি ব্যঞ্চনবর্ণের মধ্যে থাকে । এই ধরণের 
কতগুলি বিন্যাস সম্ভব ? (С. 0.1992) 

7.(а) 1, 2, 3, 4 5,6 এই ছয়টি অঙ্কের সাহায্যে চারি অঙ্কবিশিষ্ট কতগুলি 
বিজোড় সংখ্যা গঠন করা যায়? (প্রতি সংখ্যায় প্রতিটি 5% মাত্র একবার 
থাকিবে |) 

(8) 0, 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7,8,9 এই দশটি অঙ্কের (কোনটিকেই 
একাধিকবার না লইয়া ) সাহায্যে 1000 অপেক্ষা! FASI এবং 5 দ্বারা বিভাজ্য এমন 
কতগুলি সংখ্যা গঠন করা যায় ? (С. 0.1942) 

(0) 0, 15 9, ৪, 4 এই অঙ্কগুলির (কোনটিকে একাধিকবার না লইয়া) 
সাহায্যে 100 ও 400 এর মধ্যবর্তী কতগুলি সংখ্যা গঠন করা যায়? 

8. (а) নিম্নলিখিত শব্দগুলির সবক্য়টি অক্ষর একসঙ্গে লইয়া কতগুলি বিন্যাস 


সম্ভব নির্ণয় কর £__ 
(i) BANARAS; Gi) MISSISSIPPI 


(0) CONNECTION শব্দটির সবকয়টি অক্ষরকে একসঙ্গে লইয়া সম্ভাব্য 
সকল প্রকারে সাজাইলে, (1) কতগুলি বিন্যাস О দিয়া শুরু হইবে? (ii) কতগুলির 
শুরুতে 0 এবং শেষে Т থাকিবে? (ii) কতগুলি C দিয়া শুরু কিন্তু ТЇП শেষ 
হইবে না? 

(o) 57507 жата অঙ্কগুলির সাহায্যে পাচ অস্কবিশিষ্ট কতগুলি সংখ্যা 
গঠন করা যায়? 


9.(а) তিনটি ডাকবাক্সে পাচখানি চিঠি কতভাবে ফেলা যায়? 
(0) a সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে যদি একসঙ্গে r সংখ্যক বস্তুর বেশী না লওয়া 
হয় এবং যদি প্রত্যেক বস্তুকে а বার 0% пец চলে, তাহা হইলে দেখাও যে সম্ভাব্য 


সকল প্রকারে মোট Gad D সংখাক বিন্যাস পাওয়া যাইবে। 

10. (а) দশটি ভিন্ন qw হইতে একপঙ্গে চারটি করিয়! লইয়া সম্ভাব্য সকল প্রকারে 
বিন্যাস করিলে কতগুলি বিন্যাসে উক্ত দশটি বস্তুর অন্তর্গত একটি Af qw (i) সর্বদা 
থাকিবে, (1) কখনই থাকিবে না? (С. О. 1986 ) 

(0) пуат বিভিন্ন বই এর মধ্যে দুইটি বিশেষ বই নির্দিষ্ট করা ісе | 
এ দুইটি নির্দিষ্ট বইকে একসঙ্গে না রাখিয়া ета I বইকে কতভাবে এক সারিতে 
সাজ্জাইয়া রাখা যাইবে? 


— 
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(с) ADMISSION শব্দটির AJIA অক্ষরকে একনঙ্গে লইর! সম্ভাবা সকল 
প্রকারে বিন্যান করিলে, G) কতগুলি বিন্যাসে দুইটি অক্ষর একত্রে থাকিবে না? 
Gi) কতগুলি বিন্যাসে স্বরবর্ণত্র্ বিজোড় স্থানে থাকিবে? 

(4) 4,9,8 এই তিনটি অঙ্কের সাহায্যে অনধিক পাঁচ অঙ্কবিশিষ্ট কতগুলি 
সংখ্যা গঠন করা যায়? 1 

(ইংগিত £ অনধিক পাচ অঙ্কবিশিষ্ট সংখ্যা বলিতে এক অঙ্ববিশিষ্ট, দুই অন্ধ- 
বিশিষ্ট; তিন অঙ্কবিশিষ্ট, চারি অস্কবিশিষ্ট ও পাচ অঙ্কবিশিষ্ট সংখ্যা বুঝিতে হইবে। ) 

11. (a) 0, 4, 8 এই তিনটি অঙ্কের সাহায্যে অনধিক চার অক্-বিশিষ্ট কতগুলি 
সংখ্যা গঠন করা যায়? 

(৮ 3, %, 8, 4 এই চারিটি অঙ্কের সবকযটিকে একসঙ্গে লইয়া গঠিত সম্ভাব্য 
সমুদয় সংখ্যার সমষ্টি নির্ণয় কর। 

19. পাটি ভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে তিনটি করিয়া লইয়া সম্ভাবা সকল প্রকারে 
বিন্যাস করিলে কতগুলি বিন্যাসে উক্ত পাচটি বস্তুর অন্তর্গত দুইটি নির্দিষ্ট বস্তু সর্বদা 
একত্রে থাকিবে? 

18. за পুরুষ ও তিনজন মহিলাকে চক্রাকারে বসাইতে হইবে। তিনজন 
মহিলাকে সর্বদা একত্রে বসাইয়া উক্ত আটজন কতভাবে বসানো যাইবে? 

14. আটজন লোককে একটি গোল টেবিলের চারিদিকে বসাইতে হইবে। যদি 
ভিন্ন বিন্যাসে একই ব্যক্তির 14 TIE ভিন্ন হয, তাহা হইলে টেবিলের চারদিকে 
লোকগুলিকে কতভাবে বসাইতে পারিবে? 

(ইংগিত : কেবলমাত্র এক আবর্তের কথা ধরিবে ) 
15. সাত রঙের সাতটি পুতি দিয়! একটি মালা কতভাবে গাথা যায়? 


উত্তরমালা 
1. (а) 10; (0) 886; (с) 462. 
2. (а) n=1; (b) r=3; ()т-8,"-2; (d) п=1. 4. 80. 
5.(а) 576; (b) 576; (с) 2s03040; (4) 18000. 
6. (а) 1440; (b) 720, 120,96; (с) 196 
7.(a) 26; (М 154; (0) %. 
8. (а) (i). 840: (4) 84650; 
(b) (i) 80240, (ii) 8860, (іш). 26880; (c) 24, 
9.(а) 948. 10. (a) (i) 2016, (4) 8024; (b) (ө-2)һ-1; 
(с) (1) 70560; (ú) 10197 (4) 268. 
11.(а) 81, (b) 66660. 1% "44, 13. 790. 
14. 20160. 15. 360. 


নবম অধ্যায় 
সমবায় (Combinations) 


$7. জমবায়ের ধারণা £ যনে কর তোমাকে А, В,С এই তিনটি হরফের 
একটি করিয়া মোট তিনটি মডেল হইতে একসঙ্গে দুইটি করিয়া বাছিয়া লইতে বলা 
হইয়াছে। | 

441414, তুমি প্রথমে 4 ও В হরফ দুইটি তুলিয়া লইয়াছ। লক্ষ্য কর, 4 
এবং B এই দুইটি হরফের কোন্টি আগে তুলিলে, কোন্টিই বা পরে__এ প্রশ্ন উঠে 
না, কেন না উহাদের ct কোন একটিকে আগে তুলিয়া লইবার পরে অপরটিকে তুলিয়া 
লইলে তোমার সংগ্রহ করা মডেল দুইটির মধ্যে কোন হেরফের হয় না । ROTT, 
ате তিনটি serqa মডেল হইতে একসঙ্গে ছুইটি করিয়া নিম্নলিখিত তিন প্রকারে 
বাছিয়া লওয়া যায় : 

(4, В), (4,0) (B,C) C s. IMD 

উপরের (1) এ লক্ষ্য কর, (4, В), (4, С), (В, О) এক একটি সংগ্রহ 
(Collection) বা সংকলন (Set) 95% করে। 

TR: (4, В) ও (В, 4) একই সংকলন সুচিত করে। waw, (4, 0). 
(С, 4) অভিন্ন এবং (В, С), (C, B) অভিন্ন সংকলন নির্দেশ করে। অর্থাৎ 
সংকলনের উপাদানগুলি ভিন্ন ক্রমে সাজ'নো থাকিলেও সংকলনগুলি অভিন্ন থাকে | 
কাজেই, বাছিয়া লওয়ার প্রশ্নে যে বস্তগুলি বাছিয়া লইতে হইবে সেগুলি ‘কোন্‌ 
ক্রমানুসারে বাছিয়া লইতে হইবে” এ প্রশ্ন অবাস্তর | 

উপরে বর্ণিত প্রক্রিয়ার দ্বারা প্রাপ্ত সংগ্রহগুলির গুত্যেকটিকে প্রদত্ত তিনটি ভিন্ন 
হরফের মডেল হইতে একসঙ্গে দুইটি করিয়া লইয়া এক একটি নির্বাচন (Selection) 
বা সমবায় (Combination) (ৰা জোট ) বলা হয়) 

প্রতীক £ উপরের আলোচনা অঙ্গসারে বলা চলে যে, তিনটি ভিন্ন ag হইতে 
একসঙ্গে দুইটি করিয়া লইয়া মোট ӘР সমবায় পাওয়া যায়। প্রতীকের সাহায্যে এই 
কথাটি লেখা হয় এইভবে :- 20,=8, 

আরও লক্ষ্য কর, {аяб হরফ A, B, C এর সবকয়টিকৈ একসঙ্গে লইয়া এক 
গ্রকারেই [(4, В, 0), ছথবা (В, А, О; অথবা (4, 0, В), অথবা 
(С, 4, В), অথবা (В, С, 4), অথবা (С, B, 4) ] নির্বাচন করা যায় । কাছেই 
তিনটি ভিন্ন বস্তুর সবকয়টিকে একসঙ্গে লইয়া একটি মাত্র নির্বাচন সম্ভব । 
প্রতীকের সাহায্যে, 26,21. 
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সাধারণভাবে, সংখ্যক ভিন্ন 42 হইতে? সংখ্যক করিয়া একসজে 
লইয়া সপ্ভাব্য সবল প্রকার নির্বাচনের মোট সংখ্যা বুঝাইতে "С, প্রতীকটি 
ব্যবহার কর! হয়। এখানে n, r উভয়েই ধনাত্মক SO সংখ এবং 
n>r. 

§ 8. n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে ” সংখ্যক করিয়া লইয়া 
সম্ভাব্য সকল প্রকার সমবায়ের মোট সংখ! নির্ণয় (অর্থাৎ "C, এর মান 
নির্ণয় ) £ 

থম পদ্ধতি (বিষ্যাস-সংক্রান্ত "P, এর за 549404): 

ধরা যাক্‌, сй সমবায়ের মোট সংখ্যা = z, অর্থাৎ ধরা যাক, Ore. 

এখন, এ সংখ্যক সমবায়ের প্রত্যেকটি হইল r সংখ্যক বিভিন্ন বন্তর এক একটি 
সংকলন (бей)! যেহেতু r সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর সবকয়টিকে একসঙ্গে লইয়া সম্ভাব্য 
সকল প্রকারে সাজাইলে [т সংখ্যক বিন্যাস পাওয়া যায়; সুতরাং, * সংখ্যক 
সংকলন (еВ r সংখ্যক উপাদান সঙ্ছলিত ) হইতে z Lr সংখ্যক বিন্যাস (অর্থাৎ 
ক্রমানুসারে সাজানো উপাদান-সম্ছলিত সংকলন) পাওয়া যাইবে। স্পষ্টতঃই, 217 
হইৰে প্রদত্ত n সংখ্যক বস্তু হইতে একসঙ্গে ? সংখ্যক করিয়া লইয়া সম্ভাব্য সকল 
প্রকার ৰিন্তাসের মোট সংখ্যা। 

কিন্ত, n সংখ্যক বিভিন্ন qw হইতে AETA ? সংখ্যক করিয়া লইয়া সম্ভাব্য সবল 


প্রকার ৰিন্তাসের মোট e ^P, = 2. 


е;‏ اء 
রক্ত‏ 
p~ nri‏ 
ар, nin-1\n-2)= (n- r+1)‏ 


অর্থাৎ aO, 1 see 


45 B 22, Жа 
ৰা, এরাও (ID 
অনুসিদ্ধান্ত 1. za (D হইতে, 
r-iki, "O-n Ln i” 
অর্থাৎ, "CO. =n Ғы э» ই (ТШ) 
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৬ 50. 19: 1. 
এবং r=n বসাইয়া, "С, [а 0-0-1 


অর্থাৎ, "Cal — 25% . (IV) 
দ্বিতীয় পদ্ধতি 2 (^C, এর মান Af: বিন্যাস-হৃত্র না ধরিয়া £ ) 
ধর! যাকৃ, 4,, а, +, Ga এই % সংখ্যক বিভিন্ন অক্ষর দ্বারা প্রদত্ত % সংখ্যক 
বিভিন্ন বস্তুকে স্থচিত করা হইয়াছে। এই n সংখ্যক ভিন্ন অক্ষর হইতে একসঙ্গে r 
সংখ্যক করিয়া লইয়া সম্ভাব্য সকল সমব!য়ের মোট সংখ্যা = "Op. 
যেহেতু, "С, সংখ্যক সমবায়ের প্রত্যেকটি r সংখ্যক অক্ষরের সংকলন, 2. "С, 


সংখ্যক সংকলনে মোট অক্ষরের সংখ)? XO. "৮ ৮৮7৫) 
এখন, "С, সংখ্যক সমবায়ের কতগুলিতে একটি বিশেষ অক্ষর, ধরা 71, а, 
আছে নির্ণয় করা айа! 


প্রদত্ত n সংখ্যক অক্ষর হইতে a, কে সরাইয়া রাখিয়া অবশিষ্ট n — 1 সংখ্যক ভিন্ন 
অক্ষর হইতে একসঙ্গে (ғ-1) সংখ্যক FRAY লইয়া গঠিত সম্ভাব্য সমৰায়ের মোট 
সংখ্যা -*-২০৮-হ এই সমবায়গুলির প্রত্যেকটি হইল а, ভিন্ন অন্যান্ঠ (r = 1) সংখ্যক 
অক্ষরের সংকলন। স্পষ্টতঃই, এই O, সংখ্যক সংকলনের যে কোনও একটি 
লইয়া а, কে তাহার অন্তর্ভুক্ত করিলে সংকলনটির অক্ষর-সংখ্যা দাড়ায় r 3 ON 
т সংখ্যক অক্ষর-সম্বলিত যে সকল সমবায়ে а, থাকিবে তাহাদের সংখ্যা ৮7 0৮-২, 
অর্থাৎ PO, সংখ্যক সমবায়ের সবকঘটি লিখিয়া ফেলিলে দেখা যাইবে যে, G, অক্ষরটি 
""10,_, বার আছে ; তদ্রপ, Ma, а„, 1+, а, এর প্রত্যেকটি “O, সংখ্যক 
ৰার করিয়া আছে। স্থতরাং, "O, সংখ্যক সমবায়ে মোট অক্ষরের সংখ্যা 

=n x "1O, (ii) 


(i) ও (ii) হইতে, rx "0, =n x "1O, 


nO, = есі, 


ST NE өт х өлчү >" এ 


23 


гео; +2 ৮20, 


2 


এবং “о, 
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এখন, উভয় পক্ষের রাশিমালাগুলিকে guga গুণ করিয়া এবং উভয় পক্ষের 
গুণফল হইতে সাধারণ উৎপাদ্রকগুলি পরিত্যাগ করিয়া, 


ері жала Ха су. п-ғ+9 п-++1 
r r rl r>? 9723 1 


_щ%-1(%-9) = (%- +n — r + 1) 
(r 1)( —2)-- 2.1 


_ n(n — )(n — 2) өөө (n-r +1) 
ka 
অনুসিদ্ধান্ত 2. п সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে r সংখ্যক করিয়া লইয়া 
যে সমবায়গুলি ( "С, সংখ্যক ) পাওয়া যায় তাহাদের যেগুলিতে একটি নির্দিষ্ট 44 
সর্বদা থাকে সেগুলির মোট সংখ্য! হইবে ”710,.,. 


$9. 91% (41 অনুবন্ধী) সমবায় (Complementary Combinations) š 

*%-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে r সংখ্যক করিয়| লইলে যতগুলি সমবায় 
পাওয়া যাইবে,” тате বিভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে (n — r) সংখ্যক করিয়া! লইলেও- 
ঠিক ততগুল সমবায় পাওয়া যাইবে ৮ অর্থাৎ "0,-"0,., হইবে। 


প্রমাণ: § 8 aq ча (П) হইতে, 


ыл aR кут) 

б,- hr 15 (A) 
r এর স্থলে (n =7) লিখিয়া, 
Е 


«(ағыны # Ы 
TREE Es m Esa 


— 


(А) ও (B) হইতে, nO, = "Oar. 


(B) 


বিকল্প প্রমাণ £ (সাধারণ যুক্তির দ্বার!) 

n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে যে কোন r সংখ্যক বস্তু একসঙ্গে বাছিযা লওয়ার সঙ্গে 
সঙ্গে অবশিষ্ট (n — r) সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু পড়িয়া থাকে | অর্থাৎ n সংখাক প্রদত্ত 
বস্তু হইতে যে কোন ? সংখ্যক বস্ত-সম্থলিত সংকলন সরাইয়| লইবামাত্র অবশিষ্ট 
(п-т) সংখ্যক বন্ত-সম্বলিত একটি সংকলন পৃথক ЗР পড়ে। ফলে, 
n সংখ্যক 49 হইতে. একসঙ্গে ? সংখ্যক করিয়া লইয়া যতগুলি সমবায় পাওয়া 
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যাইবে, একসঙ্গে (п-т) সংখ্যক করিয়া লইলেও ঠিক ততগুলি সমবায় পড়িয়া 
থাকিবে | 
০০:80. 

(ада: n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর দুইটি সমবায় যদি এমন হয় а, (একটির 
বস্তনংখ্যা)+( অপরটির বস্তুসংখ্যা)=%, তাহা হইলে সমবায় হুইটিকে 
পরস্পরের 941% বা অঙ্থ্বন্ধী সমবায় বল! হইবে 11 

অনুসিদ্ধান্ত 1. "0,="0, হইলে, হয় ?=$ নতুবা r+s=n. 

প্রমাণ: যেহেতু, n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে ? সংখ্যক করিয়া 


লইয়া যতগুলি সমবায় পাওয়া যায় একসঙ্গে $ সংখ্যক өп লইলেও ঠিক эв 
সমবায় পাওয়া! যায়। 2. r এবং ৪ অভিন্ন সংখ্য। স্থচিত করিতে পারে । wfs | 


r =S হইতে পারে | 
এখন 441414, 7745. 
90752108245 
%0,="0,..="0, হইতে з=л- 41 mn=r+s. 
হয় Т-5 agal п= ү +8. 

অনুসিদ্ধান্ত 2. "0, এর সংজ্ঞা : 

"0, প্রতীকটির অর্থ অনুসারে (r ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা) "б, প্রতীকটির অর্থ 
নিরূপণ কর! যায় না। 

এখন, "О,-”О,-, হইতে т এর পরিবর্তে n ЯТІ ”0%-**০১, কিন্ত 
"O,=1 [за (ТУ) হইতে ]; .. *০০-] লেখা চলে। 

810. m সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে ” সংখ্যক TRA লইয়া গঠিত 
সমবাহসমূহের যেগুলিতে একটি (АЙ? বস্তু (প্রদত্ত n সংখ্যক বস্তুর অন্তর্গত ) কখনও | 
থাকিবে না তাহাদের সংখ্যা fada :— 

n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে নির্দিষ্ট বস্তুটি পৃথক করিয়া, সরাইয়া রাখ। অবশিষ্ট 
(8-1) সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে ” সংখ্যক করিয়া লইলে যে "20, 
সংখ্যক সমবায় পাওয়া যাইবে; তাহাদের কোনটিতেই Q সরাইয়া-রাখা নির্দিষ্ট 
449 নাই। 

সুতরাং, নির্দিষ্ট বস্তুটি থাকিবে 414544 সমবায়ের মোট সংখ্যা _*-*০0৮. 
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অন্ুসিদ্ধান্ত : % সংখ্যক বিভিন্ন অক্ষর হইতে একসঙ্গে r mas করিস লইয়া 
যে "0, সংখ্যক সমবায় পাওয়া যায় তাহাদের কতকগুলিতে এ নির্দিষ্ট বস্তুটি থাকে না 
এবং অবশষ্টগুলিতে উহা থাকে 1 
এখন, 8 8 এর чубат 2 হইতে, %-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে " 
সংখ্যক করিয়া aga গঠিত সমবায়গুলির যেগুলিতে কোন একটি নির্দিষ্ট বস্তু থাকে না 
তাহাদের মোট সংখ্যা =" *0;-;. 
"0,="%-10, ч 9-10: 45 
এই xaf অন্তভাবেও প্রমাণ করা যায়। নীচে ইহার বিকল্প 2449 দেওয়া 
হইল :— 
210০7750554 es 174 м = 
রিচ ES да! 


শি লিপ [2+ 1 ] 

ছি 
тт-1 

(п-т) т п-т-1|!-1 


пт, = "Or. 
টীকা £ n= m +1 লিখিলে, "Or + "0-2 +10, 
$11. নিয়ন্ত্রিত (শর্তসাপেক্ষে ) সমবায় (Restricted Combination) š 
॥ সংখ।ক বিভিন্ন বস্তু হইতে একমজে r সংখ্যক করিয়া লইয়। প্রাপ্ত 
সমবায়সমূহের যেগুলিতে 
() p সংখ্যক নিদিষ্ট 42 (প্রদত্ত n সংখ্যক বস্তুর অন্তর্গত ) 756 
থাকিবে সেগুলির মোট সংখ্যা হইবে "7°0,., 
[এবং (i) p RYS fafa? ач কখনই থাকিবে яй সেগুলির মোট সংখ্যা 
হইবে *-0%. 
(ma: р-1 হইলে afet বিষয়টি নিম্নলিখিত আকারে পরিণত হয় : 
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“n সংখ্যক বিভিন্ন বস্ত হইতে чало r সংখ্যক করিয়া লইয়া যে সমবায়সমূহ 
পাওয়া যায় তাহাদের যেগুলিতে (1) একটি নির্দিষ্ট বস্তু সর্বদা থাকে সেগুলির সংখ্যা 
="-1(,_, এবং (2) একটি বস্তু কখনই থাকে না সেগুলির সংখ্যা=*-10,.” 

ইহা পূর্ববর্তী অনুচ্ছেদের মন্থসিদ্ধান্তে আলোচিত হইয়াছে |] 


প্রমাণ : 

(ü) n সংখ্যক বিভিন্ন বস্ত্র হইতে উক্ত p সংখ্যক নির্দিষ্ট বস্তু পৃথক করিয়া সরাইয়া 
রাখিয়া অবশিষ্ট % — সংখ্যক বস্তু হইতে একসঙ্গে r — p সংখ্যক করিয়া! লইলে মোট 
"O, সংখ্যক সমবায় 4841 এই সমবায়গুলির প্রত্যেকটিতে ?--? সংখ্যক 
44 আছে (কিন্ত ইহাদের কোনটিতেই পৃথক-করিয়া-রাখ1? সংখ্যক নির্দিষ্ট 48 ঠাই 
পায় নাই )। 

এখন, উক্ত *-০৮-৮ সংখ্যক সমবায়ের যে কোন একটি লও এবং পূর্বে পৃথক- 
করিয়া-রাথ! p সংখাক নির্দিষ্ট বস্তুকে এই সমবায়ের অন্তর্ভুক্ত কর। ফলে, সমবায়টি 
r-p+p বা? সংখ।ক ERAS এমন একটি সমবায়ে পরিণত হইল যাহাতে p 

1474 নিদিষ্ট বস্তু আছে। 

যেহেতু, একই যুক্তি "Cry সংখ্যক সমবায়ের প্রতিটির ক্ষেত্রেই প্রযোজ্য, 
সুতরাং, p সংখ্যক নির্দিষ্ট 4% থাকিবে এইরূপ মোট "-20,., সমবায় গঠন 
7941 

Gi) কোন সমবায়েই p সংখ্যক নির্দিষ্ট বস্তুকে ঠাই দেওয়! যাইবে না। স্থতরাং, 
প্রদত্ত ॥ সংখ্যক বস্তু হইতে উক্ত? সংখ্যক বস্তুকে পৃথক FRE সরাইয়া CFF | 
অবশিষ্ট % — p সংখ্যক বস্তু হইতে একসঙ্গে r সংখ্যক Фа] লইলে মোট "720, 
সংখ্যক সমবায় গঠন সম্ভব | এই FO, সংখ্যক সমবায়ের কোনটিতেই উক্ত p সংখ্যক 
বস্তু নাই, কাজেই নির্ণের সমবায় -সংখ)1-”-৮0%৮, 

$12. n সংখ্যক বিভিন্ন 44 হইতে একসঙ্গে যতগুলি ইচ্ছা বস্তু : 
লইয়া! সম্ভাব্য সবকয়টি সমবায়ের মোট সংখ্যা নির্ণয় £ 

স্পষ্টতই, n সংখ্যক বিভিন্ন 44 হইতে প্রতিবারে একটি করিয়া ( опе аба 
time ) অৎৰ| একসঙ্গে দুইটি করিয়া, অথবা একসঙ্গে ছিনট করিয়া; >>, অথবা 
একসঙ্গে সব কয়টি লইয়া সমবায় গঠন কর। চলে | 


যেহেতু, n সংখ্যক বিভিন্ন ач হইতে প্রতিবারে একটি করিয়া জইলে "C, 
সংখ্যক, একসঙ্গে ছুইটি করিয়া লইলে "C, সংখ্যক, একসঙ্গে তিনটি করিয়া লইলে 


সমবায় 161 


"б, সংখ্যক, е», একসঙ্গে সবকয়টি লইলে "С, সংখ্যক সমবায় পাওয়া যায়, 

স্থতরাঃ, সর্বপ্রকারে সম্ভাব্য সমবায়ের মোট AFI =O, + "Og +40, *** (i) 

এখন, п সংখ্যক প্রদত্ত বস্তুকে ১ম, ২য়, °°°, ON 49404 চিহ্নিত কর। 

এই % সংখ্যক বস্তু হইতে একসঙ্গে যতগুলি খুনী ₹ইয়া সম্ভাব্য সমবায়গুলি গঠন 

করিতে গিয়া দেখা যায় যে, প্রদত্ত BACT যে কোনটিকে লওয়া চলে অথব। 

উহাকে বাতিল করা চলে। কাজেই, প্রতিটি বস্তুর সম্পর্কে দুইটি করিয়া সম্ভবনা 
বিবেচ্য, যথা £ (1) উহাকে waqtaq www করা 
অথবা (9) উহাকে সমবায়ের বাহিরে রাখা 

অর্থাৎ, প্রতিটি বস্তুর সম্পর্কে ছুই ধরণে বিবেচনা করা যাইতে পারে। সুতরাং 
১ম чаба সম্পর্কে বিবেচনা করাকে প্রথম কাজ, ২য় বস্তু সম্পর্কে বিবেচনা করাকে 
দ্বিতীয় কাজ বলিয়া অভিহিত করিলে, লক্ষ্য কর, প্রথম কাজটি ছুই প্রকারে করা 
যায়ঃ (ক) ১ম বস্তুকে লওয়া 

(খ) উহাকে বাতিল করা 

এই ছুই প্রকারের যে কোনও একটি প্রকারে প্রথম কাজটি সম্পন্ন করা হইলে, 
(অর্থাৎ ১ম বস্তটিকে লওয়। agal বাতিল করা হইলে ) দ্বিতীয় কাজটি ছুই প্রকারে 
করা সম্ভব | সুতরাং, প্রথম ও দ্বিতীয় কাজ একসঙ্গে 2 x 2 বা 22 প্রকারে বরা সম্ভব 1 
অর্থাৎ, একসঙ্গে ১ম ও ২য় বস্তু সম্পর্কে 2034) প্রকারে বিবেচনা করা যাইতে পারে | 

[ যথাঃ 1. ১ম বস্তুটি লওয়া ও একই সঙ্গে аз বস্তুটি লওয়া 

9. ১ম বস্তুটি mem ও ২য় বস্তুটি বাতিল করা! 

8. ১ম বস্তুটি বাতিল করা ও ২য় বস্তুটি লওয়া 

4. ১ম বস্তুটি বাতিল করা ও একই সঙ্গে ২য় বস্তুটিও বাতিল করা। 
লক্ষ্য কর; চতুর্থ প্রকার বিবেচনায় উভয় ЧЁ বাতিল হুইয়াছে। ] 

44, একসঙ্গে ১ম ও ২য় বস্তু সম্পর্কে এই 22 প্রকারের যে কোন এক প্রকারে 
বিবেচনা করার পরে, ওয় বস্তু সম্পর্কে ছুই প্রকারে বিবেচনা করা যায়। 

2.2 ১ম, ২য়, ওয় রপ্ত সম্পর্কে একসঙ্গে মোট 22 х2 112° প্রকারে বিবেচনা 
ат যায় |549, অষ্টম প্রকার বিবেচনায়, পূর্বের মত ধরা যাইতে আরে, সবকয়টি 
44% বাতিল কর! হইয়াছে 11 

একই পদ্ধতিতে, II যুক্তির মাধ্যমে অগ্রসর হইলে বল! চলে যে, N সংখ্যক 
বস্তুর সপ্পর্কে একসঙ্গে মোট 2x2 x n সংখ্যক-বার পর্যন্ত, বা 2" প্রকারে 
বিবেচনা করা যায়। 

কিন্ত, এই 2" প্রকারে বিবেচনা! করার মধ্যে একটি ক্ষেত্রে ১ম, a... %-তম 

H 9. 41411 
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বস্তুকে একই সঙ্গে বাতিল করার সম্ভাবনাটিও রহিমা গিয়াছে [ লক্ষ্য কর, 44707 
১ম ও ২য় বস্তুর সম্পর্কে বিবেচনা করিবার সময়ে, উভয় বস্তুকে একই সঙ্গে বাতিল 
করা সম্ভাবনা থাকিয়া গিয়াছে, তদ্রপ, ১ম, ২য়, ওয় বস্তু সম্পর্কে 44404 বিবেচনা 
করিবার সময়ে, একসঙ্গে তিনটি 44% বাতিল হইবে--এ সম্ভাবনা থাকিয়া যাইবে, 
ইত্যাদি ]। 
স্থতরাং, প্রদত্ত n সংখ্যক বস্তর এক বা একসঙ্গে একাধিক যে সকল সমবায়ের 
чаза 5805 পারে তাহাদের মোট সংখ্যা = 2" -- 1. 
অর্থাৎ, প্রদত্ত n সংখ্যক বস্তু হইতে যতগুলি খুনী 49917 লইয়| সম্ভাব্য সমবায়- 
সমূহের নির্ণের সংখ্যাল*-1 e 2৫0 
(i) ও (ii) হইবে, 
757 %”С,-2%-1, 
$13. সবগুলি বিভিন্ন নয় এমন কতকগুলি AF সম্ভাব্য সকল 
সমবায়ের মোট সংখ্য। নির্ণয় : 
যদি (4417 +) тауа বিভিন্ন প্রকার বস্তুর মধ্যে 7-সংখ্যক একপ্রকার 
সদৃশ чч, এ-সংখ্যক দ্বিতীয় প্রকার সদৃশ 4%, ৮-সংখ্যক তৃতীয় প্রকার সদৃশ বস্তু" 
থাকে তাহা হইলে প্রদত্ত বস্বগুলির যতগুলিকে ইচ্ছা একসঙ্গে লইয়া সম্ভাব্য সমবায় 
সমূহের মোট সংখ্যাল[(2+1)৫+1)+1)”0-2 
প্রমাণ : প্রথমে р সংখ্যক সদৃশ 444 কথা ধরা 5141 
যেহেতু প্রদত্ত 34:45 হইতে ঘতগুলি ইচ্ছা একসঙ্গে লইয়া সমবায় গঠন করা 
যায়; সুতরাং এই সমবায়সমূহ গঠনের ব্যাপারে, উক্ত p সংখ্যক সদৃশ বস্তু হইতে, 
@) যেকোন একটিকে নির্বাচন করা যায় 
17,0) একসঙ্গে যে কোন ছুইটিকে নির্বাচন কর! ঘা 
বা, (8) ле” 8 uo ৮ 


বা, (p) একসঙ্গে সবকঘটিকে « ‚С, 

অথবা উহাদের সবকয়টিকে বাদ রাখা যায়। 

এখন, p সংখ্যক সদৃশ বস্তুকে p সংখ্যক a ছার! সুচিত করিলে, 

aj. প্রতিবারে একটি করিয়া লইয়া (а) ভিন্ন নৃতন কোন 95414 ЧӨ АЧ 
না। কান্জেই, এক-অক্ষর-বিশিষ্ট একটি মাত্র সমবায় সম্ভব। অর্থাৎ, যে কোন 
একটি অক্ষরকে এক প্রকারে নির্বাচন করা যায় | 

(0. একসঙ্গে দুইটি করিয়া লইলে (а, а) ভিন্ন ww কোন সমবায় পাওয়া যায় 


- 
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না। ' স্থতরাং, ছুই-অক্ষর-বিশিষ্ট একটি সমবায় সম্ভব । অর্থাৎ, чет а কোন 
দুইটি অক্ষরকে নির্বাচন করা যায় এক প্রকারে | 


2 সংখ্যক 
FEIR, একসঙ্গে সবকয়টিকে একটি উপায়েই নির্বাচন কর! 314 1 


কাজেই, p সংখ্যক সদৃশ বস্তু হইতে, 


(1) যে কোন একটিকে নির্বাচন করা যায় এক প্রকারে 
(2) „ ছুইটিকে একসঙ্গে নির্বাচন করা ,, », ৯, 
(9) ” তিনটিকে ” নির্বাচন করা 19 > ” 


(р) 9444006 একসঙ্গে নির্বাচন করা ,, , „ 

অথবা, উহাদের সবকয়টিকে বাদ রাখা যায়। 

স্পষ্টত;ই, উক্ত p সংখ্যক সদৃশ বস্তুর ক্ষেত্রে উপরিলিখিত (р+1) সংখ্যক 
প্রক্রিয়ার যে কোন একটি প্রক্রিয়া অবলম্বন করা চ,ল। লক্ষ্য কর, উপরের (1) 
হইতে (р) 447% এই সংখ্যক প্রক্রিয়ার দ্বারা p সংখ্যক বস্তুর যে কোন এক বা 
একসঙ্গে একাধিক থাকিবে এইরূপ p সংখ্যক সমবায় গঠন করা সম্ভব এবং 
শেষোক্ত অর্থাৎ ()+1)-তম প্রক্রিয়ায় সবকয়টি বস্তুকেই বাদ দেওয়া যায়। 

কাজেই, p সংখ্যক সদৃশ বস্তুর ক্ষেত্রে, উহাদের যেকোন একট 41 একসঙ্গে 
একাধিক থাকিবে এইরূপ সমবায় গঠনের р সংখ্যক AEI এবং উহাদের 
পবকয়টিকেই বাদ রাখা যাইবে এই একটি সম্তাবনা__অর্থাৎ। মোট (p + 1) সংখ্যক 
সম্ভাবনা বিবেচন। করিতে হইবে | 

এখন, p সংখ্যক সদৃশ বস্তু সম্পর্কে বিবেচনা করাকে ১ম কাজ বলিয়া অভিহিত 
করিলে, ১ম কাজটি ' +1) সংখ্যক উপায়ে করা যায়। 

যদি সংখ্যক ২য় প্রকার সদৃশ বস্তু সম্পর্কে বিবেচনা করাকে ২য় কাজ বলিয়া 
চিহ্নিত করা যায়, তাহা হইলে, ১ম কাজটি উক্ত (р+1) সংখ্যক উপায়ের যে কোন 
একটি উপায়ে করা হইলে, অবিকল একই যুক্তির দ্বারা দেখানো যায় যে, ২য় কাজটি 
(৫+1) সংখক উপায়ে করা যাইবে। QOM ১ম ও ২য় কাজ একসঙ্গে 
(p+ 109 + 1) RUF উপায়ে করা যায়। 


অর্থাৎ 1-সংখাক ১ম প্রকার সদৃশ বস্তু এবং একই সঙ্গে, ৫-সংখ্যক ২য় প্রকার সদৃশ 
বন্ধ সম্পর্কে মোট (p+ U (৫+3) সংখ্যক সম্ভাবনা বিবেচনা করা হইবে। এই 
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(р%1)(4%1) সংখ্যক সম্ভাবনার মধ্যে উভয় প্রকার সদৃশ বস্তু একসঙ্গে বাদ যাইবে 
এই সম্ভাবনাটিও রহিয়! গিয়াছে। 
эя, অনুরূপ যুক্তির প্রয়োগে বলা যায় যে, (р+ф+т+ з) সংখ্যক বস্তু 
সম্পর্কে মোট [(+1)(৫+1)0+1)-.-] সংখ্যক সম্ভাবনা বিবেচন। করিতে 
হইবে। এই [(+1)(৫+1)0+1) *..] সংখ্যক সম্ভাবনার মধ্যে, প্রদত্ত বস্তুসমূহের 
সবকয়টি একই সঙ্গে বাদ যাওয়ার সম্তাবনাটিও রহিয়! গিয়াছে। 
প্রদত্ত (рът) সংখ্যক বস্তুর যে কোন এক বা একসঙ্গে একাধিক 
থাকিবে এইরূপ মোট ((+1)(৫+1)(+7)-:]-1 সংখ্যক সমবায় গঠন করা 
সম্ভব | 
অর্থাৎ, প্রদত্ত বস্তগুলির যতগুলি ইচ্ছা «яс লইয়া সম্ভাব্য সর্বপ্রকার সমবায়ের 
মোট ял = [(р+1)(4 + Dr +1)......]-1. 
514. "О, এর বৃহত্তম মান নির্ণয় £ 
মনে কর, п একটি নির্দিষ্ট ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্য। ৷ + এর মান কত হইলে 
"0, এর মান বৃহত্তম হইবে তাহা নির্ণয় করিতে হইবে। 
[ অর্থাৎ, n সংখ্যক প্রদত্ত বস্তু হইতে একসঙ্গে কতগুলি করিয়া লইলে সর্বাপেক্ষা 
অধিক সমবায় পাওয়া যাইবে তাহা নির্ণয় করিতে হইবে। ] 
এখন, "С. 10 10679) £ -r +2)(n-r+1) 
®—-+1?И%-1)(%—)...... (%-т +2) 
сақ ন талына 


т-т-1 
0—75 „Аб 


"Qe n-r+1 


— 
= 


Ө, E r 


"0,>, 41 =, বা €*0৮-, হইবে 


যদি белін ক হা 


тез 
অর্থাৎ, যদি Borth Sy =, বা এ] হয় 


অর্থাৎ, যদি %-/+] ১৯, বা =, বা <F হয় 
অর্থাৎ, যদি 7+] >, বা =, বা <2r হয় 


অর্থাৎ, যদি 254 বা. =, বা <F হয়। 
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এখন, түй অথব| (її যে কোন 549 ধনাত্মক সংখা এবং ? এমন একটি 
ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইবে যে, r<n. 


(1) মনে করা যাক, пече ধনাত্মক যুগা অখণ্ড সংখ্য 
= 2m, যখন m একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা | 


তাহা হইলে, "жі йт, реа 


"0, >, বা =, я! <70,:, হইবে 
ІҢ ?+ ১৯, ব। =, I <r হয়। 


অর্থাৎ "O, > *০0৮-+) যধন m+4 >r ১ {2 () 
₹0৮-৮0৮-5, যখন тіпт 53% 458 (ii) 
এবং "O, < "Oras যখন +} <7 oer s= (iii) 


(i) হইতে, m+} >r বা r< m+} হইলে, অর্থাৎ এর মান 1 অথবা 
2 অথবা 8 ч, অথব। % হইলে "О, > n0,_, হইবে। 
এখন, т এর পরিবর্তে পর পর 1, 2,......, বসাইয়| "0, > "Ora হইতে 
যথাক্রমে tter হায় :— 
"0, > 00; 
"0; > "0, 
ЖОҚ >> бе, 
অর্থাৎ "0, <O, < "O, Lee Oma, < "Omi ө (А) 
[ স্পষ্টতই "б, "Og, "бше, "Си, "Om একটি প্ৰকৃষ্টদপে-আরোহী 
অনুক্ৰম (Strictly increasing sequence) সুচিত করে | ] 
Gi) হইতে, যেহেতু ? ও m উভয়েই অখণ্ড সংখ্যা সুচিত করে, 
r =m + কখনই NA নহে, 
20 nO,="0,-, হইতে পারে না। 
(i) হইতে, m+} <r 
বা, r> m+} হইলে, 
অর্থাৎ, ? এর মান (т+1), বা (m+2), বা (т+8), qo, হইলে, 


nO, < "Or হইবে | 
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এখন, ? এর পরিবর্তে যথাক্রমে (7৮41), (7৮42), ৫৮4৪)... বসাইয়া 
"0, < "0,-, হইতে পাওয়া যায় :— 
"бы, < "Оһ 
"бл, < "Casi 


„ө ... ... 


অর্থাৎ sC, > "Оу > Ogg >" \ (В) 
[স্পষ্টতই "Om "Oms "Omio একটি প্ৰকৃষ্ঠরপে-অবরোহী অমুক্রম 
(Strictly decreasing sequence) গঠন করে 1 ] 
(А) ও (В) হইতে, 
"00, "0, s "Cm-1, "Съ, "Съз", এর মধ্যে "Om এর মান 
TT | 
এখন, n=2m হইতে, тез, | 
7 nN হইলে "0, এর মান বৃহত্তম হইবে যদি =т=! 
0) এইবার, ধর! যাক্‌, ?%-.একটি RAN ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা 
= 2m +1, যখন m একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা 


সুচিত FTT | 
তাহা হইলে, ышы „| 
5% "0, 2% বা =, বা <Ira হইবে 
যদি m+l >, বা =, বা <r; 
অর্থাৎ O, > Or, যখন m+l > % e ... (i) 
"(,-”0,, যখন т+1=” © .. (ii) 
এবং "6, < Cy, যখন т+1<” ... (iii) 


() হইতে, ? < ?%৮+1 হইলে, অর্থাৎ ? এর মান 1, অথবা 2, অথবা 8, 
9414,4, অথবা m হইলে, "С, > "0,-; হইবে | 
444, r এর পরিবর্তে পর পর 1,2,8,---, т বাইয়া যথাক্রমে “the, 
যায় :— "0, > "0, 
"0, > "0, 


"On > "бы. 
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অর্থাৎ ৭0০ <0, "0 < < 04-1 < 0, “es (О) 
(i) হইতে, ram + 1 হইলে, "С,-"С,.і হইবে 
অর্থাৎ "Cmpa = "Съ হইবে i (D) 
(i) হইতে, r > m+1 হইলে অৰ্থাৎ r এর যান (m+2), অথবা! (m+ 3), 
অথবা (+ 4),**:**; হইলে "C, < "Ora হইবে। 
এখন, ? এর পরিবর্তে পর পর (m +2), (т +8), (m + 4),---*"-বসাইয়া, 
aO, < PCr, হইতে যথাক্ৰমে পাওয়া যাইবে :— | 
"баға < "Casa 
"Саға < Cmts 
"ба < Cmts 


অর্থাৎ "Onsa < "Саза < "би, <" ; ЕСЕТА 153) 


(0), (D) ও (Е) হইতে, 
"(аў sgos ...... ; "Сы "бан: "Сөзі Oare Раа. এর মধ্যে 


"Og "Саз এবং "Со nO, eres 18527 nO miast এর প্রত্যেকটি 
অপেক্ষা "Om (বা "Сыа ) বৃহত্তর | 


এখন, যেহেতু, P= mF, .. m=" م‎ ntl 


n (її হইলে "С, এর মান বৃহত্তম হইবে 

যদি ادم‎ অথবা ntl হয়। 

515. কতকগুলি বিভিন্ন বস্তুকে বিভিন্ন দলে (বা ভাগে) বিভক্ত 
করা (Division of a number of different things Into different groups) : 

G) মনে কর, (m+n) সংখ্যক (msn) বস্তুকে এমনভাবে দুই ভাগে ভাগ 
করিতে হইবে যে, এক ভাগে % সংখ্যক ও অপর ভাগে n সংখ্যক 49 থাকে। 
কত প্রকারে এইরূপ বিভক্তিকরণ সম্ভব তাহা নির্ণয় করিতে হইবে। 

(m+n) সংখ্যক বিভিন্ন 4% হইতে একসঙ্গে সংখ্যক বস্তু লইয়া! মোট Om 
প্রকারে নির্বাচন করা যায় 1 

অবশিষ্ট (m+n) m 31 n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর সবকয়টিকে একলঙ্গে "Ca 
প্রকারে নির্বাচন FA TA 1 
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এখন) Om: প্রকারের যে কোন এক প্রকারে mS একটি ভাগ 
নির্বাচন করিলে অবশিষ্ট n সংখ্যক বস্তু হইতে "0, প্রকারে %-বস্ত-সম্বলিত ভাগটি 
পাওয়া যাইবে 1 

ATF %-বস্ত-সম্ঘলিত একটি ভাগ এবং %-বস্ত-সপ্ঘলিত আর একটি ভাগ 
পাওয়া যাইতে পারে মোট *%+*0% x "On প্রকারে অর্থাৎ шіт х1 q mz 
প্রকারে। 

[ লক্ষ্য কর e (m+n) সংখ্যক বস্তু হইতে %-বস্ত-সম্ঘলিত ভাগটি যতভাবে 
নির্বাচন করা যাইবে, ঠিক ততভাবেই n সংখ্যক বস্তু-বিশিষ্ট একটি করিয়া ভাগ পৃথক 
হইয়া পড়িবে। এখন, %-স্ত-সঙ্ছলিত ভাগটি যে কোন এক প্রকারে লইলে অবশিষ্ট 
n সংখ্যক বস্তু হইতে n বস্তু-সম্বলিত ভাগটি "O, বা 1 প্রকারে পাও যায়। স্থৃতরাং 
(m+n) সংখ্যক বস্তু হইতে ভাগ দুইটি একপঙ্গে ming, xl প্রকারে পাওয়া! 
যাইবে 11 

টাকা ঃ_ 

А. প্রথমে т সংখ্যক বস্তু একসঙ্গে ন! তুলিয়া, % সংখ্যক বস্তু একসঙ্গে তুলিয়া 
ASTA দল-সংখ্যার কোন পরিবর্তন হইত না; কেন না, 

AO ERO еп SPO. 

В. m=n হইলে, প্রদত্ত বস্তুদমূহের হুই ভাগের প্রত্কটিতেই m সংখ্যক qa 
থাকিবে। ফলে, প্রদত্ত বস্ত গুলিকে যত প্রকারে সম্ভব, ছুই দলে ভাগ করিলে দেখা 
যাইবে, ছুই দুইটি করিয়া দল ( বা ভাগ) অভিন্ন হইয়াছে | সুতরাং, m+ m = 0m 


т 
ч É 0 ч 
সংখ্যক বস্তুকে মোট 4 [নর একারে দুইটি সমান ভাগে ভাগ কর! 
qia | 
C. কিন্তু এ 2% সংখ্যক বস্তুকে ছুই ব্যক্তি মধে। সমান ভাগে ভাগ করিয়া 
দিতে .বলিলে, yfe বিভিন্ন বলিয়া এ ব্যক্তিদ্য় সম্পর্কে ছুই দুইটি করিয়া ভাগ 


m 


অভিন্ন নহে। কাজেই প্রদত্ত বস্তু গুলিকে ছুই ব্যক্তির মধ্যে মোট "0, = ТЕТІ 


প্রকারে ভাগ করিয়া দেওয়া যাইবে | 

(ü) মনে কর, (m+n+p) সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুকে এমন তিন ভাগে ভাগ 
করিতে হইবে যে এক ভাগে m সংখাক, দ্বিতীয় এক ভাগে n সংখ্যক ও তৃতীয় 
আর এক ভাগে? সংখ্যক বস্তু থাকে । কত প্রকারে এইরূপ বিভদ্কিকরণ সম্ভব তাহা 
নির্ণয় করিতে হইবে | 
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(m +n +p) সংখ্যক বিভিন্ন аз হইতে একসঙ্গে  সংখাক বস্তুকে শাদা 
প্রকারে (5454 করা যায়। ' 
অবশিষ্ট (m +n +2) - m বা n +p সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে 4744 ॥ সংখ্যক 
বস্তুকে "20, প্রকারে নির্বাচন করা সম্ভব | 
এখন, H+ PO, প্রকারের যে কোন এক প্রকারে 940476 m RAF-A- 
সম্বলিত একটিভাগ নির্বাচন করিলে দ্বিতীয় ক্ষেত্রে উল্লিখিত %-বস্ত-সন্থলিত ভাগি 
*+৮0% প্রকারে নির্বাচন করা সম্ভ€। 
এক দঙ্গে  বস্ত-সম্বলিত একটি ভাগ এবং %-বস্ত সম্বলিত আর একটি ভাগ 
পাওয়া যাইতে পারে মোট *+৮+0% x "20, প্রকারে | 
` অবশিষ্ট (n+p) -% বা p সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর সবকয়টিকে একসঙ্গে লইয়া 
মোট °С, প্রকারে নির্বাচন করা যায়। 
যেহেতু, mtintpO, xX "Cn প্রকারের যে কোন এক প্রকারে m বন্ত সম্বলিত 
একটি ভাগ এবং একই সঙ্গে n বস্ত-সগ্বলিত দ্বিতী একটি ভাগ পাওয়ার 89 O, 
প্রকারে p বন্ত-সম্থলিত ভাগটি পাওয়া যায়। 
সুতরাং, প্রদত্ত (m + n +p) সংখ্যক বস্তুকে নির্দেশমত তিন ভাগে করা যাইবে 
মোট *+7+20% XO, x PO, প্রকারে 


m+n+p n+p татар 
ст А састы 


টীকা Dg: m=n=p হইলে প্রত্যেক ভাগে m সংখ্যক করিয়া বস্তু থাকিবে। 
ইহার ফলে, প্রদত্ত বস্তু সমূহকে যতপ্রকারে সম্ভব তিন দলে ভাগ করিয়া দেখা যাইবে 
ছয় ছয়টি করিয়া ভাগ অভিন্ন হইরাছে। সুতরাং m +m + (= Sm) সংখ্যক বস্তুকে 


১ - Bm প্রকারে তিনটি সমান ভাগে ভাগ করা যাইবে। 
6 [m [m [m [8 {Lm}? 

Del EG) যদি বস্তু সংখ্য। (m+n +p + + =) হয় এবং যদি ইহাদের 
এমন কতকগুলি ভাগে ভাগ করিতে হয় যে এক্ভাগে m সংখ্যক, ২য় একভাগে 
n সংখ্যক) оң একভাগে p সংখ্যক, сез, বস্তু থাকে, তাহা হইলে উপরিলিখিত 
আলোচনাকে সপ্রদারিত করিয়া দেখানো যাইবে যে, বস্তু গুলিকে নির্দেশমত 

mtn tp ++ 
Lm Ln ір 4 2... 


ভাগে ভাগ করা যায়। 
(4; 7/৮%৮1)-৫ ৮:77 হইলে, 14 বন্তগুলিকে মোট + সংখ্যক সমান 
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ভাগে ভাগ করার নির্দেশ থাকে অর্থাৎ যদি (m সংখ্যক বস্তু থাকে; তাহা হইলে টীকা 


কে সম্্রপারিত করিয়া দেখানো যাইবে যে, বস্তগুলিকে _ m г প্রকারে t 
Lt (Lm) 
সংখ্যক সমান ভাগে ভাগ করা যায়। 
উদ্াহরণমাল। 
(সমবায়) 
উদাহরণ 1. (1) 20,=2"0,,, হইলে r এর মান নির্ণয় কর। 
(i) "+10,="-10, হইলে m এর মান নির্ণয় FF | 


সমাধান | 
() হেল 20৮2০017142 544) r+r+2=2m 
কিন্তু 15742... 2 2? +2-2%% 


т=т- 1 
(i) (m +1). тит - 1) (m - 9)(m - 8ут - 4) К 


(m – ут - дут _ 8)(m — 4) 


L4 
(m – 1)!m 2 (m - t) – 4)í (m + 1) m _ s 
বা —r еи 1] 0 


11 (m- 1 (m - 2) m - 8) - 4(m2 + m - 80)=0 
বা (m — 1)(m - 2)(m - 9)(m - 4)(m — 5)Xm + 6)= 0 
m=1<4 2l 3714 7| Ö | -6 
এখন, m সর্বদা ধনাত্মক বলিয়া m _ 6. 
আবার, "10, প্রতীকটি অর্থবহ হয় কেবলমাত্র যখন т+1>6 বা m>b5. 
[ "0, হইতেও т>5 ভিন্ন আর কিছু পাওয়া যায় না] 
& m=] বা 2 বা ৪ বা 4 হইতে পারে না। 
m=5 হইবে। 
উদাহরণ 2. দশ জন লোকের একটি দল হইতে একসঙ্গে ছয় জনকে কত 
গ্রকারে নির্বাচন করা যায়? 
সমাধান। স্পষ্টতই, এখানে бсб নির্বাচন সংখ্যা 
9 8 
-210 
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i. 
উদাহরণ 3. ছয়জন মারাঠী ও পাচজন নেপালীর মধ্য হইতে 8 জন মারাঠী ও 
9 জন নেপালীকে লইয়া কতভাবে একটি কমিটি গঠন করা যায়? 
সমাধান। 6 জন মারাঠীর মধ্য হইতে একসঙ্গে 8 জন করিয়া মোট 


6х5 
557-20 প্রকারে nen যায়। আবার 5 জন নেপালীর মধ্য হইতে 


60, = 
একসঙ্গে 2 জন করিয়া মোট 20, -2৯+-30 প্রকারে төлі যায়। 
যে কোন এক প্রকারে মারাঠী-নির্বাচনের әз 10 প্রকারে নেপালী-নির্বাচন 
সম্ভব, 
মোট 20 x 10] 200 প্রকারে উক্ত কমিটি গঠন করা যায়। 
উদাহরণ 4. তিনটি স্বরবর্ণ (ভিন্ন) হইতে একসঙ্গে দুইটি করিয়া এবং চারিটি 
agatat (ভিন্ন ) হইতে একসঙ্গে তিনটি করিয়া লইয়া কতগুলি শব্দ গঠন করা যায়? 
সমাধান: তিনটি স্বরবর্ণ হইতে একসঙ্গে দুইটি করিয়া লইলে মোট সমবায়- 
সংখ্যা 8০0৪-30-78 
এবং চারিটি বাঞ্ণবর্ণ হইতে একসঙ্গে তিনটি করিয়া ইয়া মোট tC = 401 = 
4টি সমবায় গঠন করা যায়। 
এখন, ET উক্ত তিনটি সমবায়ের যে কোন একটি বযঞ্জনবর্ণসমূহের 
চারিটি সমবায়ের প্রত্যেকটির সহিত সম্মিলিতভাবে একটি করিয়া সমবায় গঠন FTA | 
9টি স্বরবর্ণ ও ৪টি ব্যঞ্রনবর্ণ সম্বলিত সম্ভাব্য সর্বপ্রকার সমবায়ের A= 
8x4=12 ; 
এখন, গুতিটি সমবায়ের অক্ষর-সংখ্যা-ঠ) এই পাঁচটি অক্ষরের সব কয়টি 
একসঙ্গে লইয়া মোট L5 প্রকারে বিন্যাস করা যায়। 
যেহেতু, 12টি সমবায়ের প্রত্যেকটি হইতে [= 190টি বিন্যাস পাওয়া যায় এবং 
যেহেতু প্রতিটি বিন্যাস এক একটি শব্দ স্ণচিত করে, 
farda 44-41-19 x 120= 1440 
উদাহরণ 5. দশটি বিভিন্ন 4% হইতে একদক্গে চারটি করিয়া লইয়া কতভাবে 
নির্বাচন করিলে, G প্রতিটি নির্বাচনে প্রদত্ত দশটি বস্তুর অন্তর্গত একটি নিষ্ট g 
থাকিবে, (ii) কোন নির্বাচনেই এ নির্দিষ্ট বস্তুটি থাকিবে না? 
সমাধান । G) Q নির্দিষ্ট বস্তুকে আগেই পৃথক করিয়া সযাইয়া রাখা যাক্‌। 
এখন অবশিষ্ট 10-1 ব! 9টি বিভিন্ন হস্ত হইতে একসঙ্গে 4—1 বা ЗВ «йы মোট 
90, প্রকারে নির্বাচন করা যায়। এই 105 সংখ্যক সমবায়ের G কোন একটির 


Ж সমবায় x 
সহিত পৃথক করিয়া! রাখ! নির্দিষ্ট বস্তুটি সামিল করিলে চারটি বস্তু সমন্বিত যে সমবায়টি | 
পাওয়া যাইবে তাহাতে এ নির্দিষ্ট বস্তুটি থাকিতেছে। 

যেহেতু এই যুক্তি উক্ত 90, সংখ/ক সমবায়ের প্রতিটির ক্ষেত্রেই প্রযোজ্য, | 


স্থতরাং, 18044 নির্বাচন সংখ্যা °С, E o° 1347-94. 


(ii) কোন নির্বাচনেই নির্দিষ্ট বস্তুটি থাকিবে না । স্থতরাং, উহাকে বাতিল করিয়া 
অবশিষ্ট 10-1 বা ৪টি বিভিন্ন qw হইতে একসঙ্গে চারটি করিয়া নির্বাচন করিতে 
হইবে। 

এখন, 9টি বিভিন্ন qw হইতে একসঙ্গে চারটি করিয়! মোট ?0, = 4 লি б 
=9х7х2 41126 প্রকারে নির্বাচন কর! যায় | এই 126টি সমবায়ের কোনটিতেই 
ও নির্দিষ্ট বস্তুটি নাই, অথচ প্রতিটিতেই চারটি ভিন্ন qw আছে। 

аса নির্বাচনসংখ্যা = 126. 


উদাহরণ 6. ছয় জন পুরুষ ও 4 জন মহিলার মধ্য হইতে পাঁচজনের একটি 
কমিটি গঠন করিতে হইবে। যদি কমিটিতে অস্ততঃ একজন মহিলা রাখিতে হয় 
তাহা হইলে কতভাবে এই কমিটি গঠন করায ইতে পারে? | 


সমাধান। 02 পাচ-সদশ্য বিশিষ্ঠ কমিটিতে অন্ততঃ একজন মহিলা সদস্যা | 


থাকা আবশ্যিক, সুতরাং নিম্নলিখিত যে কোন একটি ধাচে উক্ত কমিটি গঠন কর! J 
যাইতে পারে :— 


মহিলা সদস্যের সংখ্যা | পুরুষ সদস্যের সংখ) নির্বাচন-সংখা! 


4 6 
4, × 60; 
140, x бс 


4, x 66, 


46, x $, 
| 
— RL... J кекке» 


প্রতিটি কমিটিতে «яз: একজন মহিলা masi রাখিয়া মোট 
с, x 60, H*c, x 600+ 60, x e, + $e, x бео, 


x, 4, х "6s + te, ж e, + “e, х “o, +1%6 


সমবায় * 118 


6.5.48, 6.5.4 
বা 2x4x toi X89115 


বা, 6.5.4 + 6.5.4 + 6 41 246 প্রকারে কমিটি গঠন করা যায়। 
উদাহরণ 7. চার জন 444 এক বা একসঙ্গে একাধিককে কতভাবে নিমন্ত্রণ 
করা যায়? 
সমাধান: চার জন বন্ধুর মধ্য হইতে যে কোন (i) একজনকে, অথবা 
একসঙ্গে (ii) দুইজনকে বা! (iii) তিনজনকে বা (іу) সব কয়জনকে নিমন্ত্রণ করা 
যায়। 
চার জন বন্ধুর মধ্য হইতে, যে কোন একজনকে to, প্রকারে নিমন্ত্রণ করা যায়, 
একসঙ্গে দুইজনকে 4 ১ ১১:৮৮ 
১. তিনজনকে +05, н 2220 
ও , সবকঘরজনকে $6, “А. КЛ +, 
সর্বপ্রকারে মোট ($০, + +09 + 4০ + 408) বা (4+ 6+4+1) 
বা 15 ভাবে নিমন্ত্রণ কর! যায়। 
বিকল্প প্রণালী ঃ 
যে কোন একজন বন্ধুকে নিমন্ত্রণ করা যাইতে পারে, আবার তাহাকে বাদ 
রাখাও TITS পারে | 
কাজেই, প্রতিটি বন্ধু সম্পর্কে ছুই প্রকারে বিবেচনা করা যায় £ 
G) নিমন্ত্রণ করাবা (i) নিমন্ত্রণ না করা 
এখন, কোন একটি বন্ধুকে নিমন্ত্রণ করা হউক বানা হউক, অপর প্রতিটি বন্ধুর 
সম্পর্কে ছুই প্রকারে বিবেচনার পথ খোল! আছে। অর্থাৎ কোন একটি বন্ধুর 
সম্পর্কে ছুইপ্রকার বিবেচনার. যে কোন এক প্রকারে বিবেচনা করিলে অপর প্রতিটি 
বন্ধুর সম্পর্কে ছুই প্রকারে বিবেচনার সুঘোগ আছে। 
একসঙ্গে সবকয়টি বন্ধু সম্পর্কে মোট 92х2х2х2 প্রকারে 4116 
প্রকারে বিবেচনার স্থযোগ “10% | কিন্ত, এই ৪ প্রকারে বিবেচনা করার মধ্যে সব 
কয়টি বন্ধুকে বাদ রাখার বিবেচনাটিও অন্তর্চুক্ত। 
চারজনের মধ্য হইতে যতজনকে ইচ্ছা একসঙ্গে মোট 16-1 4115 
প্রকারে নিমন্ত্রণ করা যাইতে পারে | 
উদ্াহরণ 8: 120 বিভিন্ন বস্তুকে এমনভাবে তিনটি ভাগে ভাগ করিতে হইবে 
যে 8টি 43 একভাগে, 4টি বস্তু দ্বিতীয় ভাগে এবং 00 বস্ত тї ভাগে পড়ে। 
প্রদত্ত বন্তগুলি হইতে এইরূপ বিভক্তি করণ কত প্রকারে সম্ভব নির্ণয় কর। 


ЧТ, সমবায় 


সমাধান: প্রদত্ত 12টি বিভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে 8টি করিয়া লইয়া মোট 
120, প্রকারে নির্বাচন করা যায়। 
অবশিষ্ট 12-8 বা 9টি বিভিন্ন বস্তু হইতে একসঙ্গে 4টি করিয়া লইয়া °0, 
প্রকারে নির্বাচন সম্ভব | 
এখন, প্রথমোক্ত 120, প্রকারের যে কোন এক প্রকারে ৪টি বস্তুকে একসঙ্গে 
নির্বাচিত করার জন্য °С, প্রকারে ২য় ক্ষেত্রে উল্লিখিত একসঙ্গে 4টি বস্তুর নির্বাচন < 
সম্ভব। 


** একসঙ্গে 8 বস্ত-সম্বলিত একটি ভাগ এবং 4-বস্ত সম্বলিত আর একটি ভাগ 

পাওয়া যাইতে পারে মোট 
120, x 90, প্রকারে | 

545% 9-4 4158 বিভিন্ন বস্তুর সবকয়টিকে একসঙ্গে 50, প্রকারে নির্বাচন 
করা যায়। 

যেহেতু, যেকোন এক প্রকারে তিন বস্তু-সম্বলিত একটি ভাগ এব: একই সঙ্গে 
চার বন্ত-সন্বলিত আর একটি ভাগ পাওয়ার জন্য 50, প্রকারে পাচ-বস্তু-সম্বলিত ভাগটি 
পাওয়া যায়, 

5 প্রদত্ত 12টি বস্তুকে faqe তিনভাগে ভাগ করা যায় মোট 
1208 x 904 *-50৪ প্রকারে 


12х11х10 9х8х7х6 
বা 8хФх1 ШТЕРТІЗ! х1=11х10х9х4х7 


«97790 

উদাহরণ 9 22 জন ক্রিকেট খেলোয়াড়কে কতগ্রকারে দুইটি টিমে 
(teams) বিভক্ত কর! যায়? (প্রতি ক্রিকেট-টিমে 11 জন করিয়! খেলোয়াড় 
থাকে )। 

সমাধানঃ: ধরা যাক্‌ z সংখ্যক উপায়ে প্রদত্ত 22 জন খেলোয়াড়কে দুইটি টিমে 
বিভক্ত করা যায়। 

এখন, মনে কর, ছুইটি ক্লাব 4 ও B এর মধ্যে Q 92 জন খেলোয়াড়কে সমান 
ভাবে ভাগ করিয়া দিতে হইবে। 

মনে কর, উক্ত z সংখাক উপায়ের যে কোন একটি উপায়ে খেলোয়াড়দের ছুই- 
ভাগ করা হইথাছে। এখন, 11 জনের একটি দল ছইটি ক্লাব 4 ও B এর যে কোন 
একটিতে [2 প্রকারে যাইতে পারে এবং একটি দল যে কোন একটি ক্লাবে যাওয়ার 
সঙ্গে সঙ্গে অপর দলটি স্পষ্টত;ই অন্ত ক্লাবটিতে ধাইবে। কাজেই, 212 প্রকারে প্রদত্ত 


їч 115 


29 জন খেলোয়াড়রা সমান яхта দুইটি ক্লাবে যোগদান করিতে 4041 ISI 
বলিলে, প্রদত্ত 99 জন খেলোয়াড়কে 513 প্রকারে দুইটি ক্লাবের ч সমানভাবে 
ভাগ করিমা দেওয়া যায়। 
122 P 
কিন্ত, 22 জন খেলোয়াড়কে দুইটি ক্লাবের মধ্যে шгп প্রকারে ভাগ করিয়া 
দেওয়া যায়। 
122 
ye ely Lhe 
ЛЕ: ИТ 
аш [а 


616. মনে কর, সবগুলি ভিন্ন নয় এইরূপ % সংখ্যক বস্তু দেওয়া আছে। এই 
зазна সবকয়টিকে একসঙ্গে লইয়া সম্ভাব্য সর্বপ্রকারে বিন্যাসের মোট সংখ্যা 
নির্ণয়ের জন্য একটি সাধারণ wa পূর্বেই প্রতিষ্ঠিত হইয়াছে ($£এর প্রতিজ্ঞা 
4 দেখ )। কিন্তু একসঙ্গে সবক্টিকে না লইয়া, একসঙ্গে, r (r<) সংখ্যক 
করিয়া লইয়! সম্ভাব্য সকল প্রকার বিন্যাস বা সমবায়ের কোন সাধারণ za নির্ণয় 
কর] হয় নাই। এ প্রসঙ্গে, সাধারণ а নির্ণঃ সংক্রান্ত জটিল আলোচনার মধ্যে 41 
গিয়া, Оа উদাহরণ ও উহার সমাধান পদ্ধতিটি দৃষ্টান্ত হিসাবে তুলিয়া 
ধরা হইল। 

উদাহরণ 10. EXAMINATION жая অন্তর্গত অক্ষরগুলি হইতে 
একসঙ্গে চারটি করিয়া অক্ষর লইয়া, (i) কতভাবে বিন্যাস করা যায়? (i) কতগুলি 
সমবায় গঠন কর! সম্ভব? 

সমাধান £ প্রদত্ত শব্দটিতে আট প্রকারের (যথাঃ Е, X, À, M, L N, 
T, 0) মোট এগারটি অক্ষর আছে। এই এগারটি অক্ষরের মধো, 

(АА), 0০), (অ+) ১09 

এই তিন জোড়া অক্ষর ছাড়াও, E, X, М,Т,0 ... (ii) 
এই পাটি অক্ষর (পরস্পর ভিন্ন এবং প্রথমোক্ত তিনজোড়ার অন্তর্গত প্রতিটি অক্ষর 
হইতে (ең ) আছে। 

প্রথমে আমরা সম্ভাব্য সকল প্রকারের সমবায়ের কথা বিবেচনা করিব। 

একপঙ্গে চারটি করিয়া অক্ষর লইয়! সমবায় গঠন করিতে হইবে। ДЭШ 
নিম্নলিখিত সম্ভবনাগুলি বিবেচনা করিতে হইবে £ 
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А. দুইটি একই প্রকার অক্ষর এবং একই সঙ্গে, দুইটি অন্ত এক প্রকারের অক্ষর 
নওয়া চলে, অর্থাৎ G) এর তিনটি ভিন্ন জোড়া হইতে একসঙ্গে যে কোন ছুই 
জোড়া নির্বাচন করা চলে; geai, এইভাবে, মোট 20, প্রকারের মমবায় 
পাওয়া ঘায়। 

В. দুইটি একই প্রকার অক্ষর এবং একই সঙ্গে, দুইটির বিভিন্ন অক্ষর লওয়া 
চলে অর্থাৎ, (1) এর তিনটি জোড়া হইতে যে কোন এক জোড়া এবং একই সঙ্গে, 
এ জোড়াটির অন্তর্গত অক্ষর ব্যতীত অবশিষ্ট সাত প্রকার অক্ষর হইতে যে কোন 
ছুইটিকে меді চলে । যেহেতু, (i) এর তিন জোড়ার মধ্য হইতে যে কোন এক 
জোড়াকে 90, প্রকারে নির্বাচন করা যায় এবং এই 30, প্রকার নির্বাচনের 
প্রত্যেকটির জন্য অবশিষ্ট সাত প্রকার অক্ষর হইতে একসঙ্গে দুইটি করিয়া 705 
প্রকারে নির্বাচন করা যায় ; স্থতরাং, এক্ষেত্রে মোট $0, ২ 70, প্রকারের সমবায় 
সম্ভব। 


С. চারটি অক্ষরই ভিন্ন প্রকারের meri চলে অর্থাৎ আট প্রকারের ভিন্ন অক্ষর 
হইতে একসঙ্গে যে কোন চারটিকে নির্বাচন করা চলে। স্থতরাং, এইভাবে মোট 
80, প্রকারের সমবায় পাওয়া যায়। 

একলঙ্গে চারটি করিয়া অক্ষর থাকিবে এইরূপ সম্ভাব্য সর্বপ্রকার সমবাযের 
মোট সংখ্যা = 80,4380, x70, + 804 


76 8765 
ПА НУ] 


=3+68+70=186 


এইবার, একসঙ্গে চারটি করিয়া অক্ষর লইয়া সম্ভাব্য বিন্যাসগুলির কথা চিন্তা 
করাযাক। 


উপরের আলোচনা wyata, 
G) ছইটি একই প্রকার অক্ষর এবং একইসঙ্গে দুইটি অন্ত একপ্রকার অক্ষর 
লইয়া যে 0, প্রকার সমবায় সম্ভব (উপরের А жіз)), তাহাদের যে কোন 


чаба wafa চারটি অক্ষরের সব কয়টিকে একসঙ্গে লইয়া মোট д প্রকারে 


ат করা যায়। স্থতরাং, $0, প্রকার সমবায় হইতে 20, “3 বা 18 


প্রকার বিনাস পাওয়া সম্ভব | 


"Л ч Ө 
—— m m say жа са станнан রক সার پو‎ 
— —t.R1 —— 
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Gi) দুইটি একই প্রকার অক্ষর এবং একই সঙ্গে দুইটি বিভিন্ন অক্ষর লইয়া যে 
30, x 70, প্রকার সমবায় সম্ভব (উপরের আলোচনায় В দ্রষ্টব্য ), তাহাদের 


যে কোন একটির অন্তর্গত চারটি অক্ষরের 74910 লইয়া টু প্রকারে Өт» করা 


যায়। স্থতরাং 30; » 705 প্রকার সমবায় হইতে. ১0708 8. zi 
8 x 21 x 12 ব। 756 প্রকার ія পাওয়া যায়। 

(i) চারটি বিভিন্ন অক্ষর-সম্বলিত যে 80, প্রকার সমবায় গঠন সম্ভব 
(উপরের C দ্রব্য ), তাহ'দের যে কোন একটির অন্তর্গত চারটি ভিন্ন অক্ষরের 
সবকয়াটকে একসঙ্গে লইয়া |4 প্রকারে বিস্তান 341441 স্থতরাং, 80, প্রকার 
সমবায় হইতে $0, x [4 প্রকার ব। 10 x 24 বা 1680 প্রকার বিন্যাস পাওয়া যায়। 

явап, প্রদত্ত শব্দটির অন্তর্গত অঙ্গরগুলির একসঙ্গে চারটি করিয়া লইয়া 
(18 + 7t6 + 1680) qq taa ব। 9454 প্রকারের (іл পাওয়া মায়। — 


প্রস্থমাল। 10 
1. G) মান নির্ণয় কর :— з 
100, b 118 
(а) 8 (9) 1618. 
Gi) "С,0= "С, হইলে, n এর মান নির্ণয় কর | 


(іі) **O,=2"O,,, হইলে, т এর মান নির্ণয় কর (С. U. 19901 
(iy) m="0, হইলে দেখাও যে "O, =8. "+0, (С. 0.1919) | 


2. (а) 10 জন 4/64 মধ্য হইতে কত প্রকারে একসঙ্গে (4 কোন (ест 
বাছিয়া লওয়া যায়? 

() একটি নাটকে অভিনয় করিবার ew ছয় জন বালক ও তিন জন বালিকা 
প্রয়োজন। যদি 9 জন বালক ও 6 জন বালিক! নাটকটিতে অভিনয়ের eg হাজির 
হয়, তাহা হইলে উপস্থিত বালক-বালিকাদের মধ্য হইতে কত প্রকারে €য়ৌজনীয় 
সংখ্যক বালক-বালিকা নির্বাচন করা যায়? 

3. (a) ছয় জন পুরুষ ও চার জন মহিলার মধ্য হইতে পাচ সস্ব-বিশিষ্ট এব টি 
কমিটি গঠন করিতে হইবে। f গ্রতি.কমিটিতে অন্ততঃ একজন মহিলা সাতার 
অন্তর্ভুক্তি আবশ্যিক হয়, তাহা হইলে এইভাবে কত প্রকারে কমিটি গঠন করা সম্ভব ? 

Н. 8. Alg—12 
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(0) চারজন শিক্ষার্থী ও সাতজন অধ্যাপকের মধ্য হইতে ছয়জনের একটি 
কমিটি গঠন করিতে হইবে। чї G) কমিটিতে ঠিক 2 জন শিক্ষার্থা থাকে; 
(9) অন্ততঃ দুইজন শিক্ষার্থী থাকে, তাহা হইলে কত প্রকারে Q কমিটি গঠন করা 


যাইবে? 
4. (а) একটি ঝুড়িতে দশটি আম আছে। Q আমগুলির মধ্য হইতে, একটি 


নির্দিষ্ট আম-সমেত তিনটি করিয়া আম একসঙ্গে (three mangoes at а time so 
ав бо include one particular mango) কত একারে বাছিয়! 791] যাইবে? 
(0) 18 জন লোকের মধ্য হইতে একসঙ্গে 7 জন Ф] লইয়! কত প্রকারে 
নির্বাচন করিলে, উক্ত 18 eraa অন্তর্গত 8 জন নির্দিষ্ট লোক সর্বদা বাদ থাকিবে? 
5.(а) কোন নির্বাচনে 5 জন ভোট-প্রার্থী ৪টি আসনের জন্য প্রতিদ্বন্দিতা 
করিতেছে । একজন ভোটদাতা যদি মোট আসন-সংখ্যা ফতগুলি তাহার অনধিক 
যতজনকে ইচ্ছা ভোট দিতে পারে, তাহা হইলে সে কতরকমে ভোট দিতে পারিবে? 
(0. U. 1985 ) 
(0) এক ব্যক্তি তাহার wç জন বন্ধুর যে কোন একজনকে Il একসঙ্গে 
একাধিক জনকে কত প্রকারে নিমন্ত্রণ করিতে পারে? 


(9 9810 manfa কতগুলি বিভিন্ন উৎপাদক (এক অপেক্ষা বড়) 
থাকিতে পারে? 


€. (৫) © বিভিন্ন বস্তুকে এমনভাবে তিনভাগে ভাগ করিতে হইবে যে, এক 


ভাগে চারটি, দ্বিতীয় একভাগে তিনটি এবং তৃতীয় ভাগে ছুইটি বস্তু থাকে । কত- 
প্রকারে এইরূপে ভাগ করা যায়? 


(0) 62টি বিভিন্ন зің চারিটি খেলোয়াড়ের মধ্যে সফ'নভাবে কত প্রকারে 
ভাগ করিয়া দেওয়া যায়? 

() 59 বিভিন্ন তাস সমান চারি ভাগে ভাগ করিয়া কত প্রকারে চারিটি 
প্যাকেটে (প্রতি প্যাকেটে 18টি করিয়া তাস থাকিবে ) রাখা যাইবে? 

7. দেখাও যে, £"0, এর চরষ মান» 2 x (29-10, এর ұң ға) 

8. (а) ALLITERATION শব্দটির অক্ষরগুলি হইতে একসঙ্গে চারটি 
করিয়া "Ет (i) কত প্রকারের Райл পাওয়া ধায়? (1) কতগুলি সমবায় পাওয়া 
যাইতে পারে? 

(b) PROPORTION «fa অক্ষরগুলি হইতে একসজে চারিটি করিয়া 
লইয়া (1) কত প্রকারে সাজানৈ! ধায়? (1) কতগুলি সমবায় পাওয়া যাইতে পারে? 

9.(a) এক зает эВ бал কোন তিনটি সমরেখ zt । উক্ত с>) 
Ач: месу কতগুলি রেখাংশ পাওয়া খায়? (С. ঢা, 1909) 
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(b) একমমতলস্থিত ?-সংখ্যক বিন্দুর মধ্যে কেবলমাত্র %/-সংখ্যক (man) বিন্দু 
সমরেখ। এই বিনুগুলি সংযুক্ত করিয়া (i) কতগুলি ভিন্ন রেখাংশ, (ii) কতগুলি : 
ভিন্ন faga পাওয়া সম্ভব? (0. U. 1928) 

(a) ত্রিমাত্রিক দেশে (Іп three dimensional space) অবস্থিত 
%-সংখ্যক বিন্দুর কোন তিনটিই সমরেখ নয় এবং কোন চারিটিই 4494944 নয়। 
maa মান কত হইলে এ % সংখ্যক বিন্দু যোগ করিয়া প্রাপ্ত রেখাংশের সংখ্যা এবং 
সমতলের সংখ্যা সমান হইবে? 

(4) একটি দ্বাদশতুজের কতগুলি বর্ণ আছে? 


10. % সংখ্যক বস্তুর মধ্যে m সংখ্যক একই প্রকার বস্তু আছে। এই % সংখ্যক 
বস্তুর যতগুলি ইচ্ছা একসঙ্গে লইয়া কতগুলি সমবায় গঠন সম্ভব 7 


উত্তরসাল। 
1. (i) (a) 190, (5) 51; 
Gi) 24; (ii) 2-1. 
2. (а) 90; (b) 1680. 
З, (а) 246; (b) (i) 210; Gi) 871. 
4. (а) 86; (b) 190. 
5. (а) 95; (5) 68; (9 81. 


j 8.2.10 
6.(а) 1960: (৪) Пу ! (9 (ê Ta 
8. (а) (i) 2724 (ii) 160, (0) () 758; (ii) 58. 
9.(а) 190): (0) () #y(n(n-1)- m(m - 1) + 2}, 
(ii) 817(%-1)% = 2) = тт) =9} ; 


(с) 5; (Фф 54. রি ашы. 
10. 9"=m.m+1)-1. у У У, 
К 4 Sete ic AO 
/5У P N 2. 
১ РА P \ = 
% R à / ы 
১ ৪৮০০ 


নবম অধ্যায় 
দ্বিপদ 94919 
( Binomial Theorem ) 


প্রথম অংশ 

ধনাত্মক чө সূচক সংক্রান্ত দ্বিপদ 9919110 ও তৎসম্পকিত তথ্যাদি 
(Binomial Theorem for positive integral index and informations 
relating to it). 

$ 1. fare রাশিমাল! : দ্বিপদ উপপান্ধ z 

দুইটি পদ-সম্থলিত রাশিমালা ( Expression), যথা, ағу, 2+2, z — a, 
a+b প্রভৃতিকে দ্বিপদ রাশিমালা (Binomial expression) বলে। ( এখানে 
2, у, а, b প্রভৃতি জটিল таста сч কোন তিনটি সংখ্যা সুচিত করিতে 
পারে) 

যে সাধারণ বীজগাণিতিক гая সাহায্যে কোন দ্বিপদ রাশিষালার যে কোন 
ঘাতকে একটি শ্রেণীর (series) আকারে প্রকাশ করা যায় তাহাকে দ্বিপদ উপপাদ্য 
বলা হয়। 

52. ধনাত্মক অখণ্ড সূচক সংক্রান্ত (4914 উপপাদ্ত (Binomial theorem 
for positive integral index) š 

% একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা সুচিত করিলে 

(a4 a)" = a" + "Оаа + "О.а" 29 +. O, ana + ат (1) 


“атала 4 POD 0০452 +...+ ls %)..(ө 7+ ars 


L 
Hepa”, ... (2) 
প্রমাণ। যেহেতু л একটি ধনাত্মক wwe সংখ্যা চিত করে, тып, 
(а+а2)"=(а+т/(а+:) ттар উৎপাদক о. (8) 


এখন, ডান পক্ষের n সংখাক উৎপাদকের ক্রমিক গুণফলের প্রতিটি পদ কিভাবে 
পাওয়া যায় দেখা যাক। ha ই, উর উৎপাদবগুলির প্রত্যেকটি হইতে একটি 
sfai মোট n সংখ্যক অক্ষরের গুণকল নির্ণয় করিলেই & ক্রমিক গুণফলটির 
এক একটি পদ পাওয়া যাইবে। aer, ডানপক্ষস্থিত ক্রমিক өтем প্রতিটি 
পদে অক্ষর-সংখয1-% অর্থাৎ, প্রতিটি পদে উৎপাদক হিসাবে, а এর সংখা! + 2 এর 
ееп অথাৎ, প্রতিটি পদে а এর 75% + z এর 5F = n. 
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আবার, n সংখ্যক উৎপাদকের প্রতিটি হইতে а লইলে (কোন উৎপাদক হইতে 
z না লইয়া), এই % সংখ্যক a এর গুণফল = a" হইবে ক্রমিক গুণফলটির ১ম 441 ч 
লক্ষ্য কর, а" =а"29.--(А) 

অর্থাৎ, ১ম পদে a এর BF = 

এবং ॥ সংখ্যক উৎপাদক হইতে একটিও a না লইয়া, n সংখ্যক z লইলে, এই 

% সংখ্যক z এর গুণফল = д" হইবে ক্রমিক গুগফলটির শেষ পদ | লক্ষ্য কর, 
g” =a? æ”. (B) 
অর্থাৎ শেষ পদে а এর স্ুচক-)0. 

কাজেই, ১ম ও শেষ পদের মধ্যবর্তী যে কোন পদে.৫ এর স্থচক n অপেক্ষা! কম 

(কিন্তু o অপেক্ষা বেনী) হইবে। ধরা যাক, এইরূপ একটি পদে a এর BF =F 


0<-<т 
এ পদে z এর সুচক = r 


সুতরাং, পদটি _an-rar আকারের হইবে"** © О) 
[লক্ষ্য কর, т=о বসাইলে n- r =n, এবং r =n বসাইলে n-r=0] 
কাজেই, (А), (В) ও (С) হইতে বলা যায় যে, Ww ডান পক্ষটির ক্রমিক- 
গুগফলটির প্রতিটি পদ ar." আকারের হইবে, যখন, o<r<n. 
এধন, ক্রমিক গুণফলটির কতগুলি পদ а" "а" তাহ! দেখা ЧЇ 1 
যেহেতু (8) এর ডানপক্ষস্থিত т সংখ্যক উৎপাদকের যে কোন ?' সংখ্যক উৎপাদক 
হইতে একসঙ্গে r সংখ্যক z লওয়া চলে "б, প্রকারে এবং অবশিষ্ট (n — r) সংখ্যক 
উৎপাদকের সবকয়টি হইতে *"'0,,-। বা 1 প্রকারে а” লওয়া চলে, সুতরাং, 
ক্রমিক গুণফলটিতে ৫%-” এর সংখ্যা হইবে "O, x 1="G,. 
2 (8) এর ডান পক্ষস্থিত ক্রমিক গুণফলে ৫*-৮.৫ এর সহগ হইবে "Or, 
(যখন o<r<n). 
এখন =], 9,:.:% 4719), 
arzi æ এর .লহগ "0, 
%%- 2.2 РЯ -"0, 
ae, ১১ PO, 


a” аа-а" ১১৮ ="0,=1 
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АХ (а+ а)" 70৮4 "Cale 17%050/5-202 4৮410707120? + 


TEE T hid 
= a" +na"- tig + হু arsan --- se D йлы у нн 
ROY 


বিকল্প প্রমাণ ( আরোহ প্রণালী : Method of Induction) : 
সাধারণভাবে গুণ করিয়া, 
(a+ 2)2 =a? +202 +z? = a2 + 20,02 + x2 (i) 
(a+ x)? = a3 + 8022 + Baz? +g? = a3 + 30 08078. (и) 
() ও (i) হইতে দেখা যাইতেছে যে, n = 2 এবং n =8 এর ক্ষেত্রে উপপাছাটি 
সিদ্ধ। 
মনে করা যাক, %-এর একটি নির্দিষ্মান m এর ক্ষেত্রে অর্থাৎ n=m এর 
ক্ষেত্রে উপপা্টি সিদ্ধ অর্থাৎ মনে করা যাক, 
(a +)" = а” + O amig O a“ g2 1১১ +т"0,а"-т д” +... +Z" 
11 
(іі) এর 994 পক্ষকে (a + z) দ্বারা গুণ করিয়া, £ 
(a+z)"*t=(aq+m)(am+m0O,a"-"t1z + mO. am-2 2 +... +"б,ат-' дт 
жа”) 
= a" + ("O + ane + "O, + (mO ,)ат- tg? 
+ (৮0৮ "О, an "Er oh oct ат 
44, "0, +O, = ™10,, (отт) 
এবং "0, +1=m+1="*10, 
"(ања)" ৮ a*1 4*10 ama +mtAQ атда +. 
+”"10,а"-"*%1ж 5 +... а”, . (iv) 
(iii) ও (iv) হইতে বলা যায় যে, উপপাদ্ধটি যদি n=m এর ক্ষেত্রে সিদ্ধ হয়, 
তাহা হইলে ইহা = m +1 এর ক্ষেত্রেও সিদ্ধ ... (A) কিন্তু (ii) হইতে n =8 এর 
ক্ষেত্রে উপপান্থটি Әз) ‚. সিদ্ধান্ত (A) чулп, ॥=5+1 বা ॥=4 এর 
ক্ষেত্রেও ইহা 591 আবার, ned এর ক্ষেত্রে উপপান্থটি সিদ্ধ বলিয়া, n =4 +1 
71|ө-5 এর ক্ষেত্রেও ইহা সিদ্ধ, ইত্যাদি т 
** % এর যাবতীয় ধনাব্মক অখণ্ড মানের ক্ষেত্রে 899190 সিদ্ধ | 
тігі: (1) n কোন একটি ধনাত্মক অখবা бүк w সংখ্যা বা কোন 
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একটি ধনাত্মক বা өйт ভগ্নাংশ, এবং £ ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা সুচিত করিলে, 
.. 


тп-1Уп-9)-(п-т-1 
7৮৮7১৮77৮71) কে(৮-) গরভীক-ঘারা সুচিত হয়। 


মনে রাখিবে, — i "С, Феба দ্বারা 
সুচিত করা চলে কেবলমাত্র যখন n в” উভয়েই ধনাত্মক অখণ্ড ARI 


(2) কোন রাশিকে শ্রেণীর (series) আকারে প্রকাশ করিলে, শ্রেণীর আকারে 
প্রকাশিত রাশিমালীকে বলা হয় উক্ত রাশিটির বিস্তৃতি (expansion) | 


উপরের আলোচনায়, ৫%+%0507-5% +"0,0 2202 +. POT 


+= фа" 
( =an+nan" + тет» ЕТІНЕ 
- С — 
т(п-1)-4т r artat e +") কে 


(a +z)" এর বিস্তৃতি বলা 55 1 
(8) (৫+2)% এর বিস্তৃতিতে মোট (+1) সংখ্যক পদ আছে। অর্থাৎ 
(a +z)" এর সুচক n অপেক্ষা পদসংখ্যা, এক বেশী। 
(4) লক্ষ্য কর, ১ম পদ = am а".20, কাজেই, z এর সুচক-]-]. 
২য় পদে £ এর সুচক =1=2-1 
ওয় ১১2৩১ ১, =2=8-1 


(৮+1) তম ১; Z » » =r=(r+1)-1 
(п+1) তম „2 зо» =n=(n+1)-1 
অর্থাৎ প্রতি পদে z এর সুচক =পদটির ক্রমিক অবস্থান-সুচক সংখ্যা (অর্থাৎ 
১ম পদ হইতে শুরু করিয়া, এ পদটি যততম পদ) অপেক্ষা ] কম। আবার, 
প্রতিপদে а ও т এর ETA সমষ্টি =n 
তনু গিদ্ধান্ত А. 
॥ একটি ধনাত্মক 446 সংখ্যা এবং 2, জটিল সংখ্য|-গোষ্ঠীভুক্ত যে কোন সংখ্যা 
সুচিত করিলে, 
ау "Оа", FPO," +. +4" 


салмалар, е 
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উপরে দেখিয়াছ, 
(g+z)'=z"+nO,an-te "0 аташа очар 
উভয় পক্ষে а এর পরিবর্তে 1 বসাইলে, 
(Le a)" 11052 ৯0528 +. пса 
= + + Ды, .. ала Шаға), 4-42", 
$3. ধনাত্মক অখণ্ড সূচক সংক্রান্ত দ্বিপদ 99910 সম্পর্কিত কয়েকটি 
তথ্য ¢ 


মনে কর, n একটি 54146 w সংখ/ এবং ৫, z জটিল সংখ্যা-গোঠীৃক্ত যে 
কোনও দুইটি সংখ্যা । তাহা হইলে, 


@+z)'=an"+"Q,an-te +৮05৫%-5,02.4 


++ д" 


Р, + "0а" 4...4 mn, 
এই বিস্তৃতি সম্পৰ্কিত কতকগুলি বিশেষ তথ্য নীচে আলোচনা করা হইল : 
A. বিস্তৃতির সাধারণ পদ (General term of the expansion) : 
উপরের (a + z)" এর বিস্তৃতির ১ম, ২য়, eq. /-তম, (+1)-তম,-** 
ут পদ গুলিকে যথাক্রমে Т,, Ta, Ty, Т, Т, Т,( অথবা, 
fy ts, еу tn, ৮৮০ 5 t, уч] সুচিত করিলে, লক্ষ্য কর, 
১ম পদ T, = a” (="n0;an-° zo ) 
২য় পদ T. ="0, а-а 
ওয় পদ Tg = "Ca" 2 g2 


7-S পদ T, =0, а 0-2) gre 1 
(৮+1)-তম পদ Т, -"С,а”-”,д” 


"তম পদ Та" "(Оа а", 

"Чэй, (৮+1)-তম পদে ?-এর পরিবর্তে 0, 1,9, 8... п বগাইলে 
হথাক্রমে ১ম, 34, өл, <, %-তম পদসমূহ ten যাইবে । এই কারণেই, 
(৮+1)-তষ পদ Trsa (Tl trsi) (a+ 2)" এর বিস্তৃতির সাধারণ পদ বলা হয়। 

эп, (a +2)" এর বিস্তৃতির সাধারণ পদ হইল: 

Trea (414,,, )="C,an=r.zr. 
тізу: (1+2)" এর বিস্তৃতির সাধারণ পদ হইবে 
Та (বা, ) "О". 
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в. বিস্তৃতির মধ্যপদ (Middle term of the expansion) 3 (|. 
তোমরা দেখিরাছ, (a + z)" এর বিস্তৃতিতে (n + 1) সংখ্যক পদ 5104 | এখন, 
n জোড় অথবা বিজোড়, যে ç sta ধরনের সংখ্যা স্থচিত করিতে পারে। 
প্রথমে ধরা যাক, ? জোড় সংখ্যা সুচিত করে। মনে কর, n=2m, যখন, 
m যে কোন একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা সুচিত FCT | М 
তাহা হইলে, (a + ш)" = (৫ + ш)?” এর পদসংখ্যা = 2m + 1. 
এখন, (a+ z)?" এর বিস্তৃতির পদগুলিকে প্রথম হইতে শুরু করিয়া পর পর, 


T, Ta , Tm еда” 1. 2527 Tma» Fn , Tamsi 
EA ال‎ Е ২২ 
পদ নংখ্যা =m _ 1+1=2 অধাপদ পদসংখা @т+1)- -(m+9)+1=m 


এর ছার! йө করিলে, একটিমাত্র মধ্যপদ Т... , পাওয়া যাইবে | 
যেহেতু, % = 2m, , m=}, 
% 3 


Тез = MO na". a" «з "Opa, z:‏ ر 


সুতরাং, n একটি জোড় সংখ্য! সুচিত করিলে, (a + 2)" এর একটিমাত্র 
মধ্যপদ থাকিবে ат. এই মধ্যপদটি হইবে : 


4০, 
এইবার, ধরা যাক, n বিজোড় সংখা! RÈS FAL মনে কর, n=2m +1 
যখন ? যে কোন একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা সুচিত করে। 
তাহা হইলে, (a +z)" = (а + 2)” * ` এর পদসংখ্যা =2 +9. 
এখন, (а+ а)#"* + এর বিস্তৃতির পদগুলিকে প্রথম হইতে শুরু করিয়া পর পর, 


T Т ১7৮৮১] ТЫҒЫ" Шыға | প্র Тт» Талға 
ыш PS Os Б” J: 
পদসংখ্যা = т মধাপদ পদসংখ্যা = -(0т»8)- -(т%8)ы1-т 
এর দ্বারা zs করিলে, দুইটি ATF Тл. T+» পাওয়া যাইবে | 


যেহেতু, п =2m + 1, зырт р 
2 Tau Smog аз" = "б-а 1 ж 


ও Т... = Cn an. amt =*б„,,.а 32. 
s 


186 দ্বিপদ উপপাদ্য y 


সুতরাং, п বিজোড় সংখ্যা সূচিত করিলে, (৫+2)" এর দুইটি মধ্য পদ 
পাওয়া যাইবে। এই মধ্যপদ দুইটি হইবে : 


nti n-i noi "31 k 
nG, . G 2 22 এবং Us "P S TL p Sana sa (11) 
[г] 


2 
দ্রব্য 8 n বিজোড় হইলে, %=2% +1 বসাইয়া, (a+ )*= (а +2): 
এর বিস্তৃতির যে, মধ্যপদ দুইটি Т, ও 7,৪ [ উপরের (1) দেখ ] পাওয়া! গিয়াছে, 
তাহাদের সহগদয় যথাক্রমে 2*10, ও ?т+ї(} 


9৮+50. 0941, _ Ëm+1 
লক্ষ্য কর, Оһ ইত R Ons RE 


БЕ 
২৬৬০২০০০০৭৭ 
অর্থাৎ 2%+10,, = 2mt10, 


TO, п বিজোড় হইলে (৫+%)" এর বিস্তৃতির মধাপদ দুইটির asqa সমান 
হইবে। 


р. বিস্তৃতির প্রথম পদ ও শেষ পদ হইতে সমদুরবর্তী পদ : 
তোমৱ| জান, (a + z)" এর বিস্তৃতিতে (n + 1) সংখ্যক পদ আছে। মনে কর, 
Ti, To, Т,,Т,,, যথাক্রমে বিস্তৃতিটির ১ম, ag... --. %-তম, (n+ 1)-তম 
পদ সুচিত করে। 
লক্ষ্য কর, শুরু হইতে ২য় 44-7, ও শেষ হইতে эл পদ= T, এখানে T, 
ও Tn কে বলা হইবে বিস্তৃতির শুরু ও শেষ হইতে অর্থাৎ ১ম পদ ও শেষ পদ 
হইতে সমদুরবর্তী দুইটি পদ। এখন, বিস্তৃতির শুরু হইতে (৮+-1)-তম 757... 
মনে কর, বিস্তৃতিটির শেষ হইতে (৮+1) তম পদ Sp. 
উপরের আলোচনার ma এখানেও, T... ও 8,4 কে বল! হইবে бәя 
শুরু ও শেষ হইতে অর্থাৎ убт ১ম পদ ও শেষ পদ হইতে সমদূরবর্তাঁ দুইটি পদ। 
এখন প্রশ্ন হইল, বিস্তৃতিটির শুরু হইতে কোন্‌ পদটি (কততম পদটি ) 8,,, ? 
লক্ষ্য কর, বিস্তৃতিটির পদসংখা1-% + 1 
এবং শেষু পুর T ; হইতে 8,,, পর্যন্ত (উভয় পদ সমেত ) 
মোট পদসংখ্যা =? + 1. 
স্থতরাং, শুরু হইতে 5,,, এর ঠিক 44141 পদ পর্যন্ত মোট পদ-সংখা। 
=(n+1)-(r+1)=n=r 
SF হইতে (/-7+1)-তম R= S, 
অর্থাৎ Sr = T,-., | m" Onor ara" 
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কাজেই, Т,,, = "G, a0 এবং Tar, = O, ога" হইল (a + 2)" 
এর убт শুরু ও শেষ হইতে অর্থাৎ ১ম পদ ও শেষ পদ হইতে সমদূরবর্তী দুইটি 
পদ। 

দ্রষ্টব্য (1) লক্ষ্য কর, Tp = "Ora" а" এবং T. a = "Ona 
এই দুইটি পদে r= 0.1, 2,......, n, (n+1) 441841 প্রতি ক্ষেত্রে একজোড়! করিয়া 
[যখা, ১ম ও (॥+1)-তম ; адел эң, ] সমদূরবর্তী পদ পাওয়া যায়। 

(2) যেহেতু "О,="О,.„ 

(ахау এর বিস্তৃতির প্রথম পদ ও শেষ পদ হইতে সমদুরবর্তী 
2144044 সহ্গদ্ধয় পরস্পর সমান। 

р. (84/94 বৃহত্তম সহগ : 

তোমরা জান (a+ z)" এর বিস্তৃতির (+1)-তম পদের সহগ ="0,, 

এখন, 7-0,1,2,....., т. পর পর বসাইলে "С, এর «її মান বিস্তৃতিটির 
যথাক্রমে ১ম, ২য়, og... (n +1)-%q পদের সহগ স্থচিত করিবে (ais "Co, "С, 
"бе, "О, যথাক্রমে ১ম, эз, ৩য়,--১(%+1)-তম পদের সহগ সুচিত করিবে)। 

স্পষ্ঠতঃই, ৮0০, ৮05) "Og, "O, এই (n+1) সংখ্যক সহগের মধ্যে 
কোন্টি বৃহত্তম তাহা নির্ণয় করিতে হইবে অর্থ।ৎ, ” এর মান কত হইতে "O, এর 

মান 4594 হইবে তাহা নিৰ্ণয় করিতে হইবে | 

পূর্ববর্তী অধ্যায়ে "С, এর বৃহত্তম মান সম্পর্কিত আলোচনায় তোমরা দেখিয়াছ, 


(ü) n জোড় সংখ্য। সুচিত করিলে, "0, FON হইবে যখন r= 
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এবং (8) n বিজোড় সংখ্যা স্থচিত করিলে, "O, বৃহত্তম হইবে যখন r = 
antl 
বা +=" 


কিন্তু, জোড় সংখ্য! সুচিত করিলে, "O, = বিস্তৃতির মধ্যপদের সহগ 
[ š 8 এর B, (ù) аў] 
এবং n বিজোড় সংখ্যা সুচিত করিলে, ©, е "бы বিস্তৃতিটির মধ্যপদদ্ধয়ের 
সহগ স্থচিত করে এবং এই лег পরম্পর সমান [Š ৪ এর В, (ii) ава) 
অর্থাৎ, জোড় হইলে, (a + z)" এর বিস্তৃতির মধ্যপদটির সহগ বৃহত্তম | 
МАДАР wa aaa একটি 44791044 সহগ বৃহত্তম 
а! 
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Е. бәя বৃহত্তম পদ ই 

a>0 এবং ৪১৯০ হইলে, (a+ ax)" এর বিস্তৃতির বৃহত্তম পদ 

মনে কর, (৫+2)% এর বিস্তৃতির পদগুলি Ty Ta, ...১ ক... тай 
এই (e+ 1) সংখ্যক পদের মধ্যে কোন্টি বৃহত্তম তাহা নির্ণর করিতে а, | 

এখন, বিস্তৃতিটির (r+ 1)-তম ও ?-তম পদ ছইটি যথাক্রমে : 


n 
Фе, = "С,ал-" gr, = АЭ. аз”, а" 


RENE 


т 
SOF 1. а "+1, 07:0 37 Eki: саз an-rti, 2৮75 
67 7০ аъ 2 


А Төп %-ҒЖ1 z (n-r+l)e 
қалары ҰҚ Төл” TS 
па, 9941 =, অথব| Т, হইবে ; যদি যথাক্ৰমে (n — r + 1)z>, 
অথব| =, অথবা! <ra হয় 
অর্থাৎ যদি যথাক্রমে, (n + 1)%>, অথবা =, অথবা <ra + rz হয় 
অর্থাৎ যদি যথাক্রমে, (m + le>, অখবা =, অথবা <r(a +z) হয় 
п+1 


হতরাং, 7,,,>7, тң аа р 
Ta=T, যখন rl. n ( 
ও T aT y; যখন зі, С) 
এখন, 2+1. с এর ছুই ধরনের মান সম্ভব, যথাঃ 
û) 2+1, হ =একটি অখণ্ড সংখ্যা 
ЧӨП Gi) ET. 2 = একটি eio (প্রকৃত অথবা অপ্ৰকৃত ) 


а) প্রথমে ধরা বাক্‌, Î 2 = =একটি অখণ্ড সংখ্যা p. 


কাজেই (1) হইতে, Tr ST, যখন ғ<р অর্থাৎ r এর মান যতক্ষণ পর্যন্ত p 
অপেক্ষা কম থাকিবে ততক্ষণ 7), РР 2, 
8, +, 2-1 পর পর MER, 

Т,>7,,Т,>7,,7,>7,,»..,Т,>7,., 


s 
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অর্থাৎ 7,<Т,<Т,<-»-.<1, .% (1) 
(9) হইতে, т=р হইলে, // = T, 
অর্থাৎ Т, к Т, ае (11) 


এবং (8) হইতে, ৮১৯1 হইলে Т,,,<Т,з%са অর্থাৎ? এর মান p অতিক্রম 
করিলে Tp, <T, হইবে 1 
স্থতরাং, r এর পরিবর্তে p +1, D+2,2+8,------পর পর বচাইরা, 
Ты ы ла е РЦ 

অর্থাৎ [১৯৯7৩ ৯৮15+5- k 45% ш) 
(1), (D в (Ш) হইতে, 

ТТ, ЕТТ >Т не 

Т,а(-Т) হইবে বিস্তৃতিটির বৃহত্তম পদ | 


(Н) এইবার, মনে কর, 2+ একটি ভগ্নাংশ «оқа দুইটি সম্ভাবনা 


বিচার করিতে হইবে, যথা £_ 
(A) ает, a= aa 4% ভগ্নাংশ (অৰ্থাৎ 1 অপেক্ষা কম) 
(B) п+1, z= একটি অপ্ৰকৃত ভগ্নাংশ 
প্রথমে সম্ভাবনা (А) বিচার করা যাক | 
যেহেতু, r সর্বদা ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা সুচিত করে, 


সুতরাং, r< > 261 অসম্ভব | 


এবং тело. পর! ইহাও অসম্ভব | 


өті. 


(1) ও (9) 59841 এখন, (8) হইতে, নিক = হইলে, অর্থাৎ) 7 


প্রকৃত ভগ্নাংশ অপেক্ষা বৃহত্তর হইলে, অর্থাৎ ৮১৯] হইলে, Tr; < T, হইবে 
কাজেই, r এর পরিবর্তে 1, 2, =, n বসাইয়া, 
леса бы HE < И POR RE 1186 
অর্থাৎ, Т,>Т„>Т,„ >+>Т,л‹, 
স্থতরাং, এক্ষেত্রে, Т, (বা বিস্তৃতির ১ম পদ) হইবে (৫+ 2)" এর বিস্তৃতির 


বৃহত্তম পদ। লক্ষ্য কর, бы. ৮১1 হইলে, (n + l)z>a+z অর্থাৎ nz>a. 
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অর্থাৎ 2>2 হইবে। কাজেই, >: হইলে, (a+r) এর বিস্তৃতির 4594 
পদটি হইবে বিস্তৃতির ১ম পদ অর্থাৎ an, 
সম্ভাবনা (В) এর ক্ষেত্রে লক্ষ্য কর, ZEL ৫-একটি অপ্রকৃত ভগ্নাংশ হইলে, 


а-а 
অর্থাৎ ті, একটি чае সংখ্যা + একটি প্রকৃত ভগ্নাংশ হইলে, 
n+1 
apr 3= +a ভগ্নাংশ (ee বা অপ্ৰকৃত ) 
অথবা, ZEL a+ چو‎ ভগ্নাংশ (যখন q<n এবং q একটি ধনাত্মক 
অখণ্ড тал) হইতে পারে | 
এখন, zti £=॥+এক|ট “wq হইলে, (1) হইতে,.. 444 
rats. a=n+ একটি প্রকৃত ভগ্নাংশ অর্থাৎ, যখন ?< তখন TE >T, 


OA, এর পরিবর্তে পর পর 1, 2, 8, --., n বসাইয়া, 
৮4৮4 Ti  ,>T;,. 


কাজেই, T,<T,<:--.<T,,,. 


কিন্ত, r সর্বদা একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা সুচিত করে এবং ? এর মান কখনই 
n অতিক্রম করিবে না বলিয়া, (2) ও (9) অসম্ভব 1 


& өзі a= (n+ একটি ভগ্নাংশ )>% হইলে, অর্থাৎ 


(n+ Dz>n(a жа) হইলে, অর্থাৎ >na হইলে, Ta (বা বিস্তৃতির শেষ 
পদ) হইবে (৫+%)" এর বিস্তৃতির বৃহত্তম পদ। 


n+l 


আবার, 4:6 


.2-4%44) প্ৰকৃত ভগ্নাংশ (1 <<) হইলে, (1) হইতে 


যখন r< EL eq + একটি প্রকৃত ভগ্নাংশ অর্থাৎ যখন r <q তখন Tp, , >T,. 


2 r এর পরিবর্তে 1, 2... ৫ পর পর বসাইয়া, 
To» Та, Ta E kora , Te i> Ty 
” Т,<1,<““<1,,, iiis (IV) 
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যেহেতু? সর্বদা অথণ্ড সংখ্য! সুচিত করে, 
n+l 
7৫2০৫ жаз) প্রকৃত ভগ্নাংশ ке! অসম্ভব | 
5. (9) অনভব। 


যখন, > £=9+ একটি প্রকৃত ভগ্নাংশ অর্থাৎ যখন ?৯৫+] তখন 


Triad. 
£, r এর পরিবর্তে q+ 1, q +2, °, পর পর বসাইয়া,. 
Ta I <Ta < NA "е , Tari €Ta 
কাজেই, Tarn” Tara > >In ++ (V) 


(IV) ও (У) হইতে 
TENS 2... Tara STs Tns 
অর্থাৎ Tari হইবে বৃহত্তম | 
স্থতরাং, 2 = + একটি প্রকৃত ভগ্নাংশ হইলে Tarı হইবে (৫+ 2)" 


এর বৃহত্তম AT | 
Маі: (а-ау এর বিস্তৃতির কোন্‌ পদটির সাংখ্যমান বৃহত্তম তাহা নির্ণয় 
করিবার =з (а-г) এর বিস্তৃতির অন্তর্গত MARA খণাত্মক fy উপেক্ষা 
করিয়া উপরোক্ত পদ্ধতি অবলম্বন করিতে হইবে | 
4. দ্বিপদ সহগসমূহের কয়েকটি ধর্ম (Certain properties“ of 
Binomial Coefficients ) : 
তোমরা জান, n একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা স্থচিত করিলে, 
(তে 
10০0৮4৮0507 2+"0, а"? а? +. +0. 19.2% 
+ "С.а" 
[০0০] ] 
এখন, সুবিধার জন্য, "б, "O, Og, ‚ "0,- "On এর স্থলে যথাক্রমে 
Co, Oi» Og АЕА 0, লিখিলে, 
(a+ a)" = 00+ 0,0773, ০4709057552 +... + On.” +0, +° (А) 
(А) তে а=1= বসাইলে, 
(1+1)%= Og; FO,+ Og toe + Ope, + Cn. 
°, @,+0, +y 0৮757 079, 


.. 
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অর্থাৎ (a + z)" এর বিস্তৃতির সমুদয় (ізің সহগ্গুলির সমষ্টি =2" (ধর্ম ১) 
আবার, (4) তে a=1 এবং 2= —1 471891 
(1-1)৮-0০-0২+05 -0৯+৮+(-1)0, 
বা 0-С0,-0,%0,-С6,%0,-:"%(-1у0, 
Og + Cg + O Fm O HO; + Opte 
= f x ( সমুদয় (894 সহগগুলির সমষ্টি ) 
fx а 01 
অর্থাৎ, (a + z)" এর বিস্তৃতির বিজোড় স্থানীধিকারী পদসমূহের (যথা ১ম, ওয়, 
৫ম ইত্যাদি পদপমূহের ) সহগগুলির সমষ্টি "উক্ত বিস্তৃতির জোড় স্থানাধিকারী 
পদসমূহের (441 ая, 84, 58 প্রভৃতি পদসমূহের ) সহগণুলির л? 
চা „>> өы (ধর্ম ২) 
অনুসিদ্ধান্ত : ধর্ম ১ হইতে, "О, +"0, +:::4"0॥=2"- 1 অর্থাৎ n সংখ্যক 
বিভিন্ন বস্তু হইতে প্রতিবারে একটি করিয়া অথবা AFF দুই বা ততোধিক করিয়া 
AZI সম্ভাব্য সর্বপ্রকীরে সমবায়ের মোট সংখ্যা =2"—1 


উদাহরণমাল। 
IF উদ্দাহরণ 1. (1-2а) এর বিস্তৃতি নির্ণয় কর । 
সমাধান। -2৫-% বসাইয়া, (1— 2a)5=(1+m)5 এর (сің বিস্তৃতিটি 
হইবে $: j 


15+ 50,15-1.т+ 505.15-51/5 + 50,1279 т + 20,157 tmt + то 


-l+6m m + 5s + ৮০74 + mS 


(е 0-21... এবং 20,-20,-5 1 


=1+5(—2a)+10(—2a)2 + 10(—20)3 + 5(—2a)* + (522) 
=1- 10a + 40a? – 80а + 8044 _ 82a5, 


উদাহরণ 2. (2 t) এর বিস্তৃতিতে z এর সহগ নির্ণয় কর | 
জমাধান। ধরা যাক, (r +1)e পদে 2-2! আছে। 
এখন, HIRIN Ca- (523) 


= 90:6৪-9-78775757 0৮9৮8 ае" 
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(++ 1)তম পদে 21 থাকিলে 29706-21 হইবে অর্থাৎ 9-86-1 


হইবে বা re Lali হইবে। কিন্ত” কখনই ভগ্নাংশ হইতে পারে না. 


উক্ত বিস্তৃতিতে тї ( বা z) সম্বলিত কোন পদ থাকিতে পারে না। 
উদাহরণ 3. (z+ R এর বিস্তৃতির অন্তর্গত £-মুক্ত পদটি (the term 
independent of z) নির্ণয় কর | 
সমাধান £ ধরা যাক, (z + 2)" এর বিস্তৃতির (r + DET পদটি 2-E | 
এখন, (॥+1)তম পদ = "O, 2 НУ = 2n0,g2n-2" 


এই পদটি -মুক্ত হইতে পারে যদি 9n—2r=0 হয়, অর্থাৎ, যি 2/-)0 
হয়, অর্থাৎ যদি n=r হয় 
Бай হ-মুক্ত পদ = বিস্তৃতিটির (%/+1)তম পদ = 20৮. mU 


উদাহরণ 4. (z -2%)৪ এর বিস্তৃতির মধ্যপদ নির্ণয় কর | 
সমাধান 2 (2-9/8 এর বিস্তৃতিতে মোট 9টি পদ আছে। ЧӨЛ, 
(z - 2y): এর বিস্তৃতির পঞ্চম পদটি হইবে নির্ণেশ্ন মধ্যপদ | 
এখন, (-2%)5. এর বিস্তৃতির পঞ্চম পদ = ১04%4*(_ 2у)% 
8.7.6.5 
Rioni 4s 
-72,5,24.24у4-119024/4, 
241544 5. (1ыа-2а5) এর বিস্তৃতি [ প্রথম হইতে চতুর্থ পদ (৫ এর 
ঘাঁতের Эба অন্থপারে ) 45% ] নির্ণয় কর। 
সমাধান £ ধরা যাক্‌, ৫ _ 2৫2 =, 
2. @+@-2а?)у1 =(1 + a)" ৮1:47 052 + 70522 + C08 +10 mt +. 
Bg 7.6.৯ s 7.6.6 
“1416-2084 g + ৪৪৭ চা 
= 1 4 Te + 2122 +8623 + 8524 + + 
=1+T(a—2a2)+ 21) - 2°)? +35) + 242(3 + көйө 2425 + (a4 
অপেক্ষা উচ্চতর ঘাত সঙ্ধলিত পদসমূহ ) 
=1+1(@-2а%)+ 21065 - 4a? + 464) 
+ 85(a3 = 6a4 + ৫4 অপেক্ষা উচ্চতর ঘাঁত সমুহের সমষ্টি ) 
+85(৫4+64 অপেক্ষা উচ্চতর ঘাত সমূহের সমষ্টি ) 
+(৫4 অপেক্ষা উচ্চতর ঘাত সম্বলিত পদসমূহ ) 
> 1+ 74+ )- 14 + 21)а? +(-84+85)a3 
+ (84-210 + 85)a* + (৫4 অপেক্ষা উচ্চতর ঘাত-সম্বলিত পদসমূহ ) 
=] +744 Ta? — 49a? = Hat + se 


H. 8. Alg.—18 


з * 
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উদাহরণ 6. z=1 হইলে, (1%2а) এর বিস্তৃতির বৃহত্তম পদটি নির্ণয় কর। 
সমাধানঃ (1+92)১ এর бәт ?-তম ও €+1)-তম পদ ছুইটিকে 


যথাক্রমে T, ও T,,, ছার! স্থচিত করিলে, 
pa 8(,.18-r.(2zY' ZE 119-৮+1:22 
= TO бшус- = ЄР; с таг. E 
т. 8-r +1 
aj Т, Tiaa 


শির (713৯১ 


Т,һі s= = т) 
অর্থাৎ, T 


АТ >, অথবা =, অথবা <T, হইবে 
тй যথাক্রমে 209-7) >, অথবা =, অথবা <F হয়। 
অর্থাৎ যদি যথাক্রমে 18 >, 44] =, অথবা -৪% হয়, 
অর্থাৎ যদি যথাক্রমে 6 ১৯, অথবা =, অথবা <F হম্ব। 
n Tr > Т, যতক্ষণ: 746, Tr, Tp যখন 176 
এবং Try, <T, যতক্ষণ r>6. 
TST p i a >> Tan, 
T,=T, এবং Т,>Т,>Т. (у;у বিস্তৃতিটিতে পদসংখ্যা 9) 
T,<T,<T,<T,<T,<T;=Ty<T,<T,; 
Т,(-Т,) হইবে নিৰ্ণেয় বৃহত্তম 441 
এখন, (1 + 22)8 এর বিস্তৃতিতে, Тұ-%0,(%:)%-%(0,95 (2) 2-1) 


.8:7.6 
85725 = 56 x 8? = 1792 


1444934 পদ = 1792 
উদ্দাছরণ 7. এমন FR সংখ্যা fade কর যে, z এর মান Q সংখ্যা দুইটির 
মধ্যবর্তী হইলে (1 + z)?" এর বিস্তৃতির বৃহত্তম পদটির সহগ বৃহত্তম হইবে | 
সমাধান : RER (1+2)+* এর মধ্য «аа সহগ হইবে বৃহত্তম । যেহেতু, 
(1+2)?" এর মোট чете 0л +1, 
(1+ 2)” এর বিস্তৃতির মধ্য পদ = বিস্তৃতিটির গুরু হইতে (n +1) 
পর = 210, 695 


в. 


দ্বিপদ উপপাদ্য “-4 195 


এখন, কোন্‌ শরীধীনে Т, উক্ত বিস্তৃতিটির বৃহত্তম পদ সুচিত করিবে তাহা 
নির্ণয় করিতে 5904 1 
Tara = В বৃহত্তম পদ, O T+, > Tn ও T. > Inpa 
অর্থাৎ 28052" > 90,1 1 g nO, > O I 


271 
অর্থাৎ e >1 ... E (1) 


жаты, 2<21 ... ... (2) 


п „1 +1 
(1) হইতে, TTT iî EE 


"1 
বা “>1 বা r> কত „эз e (8) 


>1 


n ts e 
туга প্র 


n+1 
বা কল <1 বা алғы мыр Ыр г, 


n+ 


ҒА E e এর মধ্যবর্তী হইবে। 


উদ্দাহরণ 8. দেখাও যে, Co? +O, +O; +... +02- е, 
সমাধানঃ (1+2)"= 00 + C,2+ 0202 +. +0, 

আবার, (z+ 1) = Coa" + O,z""1+ 02-2 +6... +O, 
গুণ করিয়া, (1+2)2"=(0০+0,%+ 022+... + On) 

x (Coz +0,21 + С, 73 t... +0) 
ইহা একটি অভেদ। সুতরাং, উভয় 41442-44 সমঘাত-সন্বলিত “wag সহগ 
সমান হইবে | 

উভয় 414% £ এর সহগ সমান হইবে। 
এখন, বাম পার্শ্বের z" এর সহগ = 207 
ও ডান পার্থর z" এর সহগ = 02০ + O° +029 +... +0,4 


2n 
02,+02, + 6%, +... +02,= а)? 
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উদাহরণ 9. প্রমাণ কর যে, Co +20, +80, +40, tere + (n+ 1)0% 
= (n+ 9)9n-1, 
সমাধান: Co + 2C, +80৪ + 409 tore +(n+1) Cn 
-(0%0,.%6,%0,%-:%-0,)%(0,-:20,%80,%-:-- N.C) 


=+ (খা a 9, ... +n) 
=" ৮০৫০ D+ э < ] 


= + n1 47505 +"-10, শট ০৯৯৭০ পু 1) 247,014 1)73 
аптап: (а), 


eataa 
1 নিষ্নলিখিতগুলির বিস্তৃতি নির্নয় কর £ 
(а) (а? - 2] 0° (9) (1+ 4) + (1 2)5 
(0 (а -а+9)8 (а (1+1 


(s.s এর বিস্তৃতির সাধারণ পদ ও মধ্যপদ fad কর | 


3. দেখাও৷যে, (+ А, এর বিস্তৃতির মধ্যপদ = 
4. (1-22 +?) এর বিস্তৃতির মধ্যপদ নির্ণয় কর। 
5. (i) (е- «2)19 এর বিস্তৃতিতে 21° এর সহগ নির্ণয় কর। 

G) (1-292 +8a)(1+ 3) "এর বিস্তৃতির অন্তর্গত ৫ এর সহগ бй | 


1:8.5...(2n— 1) „ 
Ln 


কর। ; 
(іі) দেখাও যে, (1+ z)2" এর বিস্তৃতিতে z" এর সহগ এবং (1 + z)9" এর 


বিস্তৃতির z" এর সহগের অন্গপাত =2 : 1 
(із) যদি (1+2)2*+* এর বিস্তৃতিতে а” এবং arti এর সহগদ্বয় та 
তাহা হইলে r এর মান নির্ণয় কর 1 1 
6. নিম্নলিখিতগুলির বিস্তৃতিতে а-о 46 কোন্টি নির্ণয় কর £ 


(i) (2 + T "(йа жеуі + ү, Gi) (1+ (a+) 


fa 59919 197 


7. প্রমাণ কর যে, (m+n) এর বিস্বৃতিতে প্রথম ও শেষ Чича হইতে সমদূর- 
44144 দুইটির সহগ সমান। 
8. প্রমাণ কর যে, 
(а) (z +9)"+ (z + 9)n-—1(z + 1) +(z +92)5-2(z +1)2 +- + (z +1)" 


এর (49/9: অন্তর্গত zr এর এহন са ЖЕРАР ШО -1] 
17 |2+1-7 


(0) দেখাও যে, (z+ Ya বিস্তৃতি zr এর সহগ = F е DIED 
9. (i) а=3, 1=} হইলে (2a + 50)10 এর বিস্তৃতির বৃহত্তম পদটি afa 
কর। 
Gi) (9а-90)9 এর বিস্তৃতিতে বৃহত্তম সাংখ্যমান-বিশি্ট সহগটির সাংখ্যমান 
কত? 


Gii) যদি z এর মান ааа шы মধ্যবর্তা হয়, তাহা! হইলে 


দেখাও যে, (1+2)2*+এর বিস্তৃতিতে বৃহত্তম 5%; সহগ বৃহত্তম হইবে। 
Gv) (1+2)20 এর বিস্তৃতির বৃহত্তম পদটির সহগ বৃহত্তম হইলে, a এর মান 
কোন্‌ দুইটি পরস্পর নিকটতম সংখ্যার মধ্যবর্তী হইবে নির্ণ কর 1 
10. (i) (1+2)" এর বিস্তৃতির তিনটি ক্রমিক পদের সহগ 28, 56 ও 70 হইলে 


n এর মান নির্ণয় কর। 
Gi) (1+2) এর কোন একটি ঘাতের বিস্তৃতির অন্তর্গত তিনটি ক্রমিক পদের 


সহগ а, b, ০ হইলে দেখাও যে উক্ত ঘাতটির সুচক = pt E + be, 


Gii) যদি (1+%) এর কোন একটি ঘাতের বিস্তৃতির ?-তম, (৮+1)-তম ও 
(+2)-তম পদের সহগত্রয় একটি সমান্তর প্রগতি গঠন করে, তাহা হইলে দেখাও যে, 
উক্ত ঘাতটির 75% অবশ্যই 

@? _2(4%+ 1) + (472 -2)=0 
এই দ্বিঘাত সমীকরণটিকে সিদ্ধ করিবে। 
11. (1+2)'%=0,+0,2+0,22 +- + Ont" হইলে প্রমাণ কর যে, 

(а) 0,-90,+80,-...+(- 1)-5%-0%-79 

(b) Co +80, + 50০ ++ (2n + 1)C,= (n + 1).2" 


(© G. ++. ш 9454-1-00 ID 1945) 


1 а “ RL 
0, a0, 90... ‚„®б» 7141) 
(4) 0,74 Cı с, Ca- -1 2 
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(9 ০১০, +0,0,_, +...+0,0১- үз 
() С3,-6%,%63,-.-%(-1),0,4-0,444 п বিজোড় 


এবং =(-1)7/#, বাঘ, যখন n জোড়। 
9) (০০+০০00৮+০১-০,-, + 0) = ЖЭ" 0,00, 


12. n একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা সুচিত করিলে প্রমাণ কর যে, 


(a) (Cg +C, 405 +--+ 012 
= 20, +20, + PPO ++... °F PO o 


(0) а-"С,(аһ5-”0,(а%-95)-"0,(а-80----0 
৫5 2-55 -"С,. буле? 00 
13. (1+2 +22), кі. + lant?” হইলে দেখাও যে, 
(а) tort ++ +t, -8" (b) to-t, +t- =й 
14. ধনাত্মক সুচক-বিশিষ্ট ছিপদ 8491294 প্রয়োগে, 
(а) (1) যে কোন একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্য! স্থচিত করিলে দেখাও যে, 
22r — 8r — 1 সর্বদা 9 দ্বারা বিভাজ্য | 
(6) G) (98) এর মান এবং Gi) (999) এর তিন দশমিক স্থান 40% 
মান নির্ণয় কর। 


(ELE а +"0 


Saaai 
1. (а) 212 — 62712 + 15a10y 204° + 15a8b? - 6a7.b + ৫285, 
(b) 9(1--1022 +524). (с) as — 3a5 + 9a* – 18a? + 18a? — 12a +8. 
(d) 27 +145 + 2145 +352 + 852-1 + 212-8 572285277, 


2. সাধারণ পদ = 21+10, পাত 


ও মধ্যপদ ছইটি көс, реф”, 


P =1 n 

T A 
5. (i) -252. (i) 540. (іу) m. 
6. (i) 495. + (ii) টে Gü) -70. 


9. G) 52483 х10*. (ії) 489888. 
10. (i) n=8 14. (b) G) 941192, (j 997. 


"е 


নবম অধ্যায় 


অসীম শ্রেণীর ধারণ! 
দ্বিতীয় অংশ 

541. অসীম অনুক্ৰম (Infinite Sequence) £ 

সমান্তর ও গুণোত্তর প্রগতি সম্পর্কে আলোচনার প্রারম্ভে কতকগুলি সংখ্যার 
অনুক্ৰম বা সিকোয়েন্স (sequence) বলিতে কি বুঝায় তাহা বল! হইয়াছে। মনে 
কর, কোন একটি নির্দিষ্ট নিয়ম অনুসারে, r সংখ্যক সংখ্যার একটি HFN বা 
পিকোয়েন্স  0$, Une, Ur লওয়া হইয়াছে | তোমরা জান, U,, Ua, প্রভৃতি 
সংখ্যাগুলিকে অনুক্রমটির পদ বল! হ্য়। এখন, অমুক্রমটির %-তম পদ Un কে 
অনুক্রমটির সাধারণ পদ (General term) বলিয়া অভিহিত করিলে, 0,4 % এর 
স্থলে পর পর 1, 2, 8,..., r বলাইয়া যথাক্রমে 05, Ug, 05১: Ur পাওয়া যায়। 
লক্ষ্য কর, অমুক্রমটির পদ-সংখ্যা =? ; কাজেই, এখানে n(2>1) এর মান কখনই r 
অতিক্রম করিবে না অর্থাৎ 1<л< হইবে৷ 


এখন, п এর মানের উপরে nar এই বিধি-নিষেধ না থাকিলে কি হইত দেখা 
যাক। লক্ষ্য কর, ॥>15; কাজেই 0%এ% এর পরিবর্তে 1 হইতে শুরু করিয়া যে 
কোন অখণ্ড ধনাত্মক সংখ্য| বসানো চলে; যেহেতু 1 অপেক্ষ! বৃহত্তর এইরূপ ধনাত্মক 
অখণ্ড সংখ্যা অসংখ্য ; স্থতরা ২, % এর পরিবর্তে পর পর 1, 2, 8, ---, r, +: বসাইয়া, 

a Uy, Ê ©, Us ... 

এই অদংখ্য ( অর্থাৎ সংখ্যাতীত ব! অসীম ) পদ-সম্থলিত অন্ুক্রমটি পাওয়া যাইবে | 

এই ধরণের অসংখ্য পদ-সম্থলিত чут অসীম অনুক্রম (Infinite 
sequence ) বলা হইবে | 

5 4.2. অদীম শ্রেণী (Infinite series): তোমরা জান, 
U, Ug, =, U, একটি r সংখ্যক পদ-সঙ্থলিত অহুক্ৰম সুচিত করিলে, 

0,+0০+-+0*+*+ U, 

এই রাশিষালাকে বলা হয় r সংখ্যক পদ সম্বলিত একটি শ্রেণী। 

অনুরূপভাবে, যদি ঢা) U, 0৯, একটি অসীম ITT সুচিত করে 


তাহা হইলে, 
UL EUs SAUA 0) 


এই অসংখ্য পদ-সঙ্বলিত রাশিমালাকে বলা হইবে একটি অদীম শ্রেনী (Infinite 
series ) | 
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প্রতীক : i 
(А) ‘অসীম’ শব্দটি বুঝাইতে ০০ প্রতীক ব্যবহার করা হয়। 
(В) 0,%0,% Unten, এই অসীম শ্রেণীকে Z U, 

প্রতীকের দ্বারা প্রকাশ করা হয়। 
এখানে, 2 {550 সমষ্টি স্থচক (Summation) প্রতীক 1 
অর্থাৎ = Un =U, + U, ++ U, + 


Еле 

W „Халеа +4+6+ HIM 
চু! 1 l 

RS +g +g +” +B 


(৪) У ০০ 
n=) 


со 
(4) 20,0৮7 aa + aqa? + ‘+ a," + 
nei 


$45. অসীম শ্রেণীর আংশিক সমষ্টি ও শ্রেণী-প্রকৃতি (Partial sums 


of an infinite series and its nature ) : 
০০ 
অসীম শ্রেণী (1) অর্থাৎ 2 U, এর প্রথম n সংখ্যক পদের সমষ্টি 


U,+U,+- U, কে অসীম сїйє %-তম পদ পর্য্যন্ত আংশিক সমষ্টি 
( the n-th partial sum of the series ) বলা হইবে | 
এই সমগ্টিকে Sn ছার! সুচিত করিলে, S,=U,+U,+...+ U, 
এখন, n এর পরিবর্তে 1, 2, 8, ..., n, ... ধরিলে নিম্নলিখিত আংশিক সমটি- 
গুলি পাওয়া যায় £__ I 
5, = ১ম পদ 46% আংশিক সমষ্টি অর্থাৎ ১ম R= U,. 
S,=U,+U, 
8,=U,+U, 42. 


S.-U, + < ا‎ ШТА 


f lim 8, , এর একটি নি ( সসীম ) যান খাকে এবং lim 9০৮9 
n: n— c 
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হয়, তাহা হইলে S কে অসীম শ্রেণী (1) এর সমষ্টি বলা হয়। এক্ষেত্রে শ্রেণী (1) কে 
অভিসারী (Convergent) বলা হইবে | 

কিন্ত un Sn এর অস্তিত্ব না থাকিলে (যেমন, উদাহরণ হিসাবে, по 
হইলে যদি S-o হয় অর্থ।ৎ % অসীমে উপক্রমরত হইলে যদি 5, অসীমে উপক্রমরত 
za» ) শ্রেণী (1) কে অপসারী (Divergent) বল! হইবে। অপসারী শ্রেণীর সমষ্টি 
নির্ণয় করা যায় না। ; 

উদ্দাহরণ 2. (অসীম «сея শ্রেণী) 

a+ Uq + aq? +. жауы... ; a0. 

শ্রেণীটির প্রকৃতি ( অর্থাৎ অভিপারী না অপসারী ) বিচার কর। 

সমাধানঃ প্রদত্ত শ্রেণীটি একটি অসীম গুণোত্তর শ্রেণী ( অর্থাৎ অসংখ্য AR- 
সম্বলিত গুণোত্বর শ্রেণী)। ইহার প্রথম পদ а(70) এবং সাধারণ 491% = g. 

এখন, অসীম গুণোত্তর শ্রেণীটির প্রথম n সংখ্যক পদের সমষ্টি 

9554. = ‚ (৫%1 ধরিয়া) 


1 
RE а. ы 
a sq Ке 
š স্পষ্টত:ই, ৫ এর মান সম্পর্কে ARAS চারিটি মাত্র সম্ভাবনা বিচার করিতে 
হহবে :-- 
(0) 1৫] এ], (9) 1৫1 ১৮1, (8) 4-1, (9 q=-1. 
(1) 1৫1 <1 হইলে, д, q"=0, কাজেই, 


lim 8,- а -47)- ০৮৩ 
тоо মা q 1-q l-g 


lal <! да শ্রেণীটি অভিপারী এবং ইহার mb= 2. 
(9) 1৫1১৮] হইলে, ч gek, যখন ॥>1 অথবা! а= -M, yia 
১859" 
: kr ak" a 
0) (-#>1#т,5„=үтү-ү--к-1-Ёс1 


লক্ষ্য কর, যখন поо, Kee CO ES 


E O La 


ж কলন-বিষ্যা R 
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(ii) q= -M (যখন 111) হইলে, 
a 90511)”, м" 


б,- 
1-(-М)71-(-М) 
a= _ G @(—1)"М" 
І+М І:М 
а al-1}* M" 4 


77 1+M 
геи 1+(-1%''М°* | 


“ТМ, 
যখন тео, ( – 1)"*1, М" - тар М>1) 
à 861+ pr, м |>- 5, 444 n-o 


সুতরাং, (i) ও (ii) হইতে, | q | >1 হইলে, যখন п, 8,— += 
অর্থাৎ, |g |>1 হইলে lim 8,44 অস্তিত্ব থাকে না) 


nea 
কাজেই, |4| >1 হইলে প্রদত্ত শ্রেণীটি অপনারী হুইবে। 
(8) q=1 হইলে প্রদত্ত শ্রেণীটি দাড়ায় :— 


a+ G++... “ 
সেক্ষেত্রে, Sn = na 
এখন, Mo হইলে 8,= 14:9 হয় £ অর্থাৎ, 4-1 হইলে lim S, এর 
7- со 
অস্তিত্ব থাকে all 


q=1 হইলে প্ৰদত্ত শ্রেণীটি অপসারী হইবে 1 
(4) q= - হইলে, প্রথমে S, কিভাবে নির্ণয় করা যাইবে দেখা যাক্‌। 
লক্ষ্য কর, т যুগ্ন অথবা বিযুগ হইতে পারে । m যুগ্ম হইলে মনে কর, n = 2m. 
কাজেই S, = প্রথম হইতে 2m সংখ্যক পদের সমষ্টি =0 
(8, «0, 8, «0, 8,-0, B= ০,.*১ E. = 0 
কিন্তু n বিষুগা হইলে, মনে কর, n=2m +1 
কাজেই Sn = প্রথম হইতে (2m + 1) সংখ্যক পদে সমষ্টি 
=a 
লক্ষ্য কর, (S, =a, 8,-а, 8,=а, Sg, 8, ==, Sym, =a) 
সুতরাং, q= - 1 হইলে Sn =0, যখন n যুগ 
=a, যখন п 1 
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কাজেই, lim 8, এর অস্তিত্ব নাই। 
7৯৩০ 
q= -] হইলে প্রদত্ত শ্রেণীটি অপসারী হইবে। 

тіз: অসীম গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম পদ чу না হইলে, শ্রেণীটি অভিসারী 
হইবে কেবলমাত্র যখন উহার সাধারণ অন্থপাতের পরমমান (absolute value) 
এক অপেক্ষা কম। কাজেই, সাধারণ чүш ? দার! স্থচিত করিলে, 
শ্রেণীটি অভিসারী হইবে কেবলমাত্র যখন | r | <! অর্থাৎ -1<r<1. 

$ 4.6. কয়েকটি জ্ঞাতব্য £ 

А. একটি অভিসারী শ্রেণী হইতে নির্দিষ্ট সংখ্যক পদ বাদ দিলে শ্রেণীটির অবশিষ্ট 
অংশটি অভিসারী থাকে । বিপরীতক্রমে, একটি অনীম শ্রেণী হইতে নির্দিষ্ট সংখ্যক 
পদ বাদ দেওয়ার পরে যদি শ্রেণীটির অবশিষ্টাংশ অভিনারী হয় তাহা হইলে মূল 
শ্রেণীটি অভিসারী হইবে। 


প্রমাণ: মনে কর x; U, একটি অভিসারী শ্রেণী এবং শ্রেণীটির প্রথম % 


পদের সমষ্টি Sn. 

মনে কর, উক্ত শ্রেণীটি হইতে k সংখ্যক পদ বাদ দেওয়া হইল এবং এই k সংখ্যক 
পদের Ê = O, (লক্ষ্য কর, п এর মান প্রয়োজনমত বাড়াই এমনভাবে স্থির 
করিতে হইবে যে, উক্ত k সংখ্যক পদের সবকয়টিই যেন প্রথম n সংখ্যক পদের 
чау হয়)। 

ধরা যাক্‌, 4,-৮ প্রথম % সংখ্যক পদ হইতে উক্ত k সংখ্যক পদ বাদ দেওয়ার 
পরে, অবশিষ্ট n- k সংখ্যক পদের সমষ্টি । 

কাজেই Sn = Or + Anr ২ 3: (1) 

স্পষ্টতই Сұ аж এবং % এর উপর নির্ভরশীল аці (1) হইতে লক্ষ্য কর, 
lim 8, এর একটি নির্দিষ্ট অসীম মান থাকিলে lim Anr এরও একটি নির্দিষ্ট মান 


7৯০০ 
থাকিবে 1 
অর্থাৎ প্রদত্ত শ্রেণী অভিসারী হইলে, k সংখ্যক পদ বাদ দেওয়ার পরেও 


অবশিষ্টাংশ অভিসারী থাকিবে 1 
আবার (1) হইতে lim An- এর নির্দিষ্ট (সসীম ) মান থাকিলে lim Sn এর 


মান নির্দিষ্ট (AA) হইবে । অর্থাৎ & সংখ্যক পদ বাদ দেওয়ার পরে শ্রেণীটির 


অবশিষ্টাংশ অভিসারী Фаг Un অভিদারী হইবে 1 
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B. অসীম শ্রেণীর অভিসারী হওয়ার প্রয়োজনীয় শর্ত £ 


যদি У 0, অভিসারী হয় তাহা হইলে lim 0,-0 হইবে। 
n= co 


প্রমাণ: মনে কর, Un ON এবং =U, +, H Un 
শ্রেণীটিকে অভিসারী ধরায়, lim S, এর মান নির্দিষ্ট (সীম) হইবে। ধরা 
যাক, lim 8,= 8. 
৯০০ 
এখন, lim Sn-, =8 (৮৮৯০ হইলে (n — 1)> ° হয়) 


.. lim 8, lim S,-,=0 qilim (S,-8,-,)=0 ব| 1100 0, «0. 
п->со 7৯০৩ 7৯৩৩ 


n> o° 
টাকা: যদি কোন অসীম শ্রেণীর 20, এর ক্ষেত্রে lim 0,-0 না হয় তাহা 
ne п->оо 


হইলে zu, অবশ্যই অপসারী হইবে। 


TG: 20,44 ক্ষেত্রে lim U,=0 হইলেই যে 20, অভিসারী হইবে 
"ә 7-৯০০ hir 
এমন নহে। 


С.  আ্যালেন্বার্টের পরীক্ষা (V Alembert’s test ) : 


ধনাত্মক পদ সম্বলিত অসীম শ্রেণী : 
UF PU, U p 


এর ক্ষেত্রে যদি lim a=, (1440 নির্দিষ্ট সংখ্যা) হয় তাহা হইলে, 
n> 


০০ n 


(1) 1<1 হইলে উক্ত শ্রেণীটি অভিপারী হইবে। 
এবং (2) 1>1 হইলে শ্রেণীটি অপদারী হইবে । 


দ্রষ্টব্য (1) lim Оныд হইলে йб অভিসারী হইবে a) অপসারী 


п-» со n 


হইবে তাহা এই পরীক্ষা হইতে স্থির করা যায় না। 
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тіз (9) যদি t=, ঘধন поо, তাহা হইলেও শ্রেণীটি অপণারী 
হইবে। 
ব্য (8) যদি Шш ++. হয়, fran এর যাবতীয় মানের wg (কোন 
т -эсо n 


একটি মান বাদে) যদি Фа ৯. হয় তাহা হইলেও শ্রেণীটি অপসারী ке 


উদাহরণ 3. к е অভিদারী কিনা পরীক্ষা করিম্বা দেখাও : 
1 1 1 

EEE CEE u W 

সমাধান £ প্রদত্ত শ্রেণীটির ner পদকে U, দ্বারা 706% করিলে, 


(n=1, 2, 4...) 


Le 1 1 
Us [m Ue ITED nrl 


0, \һ+1 n+l 


.. প্রদত্ত শ্রেণীটি অভিসারী। 

উদ্বাহরণ 4. নিম্নলিখিত শ্রেণীটি অভিগারী কিন! পরীক্ষা কর 
ніні + өөө 

সমাধান: প্রদত্ত শ্রেণীটির %-তম “40, = 


এবং (n + 1)-তম পদঢ॥ +12= =" 


n+l 
Б Uia n+2 _@+1)# „па +2 +1 ب1‎ кемек 
শি 5225 TPB x. nmt?) п +2 пї +? 
n+l 


s 1 
এখন, ша gpa = нш (1+ বক) 
n= % ° 


зз ізі 1 


1+ >! 


কিন্ত, এর যাবতীয় মানের 99, 
c প্রদত্ত শ্রেণীটি অভিসারী। 
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বিকল্প পদ্ধতি: যেহেতু lim 0,-1ш. 77 = lim гы 
по nso Pt вас я 
=1#0 


প্রদত্ত শ্রেণীটি অপসারী। 


উদাহরণ 5. নিস্সলিখিত শ্রেণীটি অভিসারী কিনা! পরীক্ষা কর : 


2 1 1 1 
TO AS Ba rA nn +1) চি 


Ë 
সমাধান : এখানে, শ্রেণীটির তম পদ = "аз1) 


1 
ও (EDT পদ = ETRE 9) 
2. Па, Bin 4৯41) Мі li 1 
жалп. U, n>% (৯100 + 2) lim — রহ 
=I 


d° Alembert এর পরীক্ষার দ্বারা কোন সিদ্ধ'স্তে আসা গেল না। 
Ве -h ral 

এখন, REED аі 

n এর পরিবর্তে 1, 2, 8 লিখিয়া শ্রেণীটিকে fasfafaw আকারে করা 


যায় £- 
н) 


প্রথম ॥-তম পদ পর্যন্ত আংশিক রি 


уе 6-3 ক ken 


যাবতীয় বন্ধনী তুলিয়া দিয়া, সরল Hr 


8,-1- H 


1 —— 
যেহেতু, lim S= а (1- |е? 


প্রদত্ত 27 অভিসারী। ইহার 0 =1 
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D. কোন অসীম শ্রেনী: 
0,-0,%0,-0,%--- , (U,>0, n=l, 9, 8,..- ) 
এর পদগুল যদি aqa হয় যে, 
а) U> US U, > *** 
в (ii) lim U,=0 


N= 


তাহা হইলে উক্ত অসীম শ্রেণীটি অভিসারী হইবে । শ্রেণীটির সমষ্টি ধনাত্মক 
হইবে এবং সমষ্টিটি কখনই শ্রেণীটির প্রথম পদকে অতিক্রম করিবে al! 

দ্রষ্টব্য (1) এই তত্বটি Leibniz এর উপপাগ্ বলিয়া পরিচিত | 

দ্রষ্টব্য (2) উপরোক্ত শ্রেণীটির পদগুলি পর্যায়ক্রমে ধনাত্মক ও 9191 এই 
ধরণের শ্রেণীকে পরিবর্তী শ্রেণী (Alternating Series) বল! হয় | 

উদাহরণ 6. নিয্নলিখিত শ্রেণী অভিসারী কিনা পরীক্ষ! করিয়া দেখ s— 


ও SS a SSS 
সমাধান: প্রদত্ত শ্রেণীটির সহিত U,—U,+U,- U, t: oe এই অসীম 
শ্রেণীটির лїгї বিচার করিয়া দেখা যায়, 0,-1, п=1, 2, 8,... 
এখন, lim Up= lim 250 >. ne (i) 
љо %— = 
এবং 1১৯২১৯৯৯২৯০ 
অর্থাৎ U, >U, >U, >U, >", =D ҖИ) 


(i) ও (ü) হইতে, Leibniz এর 8499 অঙ্থসারে, প্রদত্ত শ্রেণীটি অভিসারী। 

E. ঘাত শ্রেণী (Power Series); 

জংজ্ঞা £ যদি ৫০, Cy, йезе, ৫৯১০০ Я ধ্রুবক সুচিত করে, তাহা হইলে, 

ao +a,z+a,z2 + +z." + 

আকারের শ্রেণীকে ঘাত-শ্রেণী (Power Series) এবং Go, ау, Ogy, а, 
কে শ্রেণীটির সহগ বল! হইবে | 

абет ঘাত শ্রেণী š 

মনে কর do +a + ৫2০ +e amuka পর্যন্ত 50 < (D 
একটি ঘাত শ্রেণী। 

এখন, শ্রেনীটির ১ম পদ হইতে শুরু করিয়া পর পর পদগুলির পরম মানগুলিকে 
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(absolute value) যথাক্রমে Uo, Un Us, Un,’ দারা BS করিলে, 
পরিবর্তিত শ্রেণীটি হইবে :— 


Uo + U, + U, ++ U, + оо পর্যন্ত, ө (2) 
যখন 00- |aol এবং Әһ- |ам"| = |а | |е|%т-1, 2১ 
যদি পরিবর্তিত শ্রেণী (2) অভিসারী হয় তাহা হইলে 
U, + Uy ++ U,+ о Ят, *** a (8) 
অভিপারী হইবে। 


এখন, শ্রেণী (3) এর প্রতিটি পদ ধনাত্মক | কাজেই 4 41920৮০:৮ এর 
পরীক্ষার чїй, শ্রেণী (8) অভিসারী হইলে, 


lim Оһ <1 হইবে। 


пәс ы 
অর্থাৎ lim la 0১50 ана lim [n aR? 
пэ» 19%" | пэ | Q 1: 121" 
= lim |e]. |e | SIRR! 
چ"‎ 
ধরা qg, lim Sasa =m. 
n— со n + 


lim |S] |а| =m 1a | 198 


7-эсо 
অর্থাৎ |z | <}. йа! 
কাজেই, Ug + U, + U, + ез Еее শ্রেণীট অভিসারী হইবে অর্থাৎ 
іі + |a] | 121 +145 1 নী БАСАРЫ 


a অভিপারী হইবে কেবলমাত্র যখন Iz | <2 এবং m= lim |451 | 
пЭ со 


M|: а, + a, + 02024". + apa" + ১ একটি ঘাত শ্রেণী হইলে 
এবং [2,1 + |a, | [21 +1 5 | |440 ‘4+ |a | | 1৮" 
অভিসারী অসীম শ্রেণী হইলে উক্ত ঘাত- сест বল! হইবে*্পরম অভিসারী 
(Absolutely Convergent) | 

жібі কোন ঘাত শ্রেণী পরম অভিপারী হইলে অবশ্তই অভিসারী হইবে। 
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546. কয়েকটি যোনীর মাত জোট көбесін th 
A. 1+8+1 + Bte ее ০০ পৰ্য্যন্ত 2 5. 
ঘাত শ্রেণী (1) অভিসারী হইবে যদি নিম্নলিখিত শ্রেণীটি : тб 
gr — я% 
1+ 121+ 2| +g + | = পর ঠা. 


z gzs 186 ge 

অর্থাৎ, 1+ |] + علو‎ += পর) 
অভিসারী হয়। % А 

এখন, শ্রেণী 2) এর ক্ষেত্রে, (10999 121”1-1-2 fel 

"গতম পদ Lr “হাই шпат, 

যেহেতু, 244 মান ?-এর মানের উপর নির্ভরশীল নয়, স্থতরাং z এর যে কোন 

মানের 57 lim 1210 <1 
rak f ১2৪৪ А এ 


(r + 1)-তম ч ত É 


শ্রেণী (2) এর ক্ষেত্রে, lim 
тэо শতম পদ 


( z এর যে কোন মানের әз) 
а’ Som Wine পরীক্ষা чөл, 2 এর যে কোন মালের অন্ত ARE 


FY 
(8) 


a 


প্রদত্ত ঘাত-শ্রেণী ৫ к হইতে ê а, 
ঠা 


১৫৭৮৬ дым жу арм 
> 8 4 т 


বা [е] +1 ++ оо 408 (4) 


অভিসারী হয়। 
. (?+])-তয পদ н (121 7-1 
এখন, শ্রেণী (4) এর ক্ষেত্রে, 2807 77 С А > л) 


= lim [z | = ৮০৭ 1-- 
Ша (70121 = im 01-9151 

=|#|,( 2 এর মান জিরার 
H. 8. Alg.—14 
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.. @ Alembert এর পরীক্ষা অনুসারে, |<|<1 হইলে, অর্থাৎ 
-1<s<1 হইলে শ্রেণী (4) অভিসারী হইবে 1 ? 
2 -1<a<1 হইলে শ্রেণী (8) অভিসারী হইবে | 
ўа}: লক্ষ্য কর, 2-1 হইলে শ্রেণী (8) নিম্নলিখিত শ্রেণীতে রূপান্তরিত 
হ্য়: 
1-5+3- I+ +(-U: клет m (8) 
এখন, 1৯২৯১৯৯৫৮০১ এবং lim 1-0 


1. Leibniz এর 94419 অঙ্থসারে, শ্রেণী (5) অভিপারী। 
কিন্তু x= -1 হইলে, শ্রেণী (8) নিম্নলিখিত শ্রেণীতে পরিণত হয় £__ 


ШУТ Айса! 
০7-71-8551 А оа уа 
a e Т 1 
1, Тісі Ту С“ ... (6) 


জানিয়! রাখ, শ্রেণী (6) অপসারী। 
সুতরাং —l<z<1 হইলে, 


+ е (Дуа, а... I, একটি অভিসারী শ্রেণী 


С. l+nz+ "eL... +. ВЫ с +1 ০ к+1 .2 +“) 


еза air 
প্রদত্ত ঘাত শ্রেণী (7) এর সাধারণ পদ = (r + 1) তম পদ- ty, 
a n@m -1(n-2)-.(n-r+1) , 


"өй, з n(n - 1)(% 7107 r + ])(n - т) 


a1 


- হি কহ ৮৮৫ (A) 


যেহেতু, n মূলদ সংখ্যা সুচিত করে, কাজেই, n একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা 
অথবা একটি 44147 অখণ্ড সংখ্যা অথব। কোন একটি ভগ্নাংশ (ধনাত্মক বা খণাত্মক) 
হইতে পায়ে। 


অসীম শ্রেণীর ধারণা 911 


@) প্রথমে ধরা যাক্‌, % একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা ES করে। তাহা 
হইলে, t... এ? এর স্থলে n বসাইয়া, 
+ 29-10» Dl onl 
mi m іп 
অর্থাৎ শ্রেণী (1) এর (+1)-তম *fü= z" 
এখন, শ্রেণীটির (n + 1) তম পদের পরবর্তা পদগুলি কিরূপ হইবে দেখা যাক্‌। 


тфай, na EE tna, [ (78) হইতে, тел л] 


(% +1 
Бө, =0, (ПА) হইতে, r—n+1 nf 


TAA, n= nes =" =0 
অর্থাৎ, mn ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা সুচিত করিলে শ্রেণী (7) এর পদসংখ্যা=॥+1 
এবং (n + 1)-wq পদ-2%, 
কাজেই, উক্ত শ্রেণীটি (n +1) সংখ্যক পদ-সম্থলিত নিয়লিখিত শ্রেণীতে পরিণত 
হয় зг; 


зе” 


Lines 3৪ 1) g? y pD A (n- THD ory зе 


স্পষ্টত:ই, ধনাত্মক অখণ্ড সাংখ্যস্থচক সংক্রান্ত দ্বিপদ উপপাগ্য অনুসারে, ইহা 
(1+ 2)" এর RFS | 
(ii) m ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা সুচিত ন| করিলে অর্থাৎ 414% অখণ্ড সংখ্যা 


অথবা ভগ্নাংশ 4/5 করিলে শ্রেণী (7) কিরূপ হইবে দেখা যাক। 
লক্ষ্য কর, শ্রেণীটির (৮+4)-তম পদের аа 
যদি =m বসাইলে এই সহগটি YY হয় তাহা হইলে (т +1)-তম পদটি এবং ইহার 
পরবর্তী প্রতিটি পদ че হইবে । aqa, সর্বদা ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা স্থচিত করে। 
কাজেই, % ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা ন! হইলে, r এর এমন কোন মান সম্ভব নয় যাহার 
- 1)(%- д)---(®— +1) 
দ্বারা n(n – 1)(% r nf 
সুতরাং, r এর মান এক এক করিয়া যতই বাড়ানো যাইবে ততই শ্রেণী (7) এর 
একটির পর একটি নৃতন পদ পাওয়া যাইবে | 
অর্থাৎ r এর মান যতই বাড়িবে, শ্রেণীটির পদসংখ্যাও তত বাড়িবে। 


এর মান 49 হইবে। 
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কাজেই, n ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা না হইলে, শ্রেণী(7) একটি অলীম শ্রেণী স্থচিত 
করিবে । " 

এইবার, অসীম শ্রেণী (7) অভিসারী কি না পরীক্ষা কর! যাক্‌। 

এখন, শ্রেণী (7) অভিসারী হুইবে যদি নিয়লিখিত শ্রেণী : 


Line 24 аз Ре шаалар ০০ “%% 
অভিসারী жя | (8) 


স্পষ্টতঃই, শ্রেণী (8) এর (r + 1) তম পদ 


51700111097? +д\(%— ا‎ 
я тірегі а 
| Dan r F2) 5. 1 
мет = Уз চাস r+ 2|2 Seam Part ШАЙ 


22 শ্রেণী (8) এর ক্ষেত্রে; ыш” CED তম পদ ০1105. | 


та ды. тоо 


„тка Ру: 1হ1 15210117021, 
22-8” Alembert এর পরীক্ষা অনুসারে, শ্রেণী (8) অভিনারী হইবে যদি 
[2 | এ! হয়। 
4845 শ্রেণী 17) অভিনারী হইবে যদি | z | <! হয়। 
অর্থাৎ, % ATAF অখণ্ড সংখ্যা 94941 ভগ্নাংশ হইলে, 


прате уай ат аьа পৰ্য্যন্ত 


এই শ্রেণীটি অভিসারী হইবে যদি | z | <! হয় অর্থাৎ যদি - (-৫৫-৫1 হয় ॥ 

দ্রষ্টব্যঃ অপেক্ষাকৃত জটিল বলিয়া এই অসীম শ্রেণীটির (যখন n ataa 
848 সংখ্যা অথবা ভগ্নাংশ সুচিত করে ) সমষ্টি নির্ণর-পদ্ধতি এখানে আলোচনা করা 
হইল না। জানিয়া রাখ, উক্ত সমষ্টিটি হইবে (1 + 2)", 


সুতরাং, লেখা চলে, p ANAF অখণ্ড সংখ্যা অথবা ভগ্নাংশ সুচিত করিলে, 


1) + тіт-1). 
(1+z)'=1 +nz + 22+: 2 =, + on, 


যখন -1<2<1. 
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548. чет অখণ্ড সাংখ্য সূচক সম্পর্কিত অথবা! ভগ্নাংশ সূচক 
সম্পৰ্কিত দ্বিপদ Bll (Binomial theorem for ভি integral 
index or for fractional index) : 

বিবৃতি £ n কোন 41% অখণ্ড nan অথবা কোন ভগ্নাংশ স্থচিত করিলে, 


পথ т а-1%„,  жщЩп-1)-(%-+1) 
(1+2) linge iq 0 22 + Аа ТҰ a 


+ +оо পৰ্য্যন্ত, © (1) 
যখন |z | <1 অর্থাৎ —1<:<1. [FS 
এখানে, (1) এর ডান পক্ষস্থিত অসীম শ্রেণীটিকে বলা হয় (1 ১৪০৫ ১) i 
টীকা 0): 
п ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা না হইলে (a +z)" এর বিস্তৃতি কি হইবে দেখা যাক :_ 
লক্ষ্য কর, a ও z এর. মুধো ৫.-% না হইলে, হয় а>2 অথবা а<я হইবে | 
এখন, (৫+2)"= аҷі + zY = еқі + 2), 
men ০১৯ হইলে অর্থাৎ £1 হইলে (1+2) এর দ্বিপদ বিস্তৃতি সম্ভব! 
কাজেই a>r হইলে (৪1০৮ +2)" লিখিয়া বিস্বৃতিটি Ra, Жк 
হুইবে। ) PF 
বাবার, a<z হইলে অর্থাৎ ааа 2) এর বিস্তৃতি সম্ভব। কাজেই 
d< হইলে (ағау-а"(1 + sy লিখিয়া বিস্তৃতিটি নিৰ্ণয় করিতে হইবে। 
() মনে কর, ৫৫, তাহা হইলে, Z<1 বলিয়া, 
(a +z)" = өңі + 2)" 3 
--аЧіт2 жататы D), É ji + ое ০০ পর্যন্ত) 


"Р -1) 


=а"+и”"71@+— ans. 22+ ++. পৰ্য্যন্ত 
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(ii) মনে কর, a<, তাহা হইলে, 8-і বলিয়া, 
(а + a)" = 21 = ау 


-'{+ ত D. (9. +o» পৰ্যন্ত } 


০ 2971, q + 


БЕ 1) 2৪75, даф с. ә পৰ্য্যন্ত 


[দ্রষ্টব্য a=z হইলে (৫+%)*- (৮+৫)"-%. an ইহার বিস্তৃতির 
প্রশ্ন উঠে না। ] 


টীকা п): 
(1-а) এর বিস্তৃতির সাধারণ পদ (যখন n ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা яш): 


(1) হইতে, (1 + z)" এর বিস্তৃতির অর্থাৎ, 
Lanea расти... ০০ পৰ্য্যন্ত 
-এই অসীম শ্রেণীটির (r+) তম পদ Т, „ЖС "+, а”, এই 
(т +1) তম পদ Tr, কে (1+2)" এর বিস্তৃতির সাধারণ পদ [(৮+1)-তম পদ] 
বলা হয়। 


উদাহরণ 6. ৫৯] হইলে, 


> এর বিস্তৃতি নির্ণয় কর | 


maqa: যাস ЭШЕ 


1 1үї 1 -$ 
-11-2) . যেহেতু ai 4% a< TOT: (1+2) 
এর দ্বিপদ বিস্তৃতি 794 | 
тіз 1 R... 
(1+) 0-6 акй ¬ 
-4, (—4-1X-4-2) 1 
+213049, as Y ৮০৯ = পর্যন্ত) 


ডি রং ELS LI 
KE T +94 07946 ভাণ т “ЛЧ! 
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উদাহরণ 7. (1 — 22) € এর বিস্তৃতির (+1)-তম পদ б কর। 
সমাধান £ 
লক্ষ্য কর, (1-20) = [1+(-20)]"* 

[1+(-)]-8 এর (т +1) তম পদ T,,, 
ا‎ — 2132) js 
ESE TANEN 
ir 


. (—1). (2a) 


l8.5..(9r - 1) 
রা 


аи с2) Әде ly, 9r, аға 

উদ্ধাহরণ 8. 2>0 হইলে (1+2)2$ এর প্রথম কোন্‌ পদটি AIF ? পদটি 
নির্ণয় কর। 

জমাধান ° 

এখানে (1+2)8 এর (r+1) তম পর т-с), 
লক্ষ্য কর, Т,,, ধনাত্মক থাকিবে যতক্ষণ (#-r+1) ধনাত্মক থাকিবে অর্থাৎ 
যতক্ষণ $+ 1 -/১৯০ থাকিবে, 

বা {> থাকিবে বা ?58$ থাকিবে | 

কাজেই, r এর মান 3: অতিক্রম না করিলে Т,,, ঝ্রণাত্মক হইবে না। এখন, 
r কখনই ভগ্নাংশ হইতে পারে না। কিন্তু 84 অপেক্ষা বৃহত্তর এর সম্ভাব্য মান 
সমূহের মধ্যে ক্ষুদ্রতম মানটি হইল 4; কাজেই, r=4 হইলে Т,,,-Т, প্রথম 
44144 পদ হইবে। স্থতরাং, বিস্তৃতির প্রথম 44144 পদ হইল বিস্তৃতির পঞ্চম পদ | 


এখন, Т,-Т,,, ০৯18-28-9৬ 


EE 
"W * 
_ 5.3 >+ = — гога 
16.4.8.2 128 


fT পদটি = - бе. 


Е 
кы অসীম শ্রেণীর ধারণা 
উদাহরণ 9. дле} এব: 6}, হইলে (Ua) এর বৃহত্তম 440 fad | 
সমাধান £ তোমরা জান, (1 + 2)" এর ক্ষেত্রে, j 
(৮43) তম ет EALL ৪ 


И: $ 
ও গ্তয পা жалт 1. (сала ММ 
[rer 
. Tris A a E F1 ا‎ r)_15-2r 
.. T, ажары тыла сағаты; কর 


Tera > T, হইবে, যদি 15-96 > 8r হয় 
অর্থাৎ যদি 15 > ra বা r<8 হয় 
অর্থাৎ? এর মান 8 অতিক্রম না করিলে Т,,, > Т, হইবে। 
+ এর মান 8 অতিক্রম করিলে ?,+, < Т,%% | 
কিন্ত, ?=8 “হইলে, [++ = T, হইবে । 
4 <T: Татты ыт». 
ЭХ T(= T) RA Бс বৃহত্তম পদ। 
e. Ts = Tys ЫЗА Pos | 
প্রশ্মমাল। 12 
1. у শ্রেণীগুলি অভিসারী কিনা বিচার কর £__ 


(a) 2, ALN *** ০০ পৰ্য্যন্ত | 


(0) 1 l-i [+ e enia 
о сын жа ығ +e ০০ YÉN 

(a) নিক ci, 
2. কোন্‌ শর্তাধীনে নি্ললিখিত শ্ৰেণীগুলি অভিসারী হইবে নির্ণয় কর :— 
(a) তর তি 

(b) “+ + 08785 +++ ০০০ T 


(с) £ +223 +... +%2%*+ o "f W | 
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3. নিয্বলিখিত দ্বিপদ রাশিমালাগুলির বিস্তৃতি নির্ণয় কর £ (প্রতি ক্ষেত্রে যে 
শর্তসাপেক্ষে Тұл? সম্ভব তাহা উল্লেখ করিবে )₹ 


1 
(6) না йе sl Tres rT 5a 


4.(i) (৫-82)-* এর বিস্তৃতির (n +1) তম р: @ я! 

(ü) (৫+8০) এর বিস্তৃতির অন্তর্গত &৪ এর সহগ নিণয় কর Қ 
; | (ш) দেখাও 4, (1-4т) - এর বিস্তৃতিতে m এর সংগ = - T 
бы 20454 বিস্তৃতির অন্তর্গত z19 এর সহগ নির্ণযন কর! 
J TO. U. 1997] 
(у) Es = এর বিস্তৃতির অন্তর্গত %? এর সহগ নির্ণয় কর। j 
[ G. 1909 1 

এর বিস্তৃতিতে an এর пея নির্ণয়. কর l 


(іу) 


1+ 4a2 + a4 
(1 -aر*‎ 

5. (i) (1+ a)" এর ?-তম পদ T, দ্বার! সুচিত হইলে দেখাও যে, 

Tt Try = Т, : T ia RA যদি, n+l=0হয়। 


(i) (1-а) এর бза ?-তম পদটি যদি (E+ a)” ош бұға 
тәң পদটির үу হয় তাহা হইলে ? এর মান কত হইবে? 
6.() п-б) এবং те হইলে най এর বিস্ৃতির тє পদটি 
নির্ণয় কর |: ' 
(1) пе -8, у= р меа (1-9)" এর বিস্তৃতির жені жұ 20” 
নির্ণয়কর। . 


(vi) 


উত্তরমাল! 

ДО), অপসারী ; (5) . অভিসারী ; (0). অপসারী ; (d) - অভিদারী। 
2. (a) -2<г<2; (b) .-4<г<4; (0) |ғг|<І. 
3.(a) l+z+8z3 +523 + 3824 +... |а| <}. 

(b) 1+9z+5z2?+3@z9 +... |z | <. 


4. (1) ае 7 (ii) আত) (ім) 121; (v) TERAN 


(si) n3 +8n. 
S Gi r=. 6. (1) 52223. (i) ৬৩ *ম পদ; 


নবম অধ্যায় 
তৃতীয় অংশ 


ঝণাত্মক অখণ্ড সাংখ্য সুচক বা ভয়াংশ সুচক 
APS দ্বিপদ CAMII প্রয়োগ 


§4.9. ইতিমধ্যেই তোমরা খণাত্মক অখণ্ড সাংখ্য-স্থচক বা ভগ্নাংশ EF 
সম্পঞ্চিত দ্বিপদ উপপান্যের সাহায্যে বিবধ বিস্তৃতি নির্ণয় করিতে শিখিয়াছ। বর্তমান 
অধ্যায়ে ধণাত্মক বা! ভগ্রাংশ সুচক সম্পক্ষিত দ্বিপদ উপপান্যের কয়েকটি বিশেষ প্রয়োগ 
সম্পর্কে আলোচনা করা হইবে। কাজের স্থবিধার 59, নীচের কয়েকটি দ্বিপদ 
বিস্তৃতি মনে রাখা প্রয়োজন :— 


() (1-z)'=1-nz دا‎ Ds 


12 
(8) (1зау"-1-т н. 


(Gb (1-а)"-1зте уезді, 


(iw) (1+2а)-1=1-2+22 -23+.:.+(- 1)" +. 
(v) (1-2)-1=1+2+22 +23 +... +a +... 
(vi) (1-2)-2=1+22 +822 +... + (r +1) +... 

(vii) (1-s) =1+ 3z + 622 +++ + (r +1) +9)” +... 

§ 4.10. উপরিলিখিত বিস্তৃতিগুলিকে প্রয়োজন মত সরাসরি প্রয়োগ করা 
ছাড়াও (ең উপপাছাটির (খণাত্মক অখণ্ড সুচক বা ভগ্নাংশ 95% সম্পর্ষিত) 
মোটামুটি দুই ধরণের প্রয়োগ আলোচনা করা হইবে। 

(A) খণাত্মক অখণ্ড স্চকবিশিষ্ট 544) ভগ্নাংশ সুচকবিশিষ্ট সংখ্যাকে ছিপদ 
উপপাদ্য অনুসারে বিস্তৃত করিয়া সংখ্যাটির আসন্ন মান নির্ণয় করা। 

(В) কতকগুলি বিশেষ ধরণের অসীম শ্রেণীকে দ্বিপদ উপপাছের বিস্তৃতির 
আকারে সাজাইয়া ( গ্রয়োজবোধে ), শ্রেণীগুলির সমষ্টি নির্ণয় করা। 

А. আসন্ন মান নির্ণয় : 

তোমরা জান, z একটি প্রকৃত ভগ্নাংশ (ধনাত্মক বা 414%) সুচিত করিলে, 
অর্থাৎ, |z | <1 হইলে, 2°, 23, 24,.. ইত্যাদির সাংখ্যমান ক্রমশঃ কমিতে 


খণাত্মক অখণ্ড সাংখ্য BF 919 


থাকে। স্থতরাং, |z | <1 হইলে, тема Ода এরপর পর 
পদগুলির সাংখ্যমান ক্রমশ: FUSA হইতে থাকিবে | 

এখন, 2% এর সাংখ্যমান এবং z এর 96 94 ঘাতগুলির সাংখ্যমান যদ z এর 
সাংখ্যমানের তুলনায় অত্যান্ত ক্ষুদ্র বলিয়া উপেক্ষ। করা চলে তাহ! হইলে 1+% 
কে বলা হইবে উক্ত বিস্তৃতিটির একটি আসন্ন মান। তদ্রপ, যদি z3 এবং zŠ অপেক্ষা 
উধ্বতর ঘাতগুলির সাংখামান z2 এর সাংখামানের তুলনায় অত্যন্ত FT বলিয়া উপেক্ষা 


কর! চলে তাহা হইলে Te s এছ কে বলা হইবে প্রদত্ত বিস্তৃতিটির অস্ত 


12 
একটি আসন্ন মান। 
নিমলিখিত উদাহরণগুলিতে ‘আসন্ন মান’ সম্পর্কিত সমস্যাগুলি সম্যক্ভাবে 
বুঝিতে পারিবে। 
841544 10. (444 উপপাগ্ছের প্রয়োগে (1:02)5 এর তিন দশমিক স্থান 40% 
শুদ্ধ মান নির্ণয় কর | 
সমাধান : 
(1:09) = (1 +:02)5 
=1+5(02)+ 85-5 02)%+ 16118 2 (99+... 
=1 + '10 + 10(:0004) + 10(:000008) + --- 
=1+'10+:004+:00008+------ 
=1'104 (তিন দশমিক স্থান পৰ্য্যন্ত আসন্ন মান ) 
উদ্দাহরণ 11. festa উপপাগ্যের সাহায্যে +1:01 এর তিন দশমিক স্থান 70% 
আসন্ন মান নির্ণয় কর | 
সমাধান: 
угй=(1 +0 
-17%001)+88 50001), АТЫЗ? оре... 


= 1+ 005 — (0001) + (000001) +... 
= 1:005 ( তিন দশমিক স্থান পৰ্য্যন্ত WAN মান ) 
В. যদি কোন অসীম শ্রেণীকে (i) অসীম গুণোত্তর শ্রেণীর আকারে অথবা 
Gi) অধনাত্মক (FT অখণ্ড সংখ্যা বা ভগ্নাংশ ) স্থচক সম্পর্কিত fa বিস্তৃতির 
আকারে প্রকাশ করা যায় এবং যদি শ্রেণীটি অভিদারী হয় তাহা হইলে কিভাবে Ге 
উপপাগ্ঠের প্রয়োগে শ্রেণীটির সমষ্টি নির্ণ করা যাইবে তাহা নীচের উদাহরণগুলির 
ভিতর দিয়া স্পষ্ট বুঝা যাইবে | 


920 ধণাত্মক 479-5157 55% 


উদাহরণ 12. 17$+ ৮৭২৮ + соо পর্য্যন্ত এই শ্রেণীটর সমষ্টি নির্ণয় কর। 

সমাধান : প্রদত্ত অসীম са একটি অসীম 904794 শ্রেণী। ইহার ১ম পদ 
=] ও সাধারণ অনুপাত r—y 

এখন, শ্রেণী টর প্রথম % সংখ্যক পদের সমষ্টি 


1 
жы fi-a) 5 гы 
жі. и с ТАЕ.) F) 
lim 8, “= প্রদত্ত শ্রেণীটি অভিসারী এবং ইহার নির্ণের лай =}. 
т-эсо қ Ы 
1)1 1л +9) 1 
উদাহরণ 13. ы РЕ 55%) ) . gj ә পৰ্যন্ত 
শ্রেণীটির সমষ্টি নির্ণয় কর | 
অমাধান £ 


[দ্রব্য ঃ প্রদত্ত শ্রেণীটকে প্রথমে (1+ a)" এর বিস্তৃতির আকারে প্রকাশ 
করিতে হইবে । লক্ষ্য কর, এখানে n অবশ্যই ANAF অখণ্ড সংখ্যা অথবা ভগ্নাংশ 
zs করিবে এবং |z | <! হইবে । ] : 

ау T pnnt Int) 1 * 


এখানে প্রদত্ত শ্রেণী = 1 + 3 + 12-68% 193 as КҮ 259444 
=i (zp + СС ЗЫ тақ уг. ‘+ I= 
-ni-n — 11((—n) – 
GAGA IN =o ру „ежен 
(== | 
উদাহরণ 14. 


18 18.5. 
1+3+ 75+ 4812 + "০ TE শ্ৰেণীটির সমষ্টি Afa কর। 
সমাধান : 


১৬ 181 1846. এ+ 
এখানে প্রদত্ত শ্রেণী 1+4+75-85+ 19.8 বু “পর্ন 
11 1 ৬ KT 
“1+2 +> ТЕ + i£ ўз" ооо পৰ্য্যন্ত | 
2 
লাক, ыса сы 3351) +2) +1X те Сы 22% 


এ 
و ا(‎ 


КИШ т н ы _ ৯ ১ ০০৯ 


ANAF 546 সাংখ্য সুচক 991 


841544 15. যদি z এর মান এত wz হয় যে % এর মানের তুলনায় 2 এবং 


23 অপেক্ষা Gq ঘাতগুলি উপেক্ষা করা চলে তাহা হইলে দেখাও CT, | 
1 1 іе 


(алыр na 
সমাধান 2 
1 зш)-* =1-28а+—®(—® (ашу (рз উচ্চ 
+85 (155520 + 2)-2 = z+ 19 (82)? + (22 অপেক্ষা! উচ্চ- 


তর ঘাত+সম্বলিত পদ সমূহ) 
=1-ба+Ё®, (822 (с: 23 এবং. 28. অপেক্ষা উধ্বতর 
ঘাতসমৃহকে উপেক্ষা করা চলে J 


=] - 6z +272 
1 y 28(-৪-711 
আবার pgp = +0ш)-5=1-()+ bE ү ее 
অপেক্ষা উচ্চতর ঘাত-সম্বলিত পদসমূহ ) 


=1 - 62+ 4.453, (о) 28 এবং z° অপেক্ষা উচ্চতর ঘাত- 


সমূহকে উপেক্ষা কর! চলে ] 


=l -6z + 2422 
пе» টি ছি --০০+৮) 2016249428) = B22. 


প্রশ্থমালা 13 | 
1. Пен উপপাগ্যের সাহাষ্যে নিয্লিহিতগুলির যথা-নির্দিষ্ট ( বন্ধনীর মধ্যে 
নির্দেশিত নিষ্ট দশমিক স্থান পর্য্যন্ত ) আসন্ন যান নির্ণয় কর :— | 
(а) 3/999 (তিন দশমিক স্থান পধান্ত ) ; 
(b) 57195 (চার দশমিক স্থান 4419) 
(с) 3⁄3 (চার দশমিক স্থান পর্যন্ত ) 
(d) тут (তিন দশমিক স্থান পর্য্যন্ত ) 
(0) +8885 (পাচ দশমিক স্থান পৰ্যন্ত ) 
2. a এর মান যদি এত ক্ষুদ্র হয়, যে, উহার তুলনায় а? এবং as অপেক্ষা 
উচ্চতর ঘাতগু АМ মান উপেক্ষা করা চলে তাহা হইলে দেখাও যে, 


1 — 
(а) (1+ পু Тоғы পা] 


ъа еш DELLE аний 12. 
a- any 


1 
(9 + вау “Tay ie J 


“ 


а ধণাত্মক অখণ্ড সংখ্য BF 


3. «й z এর মান এত বৃহৎ হয় যে উহার মানের তুলনায় Д, এর মান 
উপেক্ষা কর! চলে তাহা হইলে দেখাও যে, 
JET- শত (প্রায়) 
4. দেখাও যে, 


m 1-a т(т%1) |1-а, 
(а) (1(+а)"=9"|1-т.——+ x йө Рт 


£ жыныс; ৪5৭ ба হাটি, 


8.5.7 
O BE U TRT 


(@) 1+ + ala- келуде (+ 


-1+ + 


Ê 15 1.8.5 
5 Лада, ЕРЕТІН 


5. নিম্নলিখিত সংখ্যাগুলিকে অসীম গুণোত্তর саас প্রকাশ কর। 
প্রতিক্ষেত্রে প্রাপ্ত অনীম শ্রেণী হইতে সংখ্যাটির মান সামান্য ভগ্রাংশে কত হইবে 
নির্ণয় কর। 

(а) 15; (9 У04 (0 0% 

6. বদি b এর মান ৫ এর মান অপেক্ষ! নিতান্তই ক্ষুদ্র হয়, তাহা হইলে দেখাও 
যে, (a+ ৬)" : an এর মান প্রায় (a+ nb) : а এর মানের সমান। 

7. যদি z এর মান অত্যন্ত ক্ষুদ্র বলিয়া 22 অপেক্ষা 2-44 BROT ঘাতগুলি 
ধর্তবোর মধ্যে না আসে তাহা হইলে, দেখাও যে(1 +z) এর %-তম মূলের আসন্ন মান 


e 1) jen ыа 


=2n+(n+1)z 
nr (n — 1)z` 
8. ГЕК 
= + ш. TENTEN 
per শির ЕГІ +) +248122 


9. (а) দেখাও থে, 
(1+2+ 22+... 969)(1+ 22 + 8০4০০ পৰ্য্যন্ত) 
=4(1.2 + 2.82 + 8.4z2 +... পৰ্য্যন্ত) 


= 


ANAF অখণ্ড AT সুচক 228 


(b) y=8z +622 +1023 + .. ০০ 447% হইলে, দেখাও যে, 
1.4 
= 09" + T 


52! [1 1) an+ D 19 مہ... ر‎ 
() দেখাও যে, z"=1+n(1 2)+ G (1 2) +оо পৰ্য্যন্ত 


(৫) প্রমাণ কর যে, 
(1-2%а2%-.-< পৰ্য্য্ত)(1+ 2 +22 + оо পৰ্য্যন্ত) 


=1+а? +zt +...co "$= г» (যখন | z | <1) 


9. নিম্নলিখিত শ্রেণী গুলির সমষ্টি [чїч কর :— 
10151881777 
(৫) 1+ + Тар ০ TO | 
2 25 258 
(0) 185 97641 


5.58 5811 
(0 196 1679 TOW 


৮ 
(f) 1-öa+9a2 –18а3 +. o পর্যন্ত, যখন |а| <1. 
(g) (V2+1)+(1)+(V/3-1)+... с পর্যন্ত | 
10. 0.16 কে অসীম গুণোত্তর শ্রেণী রূপে প্রকাশ করিয়া দেখাও যে 0.16 এর 
মান 
[ ইংগিত: 0.16=0.1666... ="1 +06 + "006 + `0006 +... ০০ পর্য্যস্ত 


оо পর্য্যস্ত। 


1 ডা Ду, б 
=; + [rus + 105 + К, ০০ পৰ্য্যন্ত ) ইত্যাদি। | 
উত্তরমাল! 


1. (а) 9897, (b) 49597, (с) 12599, (4) 0983, (е) "04649 
5а) 1, (0) $ (60 ғ. 


ы i - 
9.6) л/5, ৪) (8), o -a @ СЕКСЕН 


1-94 8 
(/) (ға)? (9) 2+5 3. 


s 


фи: 


দশম অধ্যায় 


GRIERA: 
(Logarithms) 


81. 22572 মনে wq, а>0 এবং а»41. 
যদি z এবং b এমন দুইটি সংখ্যা হয় যে, a=b তাহা হইলে 75% z কে বল! 
হয় ‘নিধান а সাপেক্ষে / এর লগারিথ ম্‌ ( 7 is the logarithm of b to the ` 
base а). প্রতীকের সাহায্যে এই বাক্যাংশটি এইভাবে প্রকাশ করা হয় :— 
21০৫ b ; Ы 
উদাহরণ £ 
G) 95-9. 4 ৮1০৫৭ 32. 
(ü) 54=625. ., 4=log, 625. 
(й) 952—625. ., 2=log,, 625. 
মন্তব্য £ উদাহরণ (ü) ও (iii হইতে সিদ্ধান্ত করা! যায় যে, নিধান ভিন্ন হইলে 
একই সংখ্যার аз де ভিন্ন হয়। | 
2. কয়েকটি বিশেষ জ্ঞাতব্য z 
А. তোমরা জান, 1740 হইলে, же 
কাজেই log, 1=0 
অর্থাৎ'() শুন্য ব্যতীত যে কোন সংখ্যাকে নিধান লইলে 1 এর 
লগারিথম্‌ а: হুইবে। 
B. আবার, а যে কোন একটি সংখ্যা স্থচিত করিলে, at=a 
w log; 221 


অর্থাৎ, GD কোন সংখ্যাকে নিধান লইলে এ নিধান সাপেক্ষে 
সংখ্যাটির নিজের লগারিথম. 1 হুইবে। : 


С. যেহেতু ৫৮৫০ হইলে, aint e log Ë ү = 

অর্থাৎ, Gi) কোন সংখ্যার সাপেক্ষে ا‎ অন্যোন্কের 
লগারিথম, হইবে -1. 

টাক! : N, 

L উপরের সংজ্ঞায় উল্লিখিত с এবং b afa রাশিগোঠীর (System of 
complex number) অন্তর্ভুক্ত যে কোন দুইটি সংখ্যা 


Е 
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জানিয়া রাখ, a একটি ধনাত্মক বাস্তব সংখ্যা সুচিত করিলে ৫42-৬ 
(খন 8>0) সমীকরণটি z এর কোনও বাস্তব মানের দ্বারাই দিদ্ধ হয় aii সুতরাং, 
বলা চলে যে, ANAE সংখ্যার লগারিথ x (ধনাত্মক বাস্তব নিধান সাপেক্ষে ) WISE 
একটি জটিল সংখ্যা সুচিত করিবে। 

П. তোমরা জান, ( কলন-বিগ্ভায় দেখিয়াছ ) 

(i) ৫১] হইলে, azƏ0 যখন t> -০১ 
এবং (ü) 0<а<1 হইলে ৫৭৯0 যখন z— +< 
কাজেই, а ধনাত্মক সংখা! সুচিত করিলে, 

log, 0-৯+০০, যখন а<1 

এবং log, ০-৯-০০, যখন ৫১৯] 

53. লগারিথম্‌-সংক্রান্ত সৃত্রাবলী ¢ 

সূত্ৰ (i) а>0 এৱং аз Гата, log, (m x n)=logam + logan . 

প্রমাণ £ মনে কর, logam =r,log,n=y এবং loga (m xn)=# 

সংজ্ঞা Чыл, az=m, ৫৮-?% এবং а= xn. 

এখন, а'=тхтп=а®ха?=<а*®+? 

z=z+#y 

বা log, (m xm)=log,m + logan. 

অনুসিদ্ধান্ত £ log, (m p.q--)=logm + logan + logap +logag + ** 

যেহেতু, loga(m.n.p) = Іор (тт) р) = Іор (тт) + log,p 

=logam + logan +logap, 7. Фе таб т, n, рч? তিনটি 
সংখ্যার গুগফলের ক্ষেত্রে প্রযোজ্য। অনুরূপে অগ্রসর হইয়া দেখানো যায় যে, যে 
কোন সংখ্যক সংখ্যার গুণফলের লগারিৎম্=সংখ্যাগুলির লগ।রিখ মের সঙ্গটি। 


т 
জুত্র (i) log Í ; | = logam logun, _ (যখন ৫৯০ ax). 
প্রমাণঃ ধরা TT, 10g. = 2, logan =Y এবং log 1]. g: 

а 
г. সংজ্ঞা অনুসারে, а= т, =n এবং a=. 
এখন, = =a, й; #=@-} 


qi log (2) =Іовт - logan. 
Н. 8. Alg.—15 


926 লগারিথ ম্‌ 


та (ii), log, m)'=+ logam , ( যখন ৫১০ ও 171). 
প্রমাণ $ ধর, log n)"=% 47: log,m =t. 
সংজ্ঞা чул, а= т" এবং а? =m. 
aî = т ০৮ (45) = a? ^, .. any. 
বা log.(m)" 70847, 
নিধান পরিবর্তন (Change of base) š 
মনে কর, একটি নির্দিষ্ট Биа а(:>044:4%1) সাপেক্ষে একটি মংখ্যা 
m এর লগারিথম্‌ দেওয়া আছে। ভিন্ন একটি নিধান & (৮৯০ ও 0341) সাপেক্ষে 
Š একই সংখ্যা m এর লগারিথম্‌ নির্ণয়ের әз নিয়লিখিত a অপরিহার্য : 
[ অর্থাৎ, logam দেওয়া থাকিলে logam. নির্ণয়ের জন্য প্রয়োজনীয় a : ] 
а (iv) logam = 10857 x log ab 
প্রমাণ з ধর, log,m=z, logym=y ও 108 =. 
সংজ্ঞামুসারে, а®=т, =m, a =b. 
5 («“-шт-%7-(а7)” =а?*, 
a =a” ৮৮৮84 
বা log,m=log,m x 19৫০৮. 
অনুসিদ্ধান্ত £ উপরের সুত্রে т এর পরবর্তে а 91184), 
log„a=log, а x 196, 
fre logaa=1, [ $ এর B এর অন্তর্গত (ii) দেখ ]. 
loga x logab =1. 
অর্থাৎ, log,a = */logab 
54. লগারিথ ম্‌ সংক্রান্ত প্রচলিত প্রথা: 
wl ( § 1 দেখ) WAC, 1 ভিন্ন যে কোন ধনাত্মক বাস্তব সংখ্যাকে নিধান _ 
ধরিয়া ধে কোন সংখ্যার লগারিথ ম্‌ নির্ণয় করা চলে। কিন্তু, কার্য্যতঃ, মাত্র ছুই 
o ধরণের নিধান প্রচলিত আছে। যথা: 
A. জন শ্যাপিয়ারের প্রবর্তিত প্রথা a চ্যাপিয়ারীয় প্রথ| : এই প্রথায় 


1, 
একটি EE অসীম শ্রেণী: аерата етв, কে e ঘারা সুচিত 
করিয়া, ৫ কে নিধন হিসাবে লওয়া হয়। 


[মন্তব্য : লক্ষ্য কর; 1+0 Қара? পর্যন্ত এই অসীম শ্রেণীটি 
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অভিসারী | এখানে е প্রকৃতপক্ষে শ্রেণীটির সমষ্টি সুচিত করে । জানিয়! রাখ, ৫ 
একটি অধেয় ( অবীজগাণিতিক ) [ Incommensurable ( Non-algebraic ) ] 
সংখ্যা। পাচ দশমিক স্থান পর্যন্ত e এর আসন্ন মান = 271828. | 

যাবতীয় তত্বগত 49712415414 এই প্রথা ব্যবহার হয়। 

В. সাধারণ লগারিথ অ. ( Common Logarithms ) বা হেনরী fatz 
Henry Briggs এর প্রবর্তিত প্রথা £ 

পাটিগাণিতিক হিসাব তথা আসন্ন সাংখামান নির্ণয়ের সুবিধার জন্য 10 সংখ্যাটিকে 
সর্বদা নিধান হিসাবে লওয়া হয়। এই জন্য নিধান 10 সাপেক্ষে যাবতীয় লগারিখ.মূকে 
সাধারণ লগারিথম বলা হয়। [মনে রাখিবে, N একটি ধনাত্মক বাস্তব সংখ্যা 
BG করিলে এবং 10° = № হইলে, z=log,,N কে বল! হয় N এর সাধারণ 
4415441) 

দ্রষ্টব্য 2 সাধারণ লগারিথ মের ক্ষেত্রে সর্বদা 10 সংখ্যাটি নিধান হিসাবে লওয়া 
হয়, কাজেই অনেক সময়েই নিধান বুঝাইতে 10 সংখ্যাটি লেখা হয় না। 

$5. অ্যান্টি লগারিথ :— 

log N=z অর্থাৎ 10*= N হইলে, N সংখ্যাটিকে z এর чу লগারিথমূ বা 
N এর чая ( Antilog ) বলা হয়। 


উদাহরণ : 
10° = 100 হইলে 1০8,০10 


এখানে, Antilog, 62 = 100 

56. পুর্ণক ( Characteristic) ও অংশ ক (Mantissa) : 

সাধারণ লগারিথ ম্‌ এর ধারণা অনুসারে, 10° = হইতে 216 z এর মানকে N 
এর 10 {ачта সাপেক্ষে সাধারণ লগারিথ ম্‌ বলা হয় অর্থাৎ 2 = log N ( অর্থাৎ 
log,oN ) হইল N এর সাধারণ লগারিথ মূ 

এখন, N যে কোন একটি ধনাত্মক বাস্তব সংখ্যা সুচিত করে। কাজেই, 
17৯1 অথবা 0<N<1 হইতে পারে। 

এ প্রপঙ্গে নীচের 94155489 লক্ষ্য কর :— 

() ৮1 ৮ 10* ধরিলে লক্ষ্য কর, 1<9-71<10, 
অর্থাৎ, 1<10%<10 
বা 10০9-10-40 
0<4<1 বা ০198 271<1. 
অর্থাৎ, log 2'71 = 0+ একটি ধনাত্মক দশমিক ভগ্নাংশ | 
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(i) М-27012-10% ধরিলে, 10<27:012<100 
অর্থাৎ, 10-10-0105 у. 1<2<9 বা 11098 27:012<2 
2. log 27:012=1+ একটি ধনাত্মক দশমিক ভগ্নাংশ |» 
Gü) মা-0732-10* ধরিলে, 
৮০৪21 
অর্থাৎ 10:1-<10%<<109 
এ —l<z<0 বা 141০8 0782<0 
2 106 0482. -1+ একটি ধনাত্মক দশমিক ভগ্নাংশ | 
উপরের উদাহরণ তিনটিতে লক্ষ্য কর, প্রত্যেক সংখ্যার লগারিথ মের দুইটি অংশ 
থাকে। একটি অংশ অখণ্ড বা পূর্ণ সংখ্যা এবং অপরটি ধনাত্মক দশমিক ভগ্নাংশ | 
সুতরাং, লেখা চলে, log N=I+f, যখন I এবং f যথাক্রমে অখণ্ড অংশ ও 
ধনাত্মক দশমিক ভগ্নাংশ সুচিত করে। এই অখণ্ড অংশটির নাম 444 (character- 
186০) এবং ধনাত্মক দশমিক অংশটির নাম অংশক (Mantissa) | 
ста বিশেষে, 446 অথৱা অংশক শূন্য হইতে পারে। যেমন, 
log 100=log,, 102 =2=2'0, এখানে অংশক = 0 
এবং log 2=04 একটি ধনাত্মক দশমিক ভগ্নাংশ [উপরের উদাহরণ G) দেখ J, 
এখানে 44% = 0. 
$6. পুর্ণক নির্ণয়ের নিয়ম ই 
পূর্ববর্তী অনুচ্ছেদে বলা হইয়াছে, সাধারণ লগারিথ টি N এর ক্ষেত্রে ধনাত্মক 
বাস্তব সংখ্যা? এর দুই ধরণের মান হইতে পারে। যথা 
N>1 444) 0<Х<1 
প্রথমে ধরা যাক্‌, N>1. 
লক্ষ্য কর, এখানে N অখণ্ড সংখ্যা বুঝাইজে, 2, 8, প্রভৃতি এক অঙ্কবিশিষ্ট 
ংখ্যা অথবা একাধিক অন্ধবিশিষ্ট সংখ্যা ( যেমন, 88, 987, 7187 ইত্যাদি) হইতে 
পারে। N অখণ্ড সংখ্যা না হইলে, (N>1 বলিয়া ), এর অবশ্যই একটি পূর্ণ 
ংশ এবং একটি দশমিক ভগ্নাংশ অংশ থাকিবে 1 ( যেমন 2:71, 86795 ইত্যাদি ) 1 
এখন, এই 44 অংশটি আবার এক অস্কবিশিষ্ট (1, 2, ইত্যাদি ) অথবা একাধিক 
অস্কবিশিষ্ট হইতে পারে | 


* পরবর্তা অনুচ্ছেদের 0< N<1 সংক্রান্ত আলোচনা দেখ ¢ 
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পূর্ববর্তী অনুচ্ছেদের উদাহরণ (i) এ দেখ, 
log 2"71= 0+ একটি ধনাত্মক দশমিক ভগ্নাংশ 
এখানে 2"71=2 +71 = এক শস্কবিশি্ট পূৰ্ণ অংশ + ভগ্নাংশ 
এবং log 271 এর পূর্ণক =0=1-1 
আবার, উদাহরণ (ii) এ লক্ষ্য কর, 
log 27012 = 1 + একটি ধনাত্মক দশমিক ভগ্নাংশ 
এখানে 27'012=27 +012 = দুই অঙ্কবিশিষ্ট পূৰ্ণ অংশ + ভগ্নাংশ এবং 
log 27:012 এর পূর্ণক=1=2-1 
উপরের বিশ্লেষণ দুইটি প্রকৃত পক্ষে নিয়লিখিত নিয়মটির প্রতি ইঙ্গিত 
করিতেছে £ 


নিয়ম 1. এক অপেক্ষা বৃহত্তর কোন সংখ্যার পূর্ণ অংশে যতগুলি অঙ্ক থাকিবে, 
সংখ্যাটির সাধারণ লগারিথ মের পুর্ণক তাহা অপেক্ষ। 1 কম হইবে। 

এইবার, মনে কর, 0<N<1 w N একটি ধনাত্মক প্রকৃত ভগ্নাংশ সুচিত 
করে। 


এখন, 10951, .. 1081-0,10--ы- 1.0 ৮5108 2 3 
Va ЕЙ» Жі”, : а 
10 %=10° 100 01, ., 102 01--2. 
j = l = 4০001 log 001- - 8, ইত্যাদি। 
10% 1000 দি 


লক্ষ্য কর, দশমিক বিন্দুর ঠিক পরেই শূন্য নাই এইরূপ প্রত্যেকটি সংখ্যা L এবং 
1 এর মধ্যবর্তী (যেমন "285 সংখ্যাটি স্পষ্টতঃই '1 এবং 1 এর মধ্যবর্তী )। অর্থাৎ 
:1<985<1. 

2. log'1<log(235)<log1 বা -1<104(28)<0 

কাজেই log (995) একটি 4414% দশমিক ভগ্নাংশ হইবে। এখন, কোন 4414 
দশমিক ভগ্রাংশকে কি ভাবে “-1.+একটি ধনাত্মক দশমিক ভগ্নাংশ” আকারে 
প্রকাশ করা যায় দেখ। 

ধরা যাক, _'চ€ কে “-]1+ধনাত্মক দশমিক ভগ্নাংশ” আকারে প্রকাশ 
করিতে হইবে) 

এখন, ৮67 -1+1-567- -1+488 

= -]+ধনাত্মক দশমিক ভগ্নাংশ 
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awai, log 285 এর পূর্ণক হইল - 1. 

অর্থাৎ কোন (প্রকৃত) দশমিক ভগ্নাংশে দশমিক বিন্দুর ঠিক পরে একটিও শূন্য 
না থাকিলে ভগ্রাংশটির সাধারণ লগারিথ মের পুর্ণক হইবে _ 1. 

যে সবল দশমিক ভগ্রাংশের দশমিক বিন্দুর ঠিক পরে একটি মাত্র শূন্য থাকে 
সেগুলির প্রত্যেকটি '01 ও '1 এর 58494 হইবে ( যেমন 0459 হইল "01 এবং 
1144 মধ্যবর্তী ) i 

অর্থাৎ 01 < 104 < 1 

10601 <log (0452) <log'1 

বা =2 <log0452<-1 

কাজেই, log (0452) কে ( -2+ ধনাত্মক দশমিক ভগ্নাংশ ) আকারে প্রকাশ 
করা চলিবে। 

жәйі, কোন (প্রকৃত ) দশমিক বিন্দুর ঠিক পরেই একটি মাত্র শূন্য থাকিলে 
দশমিক ভগ্নাংশটির সাধারণ লগারিথ মের 44% হইবে -2. 

তদ্রপ, দশমিক বিন্দুর ঠিক পরেই দুইটি মাত্র শূন্য আছে এইরূপ দশমিক 
ভগ্নাংশের সাধারণ লগারিথ মের পূর্ণক হইবে -3. 

উপরিলিখিত আলোচনা হইতে ( প্রকৃত) দশমিক ভগ্রাংশের সাধারণ লগারিথ মের 
445 নির্ণয় সংক্রান্ত নিয়লিখিত নিয়মটি স্পষ্ট হইয়া উঠে : 

নিয়ম П. এক অপেক্ষা FECT কোন ধনাত্মক সংখ্যার সাধারণ লগারিথ মের 
e ধণাত্মক হইবে এবং দশমিক বিন্দুর ঠিক পরেই যতগুলি শূন্য থাকিবে সংখ টির 
সাধারণ লগারিথ মের পুর্ণকের সাংখ্য মান তাহা অপেক্ষা এক বেশী হইবে । [ অর্থাৎ, 
лала দশমিক বিন্দুর ঠিক পরেই মাত্র % সংখ্যক эре থাকিলে সংখ্যাটির সাধারণ 
লগারিথ.মের পুর্ণক হইবে - (n +1) ]. 


57. অংশক নির্ণয়ের নিয়ম : 
মনে কর, চারিটি সংখ্যাঃ 726, 726, 0726 এবং 72600 দেওয়া আছে | 
যদি log 726 =2-86094 হয় তাহা হইলে 70:6, 0726 ও 726004% সাধারণ 
লগারিথ মের অংশকগুলি কিরূপ হইবে দেখা TF | 
লক্ষ্য কর, log 72647 অংশক = 86094 w Or (у 
444, 72'6= = 726 x 10-* 
0726 = 13380 = 726 x 10-* 
72600 = 726 x 102 


x 
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এ. log 79'6=log (726 x 10-)-108 726 +log 107% | 
=log 126—1 = -1 +86094 ; - 
= — 1 +2 + 86024 =1:86094 "s এ (ii) 
log "0726 =log (726 x 10-*) = 106 726—4 

= - 4 + log 726 = – 4+ 2:86094 

--4%9%86094- 9 + :96094 2.20. (Ш) 
এবং log 72600 =106 (726 х 102) = log 726 +2 

=9 + log 126 =2+ 286094 

-4€6094 it; = (іу) 


(i), (ii), (іі) е (іу) হইতে স্পষ্টতঃই, 
log 796, log 72 6, log "0726 ও log 72600 এর অংশক অভিন্ন । 

Cały :£ log `0726= -:26094 কে সংক্ষেপে 296004 লেখা হয়। 
554,104 18- — 1 + 68194 কে সংক্ষেপে T'68194 লেখা হয়। পূৰ্ণকের উপরে 
বসানো алг চিহ্নটির দ্বারা “কেবলমাত্র পূর্ণকটিই ঝ্চণাত্মক’ ইহাই বুঝায়? ] 

এখন মনে কর, N যে কোন একটি ধনাত্মক সংখ্যা এবং m যে কোন একটি 
স্বাভাবিক সংখ্যা স্থচিত FTA | 

মনে কর log N এর পূর্ণক=I এবং অংশক =р, যখন 1 শূন্য তাথবা কোন 
একটি ধনাত্মক 544 সংখ্যা অথবা কোন «ФР খণাত্মক অখণ্ড সংখ্যা এবং 
p অবশ্যই একটি ধনাত্মক দশমিক ভগ্নাংশ স্থচিত করিবে 1 


কাজেই, log N= I+ P, 
এখন, log (N x 10")=log N+ 108 10” =1од N +n 


=I+pin=U+n)+p 
নক্ষ্য কর, 1+ = শূন্য অথবা একটি অখণ্ড সংখ্যা (ধনাত্মক অথবা ধণাত্মক ) 
এবং p= একটি ধনাত্মক দশমিক ভগ্নাংশ | ! 
2 log (N x 307)এর অংশক =p 
আবার log (N x 107")=1од N + log 10-"=log N-n 
-(Ізр)-п-(1-т)%р 
এখানে, І-п-қа জথব| একটি 549 সংখ্যা 
এবং ঢ= ধনাত্মক দশমিক ভগ্নাংশ 


2. log (N x 10-")এর অংশক=. 
সুতরাং, N, Nx 10" এবং Nx10 "ag অংশক অভিন্ন 1 


কাজেই, ধনাত্মক সংখ্যার সাধারণ লগারিথ্‌মের অংশক সম্পর্কে নিয়লিখিত 
{аё মনে রাখিতে হইবে :— 
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নিয়ম Ш. যে সকল ধনাত্মক সংখ্যার সার্থক অস্কগুলি (Significant digits) 
অভিন্ন (এবং একই ক্রমে সজ্জিত) তাহাদের সাধারণ লগারিখযের অংশক গুলিও 
অভিন্ন অর্থাৎ কোন ধনাত্মক সংখ্যার সাধারণ লগারিথ ঘের অংশক Q সংখ্যাটির 
দশমিক বিন্দুর অবস্থানের উপর নির্ভর করে না। 
$. 8. সাধারণ লগারিথ ম্‌ তালিক। ও উহার ব্যবহার : 
পরিশিষ্টে লগারিথ ম্‌ তালিকাতে 1 হইতে 10000 44% সংখ্যার লগারিথ মের 
অংশক (পাচ দশমিক স্থান পর্যন্ত শুদ্ধমান ) দেওয়া আছে-_দশমিক বিন্দুটি তালিকার 
উহ্‌ রাখা হইয়াছে । তালিকাটির মূল অংশে অনধিক তিন afafa? সংখ্যার 
লগারিথমের অংশক দেওয়া আছে এবং ডানপার্খস্থিত গড় অন্তরের তালিকায় সংখ্যার 
চতুর্থ অঙ্কটির 9% অংশকের বৃদ্ধি দেওয়া হইয়াছে_ উক্ত বৃদ্ধির কেবলমাত্র সার্থক 
অদ্ধগুলি তালিকায় প্রদর্শিত হইয়াছে, যথাঃ 4 লিখিয়া :0004 বৃদ্ধি, 18 লিখিয়া 
`0018 বৃদ্ধি qarta] হইয়াছে | 
উদাহরণ s G) মনে কর, log 726 fafa করিতে হইবে | 
প্রথমে লগা: রথ ম্‌ তালিকা হইতে অংশকটি দেখিয়া লওয়া হইবে | 
উপরিউক্ত তালিকার মূল অংশের সর্ববাম দিকের স্তম্ভে যে সারিতে 72 লিখিত 
‘আছে সেই সারি বরাবর ডানদিকে অগ্রসর হইয়া যে e শিরোভাগে 6 আছে 
সেইখানে থামো। এই জায়গায় যে সংখ্যাটি লিখিত আছে তাহাই নির্ণের অংশক | 
অতএব log 726.42 অংশক 0:86094 ; 
726 তিন অঙ্কবিশিষ্ট সংখ্যা বলিয়া log 79644 ATF 2. 
2. log 726 -2:86094 
[ স্পষ্টত:, log 726--1:86094, log 726 = 1:86094 1 
(i) মনে কর, log 7969 бай করিতে হইবে | 
তালিকার মূল অংশ হইতে log 79644 অংশক 086094; এই অংশকটি 
তালিকার যে সারিতে আছে সেই সারি বরাবর ডান দিকে গড় অন্তর তালিকার যে 
чи শিরোভাগে ‘8’ লিখিত আছে সেই স্থান পর্যন্ত অগ্রসর হও। এই স্থলে 18 
লেখা আ'ছে যাহা প্রকৃতপক্ষে 000018 বৃদ্ধি বুঝাইতেচে ; এই বৃদ্ধি বা অষ্করটি 
log 726এর অংশকের সহিত যোগ করিয়া, log 726334% অংশক —0:86094 
%0:00018 = 0:86112 পাওয়া গেল। 
796844 অখণ্ড অংশ তিন অঙ্কবিশিষ্ট বলিয়া log 726944 44% 9. 
log 726:3--2 86112 
[ 09; log 7263 = 886119, 
log `07268=1:86112. ] 
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(іі) মনে কর, log 726-35 (аб করিতে হইবে । д 

Gi) এর অঙ্থরূপে log 726864 অংশক নির্ণয় কর। এখন উক্ত অংশক 
08611244 সহিত সংখ্যাটির শেষ অঙ্ক 544 জন্ত গড় অন্তর যোগ কর। এই গড় 
অস্তরটি সর্ববাম দিকের স্তম্ভের যে সারিতে সংখ্যাটির প্রথম দুইটি অঙ্ক 12 আছে সেই 
সারি এবং গড় অন্তর তালিকার যে স্তম্ভটির শিরোভাগে 5 আছে নেই 9081 
সংযোগস্থলের সংখ্যাটিকে 10 দ্বারা ভাগ করিয়া পাওয়া যায়। অতএব উক্ত গড় 
azai $8-৪8 84 “00003 | 

2. log 7268594 অংশক --086112--:00008--0:86115 


আবার log 726-85. 44% 2 


log 726:85 -9Е6115 
(iv) মনে কর. log 58287 A করিতে হইবে | 
log 582 sq অংশক -0:72591 
চতুর্থ স্থানে 854 জন্য গড় অস্তর = 65 
পদ হালে 728 = 5|7 
log 58287 এর অংশক = 0:7262 | Т. 


. log 53287 = 4-72662, 

$ 9. আ্যা্টি লগারিথ্‌ম্‌ তালিকা! ও উহার ব্যবহার : 

কোন সংখ্যার সাধারণ লগারিথ ম্‌ জানা থাকিলে পরিশিষ্টে প্রদত্ত আ্যার্টি 
লগারিথ ম্‌ তালিকার সাহায্যে সংখ্যাটি নির্ণয় করা যায়। মনে কর, log N দেওয়া 
আছে। ধরা যাক, log Naa অংশক =p. 

তালিকাটিতে যে সংখ্যার সাধারণ লগারিথ মের অংশক p তাহার দার্থক অঙ্ধগুলি 
(যথাযথ ক্ৰমে) দেওয়া আছে। এখন, এই সার্থক অস্কগুলি যথাযথ ক্রমে লইয়া 
Іов Naa পূর্ণকের মান অঙ্গুসারে যথাযথ স্থানে দশমিক বিন্দু বসাইলেই N সংখ্যাটি 
পাওয়া যাইবে | 

G) মনে কর, log N= 1819747 জ্যার্টি-লগারিথ ম্‌ 644 করিতে হইবে। 

এখানে log Nag অংশক = `8197 

এখন, আাাটিলগারিথ ম্‌ তালিকার মুল অংশের সর্ববাম দিকের 908 81 д 
সারিতে অবস্থিত সেই সারি বরাবর ডান দিকে আগাইয়া যে 964 শীর্ষে 9 লেখা 
আছে সেখানে থামো। লক্ষ্য কর, এখানে 20845 লেখা আছে। এ একই সারি 
বরাবর আরও ডান দিকে আগাইয়া গড় অস্তর তালিকার যে 9094 শীর্ষে 7 লেখা 
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আছে সেখানে থামো। লক্ষ্য কর, এখানে 88 লেখা! আছে | এখন, 20845 + 8 
90878; এই সংখ্যাটির সাধারণ লগারিখ মের অংশকই প্রদত্ত অংশক 8197 
আবার, log এর পূর্ণক =1, স্থতরাং N sq 546 অংশ ছুই অঙ্কবিশিষ্ট। 

2. N=Antilog (1 8197) = 20 878 
[9993 : স্পষ্ট: Antilog (8:9197)--20878 
Antilog (8197) = 020878] 
(ü) মনে কর, Antilog (— 140416) 544 করিতে হইবে | 
এখানে, - 1*40416= - ৫ +'40416)= -9%1- 40416 
= -2 +'59:84 = নু 59584. 


আযার্টিলগারিথ q তালিকা! হইতে, ()-এর অন্থুরূপ পদ্ধতিতে, 
অংশক 595 হইলে সংখ্যাটি 89:55 
চতুর্থ দশমিক স্থানে 8545 59 গড় অস্তর 12 


পঞ্চম ” » 4 зм 8 6 
89481 -- 


প্রদত্ত লগারিথ মের পূর্ণক = - 2. 

2 faria সংখ্যাটি এক অপেক্ষা কম এমন একটি ধনাত্মক সংখ্যা যাহার দশমিক 
বিন্দুর পরে একটিমাত্র শূন্য আছে ( অর্থাৎ দ্বিতীয় দশমিক স্থানে, প্রথম সার্থক অঙ্কটি 
থাকিবে )। 

Antilog (- 1'40416)= Antilog (2 59584) 
= "089481 


$ 10 ইন্টারপোলেশন প্রক্রিয়া ( Process of Interpolation ) : 
কোন সংখ্যাংকে সামান্য (অতি wa) পরিবর্তন করিলে ( অর্থাৎ সামান্য 
বাড়াইলে 41 সামান্য কমাইলে) тера লগারিথমের পরিবর্তন সংগ্যাটির 
পরিবর্তনের প্রায় সমান্ুপাতী হইবে। 
উদাহরণ £ মনে কর, একটি সংখ্যা 52848কে সামান্য ঝাঁড়াইঘা 50844 করা 
হইল | এখন, log 52844 = 4 7229957 
ও log 52848 = 47229875 
বিয়োগ করিয়া, 6000682 
লক্ষ্য কর, 52844 — 59848 =1 
অর্থাৎ সংখ্যাটি 1 বাড়াইলে উহার লগারিথ.ম `0000082 বাড়ে। 
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এখন) 5984324 যদি সামান্য 4911811528486 করা হয় অর্থাৎ af সংখ্যাটিকে 
6 বাড়ানো হয় তাহা! হইলে সংখ্যাটির লগারিথ মের কি পরিবর্তন হয়, দেখা যাক | 
লক্ষ্য কর, log 52848 6 = 17229924 
এবং log 52848 = 4:7229675 
farita করিয়া, “0000049. 
অর্থাৎ সংখ্যাটিকে "6 বাড়াইলে উহার লগারিথ ম '0000049 atr I 


ч, 1 2000068 ধরা হয়, যখন 2-1০৪ 528186-1оң 52848, 


тті হইলে, z='00000492, স্থতরাং সাত দশমিক স্থান পর্য্যন্ত 244 মান 
=:0000019 ; 

কাজেই, 1 : 6 = 000082 : -0000049 ( ata ) 

দ্রষ্টব্য $ 59844 ও 5984355 অন্তর 1 হওয়ার জন্য log 52844 ও 
log 5284841 অংশক দুইটির অন্তর হইয়াছে 9000082. 

এই কথাটিকে সাধারণত: নিয়লিখিত বাক্যাংশের দ্বারা প্রকাশ করা হয় £_ 

1-এর 5% অন্তর = 82. 

এখন যনে কর, log 528436 নির্ণয় করিতে হইবে | 

যেহেতু log 528:436 =log (82848 x 10-2)= — 2+ log 598486 

(লক্ষ্য কর, log 52843 দেওয়া আছে, সেইজন্য 528:436 = 528436 х 1073 


না লিবিয়া 22848 6 x 10-* লেখা হইল ) 
wat log 528:486 এবং log 52843644 অংশক অভিন্ন। 


এখন, 59848`6 – 52848 =`6 
সংখ্যা দুইটির অন্তর `6 হইলে উহাদের লগারিথ মের অন্তর কত হইবে (সাত 
দশমিক স্থান পর্স্ত আসন্ন মান ) তাহা নির্ণয় করিতে হইবে। 
অর্থাৎ 144 জন্য অন্তর 8 হইলে, 
6 ১, ১, о কত হইবে নির্ণয় করিতে হইবে | 
ধরা যাক, 0644 99 অন্তর = % 
সুতরাং 1:6-82:2 হইতে, 
z = 49'2 
এখন, log 52848 =4-7229875 
“бал sw বুদ্ধি= '0000049 |2 
যোগ করিয়া, log 59843:6-4 7929924 ( সাত দশমিক স্থান পর্বস্ত ) 
log 528:436 = 2:7229924. 


936 লগারিথ মৃ 
উদ্বাহরণমালা! 
1. প্ৰমাণ কর যে, 7 log 78+5158 25 +810 S =log 4 


সমাধান : 
Т 106 16 =7 106 52.7 log 2 ০14০8 25-1০88 *10)) 
15 30 810 
= 85 log 2-7 1058-7 


5 1০82) 04100,5 logs g = 50108 102 —1og(25 х8)) 
=10 -25 log 2 — 5 log 8 
Blog. 81781০87584 = bilog 841০8 (2১ ৯10) 
80 23 x 10 
=12 log 8 ~ 90g 2 — 8 
অর্থাৎ, 7 log 15. 35 log 2— 7 log 8-7 


blog 25 5. -25 log 2- 5 log 8 +10 


3 loge = -9 log 2+12 log 8-8 


যোগ করিয়া, বামপক্ষ = log 2. 
2. log 2= 80.0300, log 7 - 8450980 এবং log 1i = 104139921 


হৃইলে log 04812এর মান নির্ণয় কর | 
সমাধান : log 04819109 2912. =log = - +g 4819 
= - 5+ log (25 x 7? x11) 
= -5 +8 log 2+2 log 7 + log 11 
= — 5 + 9030900 + 16901960 + 7 
= - 5 + 86846187 = - 2 + 6846787 
= 56846787. 
উদাহরণ 3. 
G) নিধান 2 /5 হইলে 400এর লগারিথ ম্‌ কত? 
(অর্থাৎ logg /4০০- কত ?) 
(ii) নিধান কত হইলে 2047 লগারিথ q = 4 হইবে? 
( অর্থাৎ logs 824 =4 হইলে, лай মান কত হইবে?) 
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জমাধান (i) মনে কর, নিধান 2 /5 হইলে 40064 লগারিথ a=z 
অর্থাৎ 1982, 5400=2 
স্থতরাং, লগারিথ মের সংজ্ঞা вул (2,/ 5)” = 400 
এখন 400=16х 25=94 х 52 = (2 /39)+. 
(2/ 5 = (2 /5)* 22-4. 
(ü) মনে কর, с নিধান 2, 
অর্থাৎ 105,824 =4. 
** লগারিথ মের nt, чулга, 25-804 
এখন, 824=4х 81 = 22 х 34 = (8 /2)4 
2 24-(8 /9)t হইতে 2-8 y3 
(যেহেতু, সংজ্ঞা RACE, z ATAF হইতে পারে 41) 
উদাহরণ 4. দেখাও যে, log, a * 109০ b x log,c=1 
সমাধান : 
ধরা যাক log,a= %, log.b=Y 6 logac =Z 
তাহা হইলে, b* =a sss (i) 
a=b Р? (ii) 


w aso = (ü) 
(i) ও (ü) হইতে, a=b" =(0)"= ০৮ 
л üi) হইতে, ০৯৫৪৮ (a= 022 


5 cl=0" হইতে 2)4-1. 
aly +4 -z) +2 -( у) “г%у-4) 
উদাহরণ 5, যদি logs ~ logy 108% 
লগারিখমের ক্ষেত্রে নিধান একই ), তাহা হইলে প্রাণ কর যে, 
уға” 74202০52586, 


হয় (সকল 


2(/+৪-2) 90847) 80214 -8) 
সমাধান : ধরা যাক, TT PITT ГИ =k 


* k log 2-9(/+5 - 2), k log y =y(z +z —y) ও k log z =z(z +y - 8) 
Ще log y +y log z)=yzz +z - у) +yz(z +y - 2) 2284 
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বা 1од(у*.#?) ০2০৮৮, | 
eq, Лоба) = =” 
(কষিয়া দেখ ) 
в log(z*.z*) = зах 
log (25.০) = log (0.27) =log (27.2) 


যেহেতু তিনটি লগারিথ মের নিধান একই, 
а?у 0525 = ৪৭০৭, 


প্রশ্নমালা 14 
1. প্রমাণ কর যে, 
(a) log 2+16 log ‡$ +12 log 84+ 7 log #š=1. 
(b) 3 log $$ -2 log rss + log (5) -log 2=0. 
(с) G) logs logs log ү? =: 
(ü) log, log, log," =1. 
(d) 12>log,o2>1. 
(e) log (1+2+8)=log 1 + log 9 + log 8. 
(f) log, Уб +108. 484. 
2. দেখাও যে, 
z" у" z" 
(a) log yt log 7+198 т 0. 
(b) G) log z+log z? +log m? +. + log 2" = 110% + 1) log z. 
Gi) log z +log 23 +108 £5 + ene +1од 29871-79 log z. 
(9 G) logy xlogj# * 1০৪০৫ x logu% = / 
Gi) logab x 1০৫৮০ x logod X ++. х log,” х logra= 1. 
[ইংগিত : 106,0 x logiem logat 
1০4০ x loge x 106,0 = 10840 x 10৫৫ = 19454 
108,0 X 10৫০৮ е” x log,” = logar 


geat, ইত্যাদি।] 
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3. (а) যদি নিধান 03 সাপেক্ষে а?а লগারিথম এবং নিধান ৫12 সাপেক্ষে 
U৪ এর লগারিথ.ম্‌ সমান হয়, তাহ! হইলে দেখাও যে লগারিথ ম্‌ দুইটির প্রতোকটির 
মান = +š. 
(b) 1০85 =10 ат 1од„.(32у) = 5 হইলে (1476 যে, z =8, 
(с) а3-*,5®=а®*5‚ 035 হইলে দেখাও যে, 
z log èi =log a. (С. U. 1987] 
(d) z? +y? = 72у হইলে, দেখাও যে, 


logii (z + 0)) (105 z + log y) 


log z logy_ log z 
fe yar jaqi” E: gg হয় তাহা হইলে দেখাও যে 


gy’ =]. 


(е বনি 


(7) b এটির এবং с = ৫5-5 হইলে দেখাও যে, а=2177, 
(প্রতিটি লগারিখ মের নিধান z লইবে |) 
(g) ab=-i=1l,abr-i=m ও ab” =n হইলে দেখাও যে, 
(y -2) log 1+ (z —z) log m+ (z — y) log n=0. 
(h) যদি ৫১৯০ এবং ৫৮৫1 হয় এবং z, y, £ গুণোত্তর প্রগতিতে থাকে তাহা 
হইলে দেখাও যে, 1০০, logay, loga? সমান্তর প্রগতিতে থাকিবে। 


(4) সমাধান কর £_ log,oz-log,o এনে 2, 


4. (a) log 2- 9010800 এবং log 8= 4771218 হইলে log '004 এর 
মান নির্ণয় কর। 

(b) 1০8. *8010800, log 8 = :4171918 এবং log 40682 = 46088688 
হইলে ((004)8এর মান নির্ণর কর। 

(с) log 86717- ‘9381042 এবং log 86718-29: 9381099 হইলে, 


ইণ্টারপোলেশন পদ্ধতিতে log 86717:644 মান নির্ণয় কর। 
(4) log 198289 = 22862072 এবং 144 чу গড় অস্তর=22 হইলে 


100844 সপ্তম মূল নির্ণয় কর | 
(е) log 198944= "2876764 এবং log 1°93945 = "2876787 হইলে 


দেখাও যে, (0002744) = 01989442 (প্রায় 
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5. লগ-তালিকার সাহায্যে নিয়লিখিত গুলির মান নির্ণয় কর :— 


(а) 750(1 -(1:065)-০) (6) (10) 
6. সমাধান কর :— 
(a) V+ /J5===29 (8) 188-4 (54 %8)১০- 


(с) 173%%%-,45%%-.(34%1 292+0 (C. U. 1911) 
(4) 89-5; 327-3727 


উত্তরমাল। | 
3. (i) 1003135 
4. (а) - 28467814; (%) 40632; (с) 49881079, 
(4) 1982896. 
5. (a) 89557 (0) 12915. 
6. (а) +1189; (b) 1994; (9 98; 


(4) ==19075 
у= `129 


একাদশ অধ্যায় 


চক্রবৃদ্ধি 


(Compound Interest) 


$1. পূর্ববর্তী শ্রেশীগুলিতে তোমরা সরল সুদকষাসংক্রান্ত নিয়মাবলী এবং 
তৎসম্পকিত বহুবিধ সমস্যার সমাধান করিয়াছ। সুতরাং, আগ বা মূল 
(Principal), সুদ বা বৃদ্ধি (Interest), gua বাৎসরিক শতকরা হার (rate of 
interest per cent per annum), সবৃদ্ধিমূল বা সুদ-আ দল(৪:2০96)--শব্দ- 
গুলির সহিত তোমরা পরিচিত। তোমরা জান, আসল=P, সরল সুদের বাৎসরিক 
হার = r% হইলে, n বৎসর অস্তে, 


সরল স্থগের পরিমাণ (уу To) = I 4 10 
এবং সবৃহিমূল = { (Р +0) И 10 ы” 
TET: যে সময় 509 чи দেয় হয় (উপরের আলোচনায়, % বৎসর ) 
তাহাকে ня পর্ব (Period of Interest) বলা যাইতে পারে 
$ 2. চক্রবৃদ্ধি-পরিচিতি 2 
ожа কর, এক ব্যক্তি বাৎসরিক 10% হারে 8 বৎসরের 9% 1000 টাকা এই 
শর্তে ধার করিল যে, ধার করিবার দিন হইতে শুরু করিয়া প্রতি বৎসর অস্তে যে 
সবৃদ্ধিমূল হইবে তাহা পরবর্তী বৎসরের জন্য আসল বলিয়া গণ্য করিতে হইবে এবং 
বাৎসরিক 10% হারে এই বর্ধিত আসলটির উপরে পরবর্তী বৎসরের হুদ হিসাব 
করিতে হইবে। তৃতীয় বৎসর অস্তে আসল 1000 টাকা ছাড়াও আর কত টাকা 
দিলে সে খণমুক্ত হইবে নির্ণয় করিতে হইবে। 
এখন, প্রথম বৎসরের শুরুতে আসল ( বা মূল )= 1000 টাকা 
বাৎসরিক 10% হারে 1000 টাকায় ১ম বংসর অন্তে সুদ = 100 টাকা 
১ম 4674 অন্তে সবৃদ্ধিমূল -1100 টাক] 
বাৎসরিক 10% হারে 1100 টাকায় ২য় বংসর অন্তে সদ = 110 টাক] 
২য় বৎসর অন্তে জবৃদ্ধিমূল = 1010 টাকা 
বাৎসরিক 10% হারে 1210 টাকায় ৩য় 4554 অস্তে সুদ = 12] টাকা 
. ওয় বৎসর অন্তে সবৃদ্ধিমূল = 1881 টাকা 
H.S. Alg.—16 
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সুতরাং, ওয় বৎসর অস্তে, আসল 1000 টাকা ছাড়াও (1981 — 1000) টাকা = 
881 টাকা দিলে উক্ত ব্যক্তি খাচুক্তি-মুক্ত হইবে। 

এই বাড়তি 881 টাকাকে বলা হয় আসল 1000 টাকার 8 বৎসরের BFK 
(Compound interest) এবং চক্রবৃদ্ধিসমেত MAAF (এখানে 1881 
টাকাকে ) বলা হয় সমূল চক্রুবৃদ্ধি (amount) | 

আলোচনা 2 

(1) উপরের উদাহরণে লক্ষ্য কর, 


১ম বৎসর অস্তে qf = 1000(1 + 29) টাকা 


হয়»: ৮::110০0(1+2)](1+ 20) টাকা 
ЕСЕП? 
4». ৮) 1000(1+30). (+10) টাকা 


-1000)1+ 105) টাকা 
ভার Б] 
অর্থাৎ ৩য় বৎসর অস্তে সমূলচক্রবৃদ্ধি= আসল x (1+35) 
(2) লক্ষ্য কর, চক্রবৃদ্ধির ক্ষেত্রে, প্রতি বৎসর (4) সুদের 44) অস্তে দেয় 
-AAA পরবর্তী বৎসরের ( বা সুদের পর্বের ) শুরুতে আসলরূপে গণ্য হয়। 
(8) সুদের পর্ব এক বৎসরের পরিবর্তে 6 মাস, 8 মাস, এক মাস ইত্যাদি 
হইতে পারে অর্থাৎ এক বৎপর অন্তর হুদ হিসাব না করিয়া ছয়মাস বা তিন মাস 
4 এক মাস অন্তর чи হিসাব করা যাইতে পারে। তবে, নির্দিষ্টভাবে কিছু বলা 
না থাকিলে, প্রতি বৎসর অন্তে সুদ দেয় ইহাই ধরিয়া লইতে হইবে | 
$ 3. অমূল pafa নির্ণয়ের সাধারণ সূত্র ¢ 
মনে কর, % বৎসরের জন্য Р টাকা এই শর্তে ধার দেওয়া হইল যে, গ্রথম বৎশর 
অস্তে P টাকার উপরে r% হারে এবং প্রথম ISTIT শেষ হইতে প্রতি বদরের: 
শেষে ?% হার সুদে 508194 পরবর্তী বৎসরের জন্য আসলরূপে গণ্য করিতে 


হইবে। % বৎসর অন্তে সম্পূর্ণরূপে абе ww মোট কত টাকা শোধ করিতে 
হইবে তাহা নির্ণয় করিতে হইবে। 


অর্থাৎ, আসল = P টাকা, 58-844 সংখ্যা=॥ এবং 
স্থদের বাৎসরিক হার _:7% হইলে, সমূলচক্রবৃদ্ধি 4 নির্ণয় করিতে হইবে। 


-A 
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এখন, ?=স্থদের বাৎসরিক হার = 100 টাকার উপরে 1-94 পর্বের সুদ 
** বুট" গ্রতি টাকায় প্রতি হুদ-পর্ব অস্তে দেয় হুদ --$( ধর )। 
প্রথম পর্বের সুদ = Pš 
প্রথম পর্ব অস্তে সবৃদ্ধিমূল = P + Pi = P(1 +5)= দ্বিতীয় পর্বের আসল 
দ্বিতীয় পর্ব অস্তে P(1 +4) এর উপরে সুদ = P(1 +$. 
দ্বিতীয় পর্ব чот лї л = P + P(1 +i). $ 
= P(1 +i)? = তৃতীয় পর্বের আসল 
তৃতীয় পর্ব অস্তে সুদ = P(1 + iei 
তৃতীয় পর্ব অস্তে সবৃদ্ধিমূল = P+ P(1+5)2.5 
=Р\1+%)3 = চতুৰ্থ পর্বের আসল 
অর্থাৎ ১ম পর্ব অস্তে সবৃদ্ধিমূল = P(1 + 01 
A» я . “Біз 
Мы 2. » =Р(1+%)3 
লক্ষ্য কর, যত পর্ব অন্তে әби হিসাব করা যাইতেছে, (1+$)এর সুচকও 
তত হইতেছে | 
ধর! যাক тоа 44 অস্তে সৰ্ব্বিমূল = (1+ 5) 
= (m+ 1)তম পর্বের আসল 
(m + 1) পর্ব অস্তে wa = P(1 + 0)". û 
(т + 1)তম পর্ব অন্তে সবৃদ্ধিমূল = P + P(1 + $)". 4 


= Р(1 +%)”*1 
কাজেই, т-а পর্ব অস্তে সবৃদ্ধি মূল = P(1 +)" হইলে 
(m+1)-তম,, n ১১ ৯701 +8)%+5 হইবে। 


দেখা গিয়াছে, maa পরিবর্তে 2 বপাইলে সিদ্ধান্তটি সত্য | 
т এর পরিবর্তে 2+1=8 বসাইলেও সিদ্ধান্তটি সত্য হইবে 1 
অনুরূপভাবে, maq পরিবর্তে 8+1=4, 4+1=5,...... 
অর্থাৎ যে কোন ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা বদাইলে সিদ্ধান্তটি সত্য হইবে। 
কাজেই, লেখ! চলে যে, £%-তম পর্ব অস্তে নির্ণেয় সমূলচন্রবৃদ্ধি А হইবে 
Бізде, 

সূত্রঃ Речи বা আসল 

£ল প্রতি টাকায় প্রতি 58-44 অস্তে দেয় সুদ 

%-স্থদ-পর্বের সংখ্যা 
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এবং 4 =n ате অস্তে দেয় সমূলচক্রবৃদ্ধি হইলে, 
A= P(1 +i". 

Маі: (i) উপরের সুত্রে, P টাকা % 48-44 অন্তে (মনে কর, n বৎসর 
че) সুদে-আসলে А টাকায় পরিণত হয় | বল] হয় P টাকাকে n বৎসর অন্তে দেয় 
4 টাকার বর্তমান মূল্য (Present value) | 

কাজেই, বর্তমান মূল্য নির্ণয়ের সূত্র হইল : 


4 * 
Р= (ЕТІ ০49 п 
(2) মনে কর, বাৎসরিক r% 594 হারে n বৎসরের জন্তু এক ব্যক্তি Р টাকা 
ধার করিল। 
লক্ষ্য কর :— 


G) যদি 4414594 অন্তর দেয় হয়, তাহা! হইলে সুদ-পর্বের সংখ)1% 
এবং $= А: 
> 100 


Gi) যদি স্থদ 6 মাস ( =F} বৎসর ) অন্তর দেয় হয়, তাহা হইলে স্থদ-পর্বের 
24 f Se и 

সংখয1-57 X2 এবং সেক্ষেত্রে *=əx100 
(ш) যদি হুদ 8 যাস ( =F বৎসর) অন্তর দেয় হয়, তাহা হইলে হুদ-পর্বের 

“ т 

সংখ্যা. х4 এবং সেক্ষেত্রে $= 700° 

эя, প্রতি বৎসরে যদি m সংখ্যক স্থদ-পর্ব থাকে, 
তাহা হইলে i= ÈT! 


উদাহরণমাল। 
উদ্দাহরণ 1. বাৎসরিক 5% হারে 5000 টাকায় 4 বৎসরের চক্রবৃদ্ধি নির্ণর.কর। 
সমাধান £ এখানে, বাৎসরিক CRT হার = 5% 
টাকা-প্রতি বাৎসরিক সুদ =$= rf টাকা. 0ঠ টাকা 
যেহেতু এখানে সথদ-পর্বের সংখ্যা = 4 
চতুর্থ পর্ব অস্তে সমূলচক্রবৃদ্ধি=5000(1 + '05)+ = 5000 (1"05)* 
এখন, লগারিখ ম তালিকা হইতে, 
log (1:05)% =4 log 1°05 = 4 х00912.-0:0848 
ও log 5000--8:6990 


5% * 945 
2. log {5000 х(1:05)4) = 00848 + 3:6990 = 87888 
এবং আ্যার্টিলগারিথম্‌ তালিকা হইতে, Апб Под 87838- 6078 
4 বৎসরের সমূল চত্রবৃদ্ধি 6078 টাকা (প্রায়) 
fica চক্রবৃদ্ধি = (6078 - 5000) টাকা 
=1078 51911 
উদাহরণ 2. বাৎসরিক 5% চত্রবৃদ্ধি হারে কত সময়ে কোন সাদা 
'আপলের দ্বিগুণ হইবে? (C. U. 1949) 
সমাধানঃ ধরা 116 আপল-£) RAC সময় =% বৎসর এবং? বৎসর 
আস্তে সমূলচক্রবৃদ্ধি = A= 2P 
এখন, টাকা প্রতি বাৎসরিক স্থদ=$= ті টাক1-'0 টাকা 
2 2P=A=P(1+'05)" 
.. 9-(1--05)"- (1:05), 


2 log =m log 105 Т) ৮০ а. 
ANRIA তালিকা হইতে, 
228010. 8010 
702127419 7149 আসম 


(8044 সময় = 14:2 বৎসর 
উদাহরণ 3 4% Бей হার সুদে কত টাকা 18 বৎসর অস্তে 10,000 টাকায় 
#191274 7 1 
( log 104= 20170388 ; log 498629 = 56934006) 
সমাধান ¢ এখানে луч = 18 বৎসর, 
18 বৎসর অস্তে সমূলচক্রবৃদ্ধি = 10,000 টাকা 
এবং টাকা প্রতি বাৎসরিক সুদ = r$ টাক! = 004 টাকা 
ধরা যাক, আসল P টাকা | 
<.. 10,000 = P(1:04)18 
q| 104 = Р(1:04)18 
2 4logl0=log P+18 log 1:04 
বা 4-18 х ‘0170838 = log P 
বা log P=4- ۰3065994 = 8:6984006 
= log 9 
Р= 4936:29 
অর্থাৎ, আসল = 4996:29 টাক1। 
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$ 4. অবচয় এবং তৎসংশ্লিষ্ট সমস্যাবলী ( Depreciation and other 
allied problems ) : 

(а) সমহারে বৃদ্ধি, বা, (0) সমহারে ক্ষয়, সংক্রান্ত যে সকল সমস্যার সহিত 
вадат প্রকৃতিগত সাদৃশ্য আছে সেগুলির ক্ষেত্রে সরল Бе নির্ণয়ের таб: 
A=P(1 +)" প্রয়োগ করা চলিবে 1 তবে, সমহারে হাসের ক্ষেত্রে waf হইবে 
A= P(1 — 4)". 

উদাহরণ 4. (অবচয় সংক্রান্ত): 

একটি যন্ত্রাংশের দাম নিয়মিত ব্যবহার-জনিত игр এমনভাবে কমিতে 
লাগিল যে বৎসরাস্তে উহার দাম, বৎসর-শুরুর দামের 90% হয়। যন্ত্রাংশটির ক্রুয়মূল্য 
20 টাকা এবং বাতিল যন্ত্রাংশ হিসাবে উহাকে 7 টাকা 50 পয়সায় বিক্রয় করা হইলে 
যন্ত্রাংশটি কত বৎসর ব্যবহার করা হইয়াছিল? 

সমাধান : 

যন্ত্রাংশটি নিয়মিত ব্যবহারের জন্য ক্ষয় পাইতেছে, কাজেই উহার মূল্যমান ক্রমশঃ 
কমিয়া যাইতেছে | 

এখানে যন্ত্রাংশটির*“অবচয়ের (depreciation) হার = (100 — 90)% = 10% 

এখন, 4» বাতিল যন্ত্রাংশটির বিক্রয়মূল্য, 

P= а যন্ত্রাংশটির ক্রয়মূল্য, 
$= I= 10, 

এবং n বৎসর একাদিক্রমে ব্যবহারের পর যন্ত্রাংশটি বাতিল হইয়া যাইবে 
ধরা হইলে, 4 = (1 - 9" হইতে, 

4=7'5 টাকা, P=20 টাকা এবং i= ү বাইয়া, 

7-5 =20(1 ~ 20)" = 2009)" 
log 75-10; 20 +n log 9 
"8751 = 18010 + n(T 9542) 

বা '8751 - 1'8010=n(—1 +9549) 

বা '4259 = (0458) 

n n= i= 9:8 বৎসর (প্রায় )। 

бсб সময় = 9'"8 বৎসর | 
উদাহরণ 5. (anatta বৃদ্ধি সংক্রান্ত) : 
কোন নগরে প্রতি বৎসরের শেষে জনসংখ্যা এ বৎসরের শুরুতে যে জনসংখ্যা ছিল 
তাহার 2% বৃদ্ধি পায়। কত বৎসরে এ নগরের জনসংখ্যা মোট 41% বৃদ্ধি পাইবে? 
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সমাধান £ ধরা тіз, оға «әр নির্দিষ্ট বৎসরের শুরুতে জনসংখ্যা? এবং 
বৎসরে 2% হারে বৃদ্ধি পাইয়া n বৎসর অস্তে জনসংখ্যা দাড়ায় : 
Р+Р এর 41%= P+ #0.P= HEP = (141) Р 
স্পষ্টতই, এথানে £-জন প্রতি বাৎসরিক বৃদ্ধির হার = ro 
(141).P=P (1 + 180)"=2 (}8§)"= 0:02)” 
141-(109) 
+. log 141-т log 1:02 
লগারিথম্‌ তালিকা হইতে, 
1461 =n x 0086 
n=148r=16'99--.=17 ( আসন্ন ) 
(сің সময় = 17 বৎ্সর। 
প্রশ্নমাল! 15 i 
1. (а) বাৎসরিক 5% চক্রবৃদ্ধি হারে 8000 টাকার 4 বৎসরের চক্রবৃদ্ধি নি 
কর। (log 8-0-4771, log 105= "0219 এবং log 8647 = 85619) 
(0) বাৎসরিক 6% চক্রবৃদ্ধি হারে 6 মাস অন্তর হুদ দেয় হইলে; 6000 টাকার 
З বৎসরের চত্রবৃদ্ধি নির্ণয় কর। 
(লগারিথম্‌ নিয়মাবলীর পরিবর্তে ধনাত্মক ্থচক-বিশিষ্ট দ্বিপদ 8441094 প্রয়োগ 
করিবে |) 
() বাৎসরিক 4% চক্রবৃদ্ধি হার স্থদে কত টাকা 18 বৎসরে হৃদে-মূলে 
10000 টাকা হইবে? (log 104= 2-01703383, log 498629 -0:6984006) 
(9.70.1952) 
(4) দেখাও যে, বাৎসরিক 10% চক্রবৃদ্ধি হারে 1000 টাকা প্রায় 9'6 4554 
খাটাইলে স্থদে-মূলে মোট 2500 টাকা পাওয়া যাইবে 1 
(1০8 2-:5010900, log 11= 10413927 ) (0. U. 1940) 
2. (৫) যদি ww ছয় মাস অন্তর দেয় হয়, তাহা হইলে বাৎসরিক 5% চক্রবৃদ্ধি 
হারে বৎসর 5% দেয় 1000 টাকার বর্তমান মূল্য কত হইবে? 54 54 ছয় মাস 
অন্তর দেয় না হইয়া এক বৎসর অন্তর দেয় হইত এবং 538418 স্থদের হার একই 
থাকিত তাহা হইলে, 2 বৎসর অস্তে দেয় 1000 টাকার বর্তমান মূল্য কত কম 
বা বেশী হইত? 


log 1025=3:0107, log 9059 = 
log 105 = "0219, log 9069=3'9576. 
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(0) 5434 8 মাস অন্তর দেয় 51, তাহা হইলে বাৎসরিক চত্রবৃদ্ধির হার 
কত হইলে 20 বৎসর অন্তে দেয় 10000 টাকার 45414 মূল্য 800 টাকা হইবে? 

(9 বাৎসরিক 7% ваа হারে 25 বৎসর “(9 দেয় ЗР টাকার বর্তমান 
মূল্য P টাক! হইলে, r এর মান নির্ণয় কর । 


3.(a) দশ হাজার টাকা মূল্যের একটি যন্ত্র 20 বৎসর একাদিক্রমে চালু রাখা যায় 
এবং 20 বৎসর অস্তে উহার কার্যকারিতা একেবারেই থাকে না। যদ্দি সমহারে 
ক্ষয়জনিত প্রতি বৎসরের শেষে উহার বৎসর-মারভ্ভের মূল্যের 10% অবচয় 
(depreciation) হয়, তাহ! হইলে 20 বংসর অন্তে যন্ত্রটির ধাতুমূল্য (scrap value) 
কত? 

(6) নিত্য ব্যবহারের ww, দশ হাজার টাকা দামের একটি যন্ত্রাংশের কার্য- 
কারিত| সমহারে কমিতে থাকে। যদি প্রতি বৎসরের শুরুতে чат যে দাম 
থাকে তাহার 10% Q বৎসরাস্তে উহার ( যন্ত্রাংশটির ) অবচয় হিসাবে ধর। হয় এবং 
যদি TI অকেজো হইয়া পড়িলে উহার ধাতুমূল্য 8750 টাকা হয়, তাহা হইলে 
যন্ত্রাংশটি কত বৎসর চালু ছিল নির্ণয় কর। 

(০) বাংরা হাজার টাকা মূলোর একটি যন্ত্রের বাৎসরিক অবচয় হিসাব করিয়! 
দেখা গেল যে, প্রতি বংসরাস্তে যন্ত্রটির মূল্য উহার বংসরারস্তের মূল্যের 90 শতাংশে 
দাড়ায়। যদি যন্ত্রটির কার্ধকাসিতা সম্পূর্ণভাবে নষ্ট হইবার পরে উহার «Туди 
200 টাকা হয়, তাহ! হইলে যন্ত্রটি কত বৎসর কার্যকরী ছিল? 

(4) কোন দেশের জনসংখ্যা প্রতিবৎসর, Q বৎস:রর গোড়াতে যে লোক- 
সংখ্যা ছিল তাহার 182 বাড়ে। কত বৎসর পরে লোক সংখ্যা প্রাথমিক 
লোকসংখ্যার 80% বাড়িবে? 


উত্তরমাল। 
1. (а) 647 টাকা, (0) 116481 টাকা, (с) 4986-99 টাকা 
2. (а) 90৮9 টাকা; 1 টাকা বেশী। 
(b) 128% প্রায়, (0) 45. 
3. (а) 8486'80 টাকা, (b) 98 বৎসর, (с) 89 বৎসর 
(d) 15 বৎসর (প্রায়)। 


ছাদশ অধ্যায় 


বাধিকী বা বাধিক ন্বত্তি 


(Annuities) 


$1. সংজ্ঞা 8 কোন শর্তসাপেক্ষে একই পরিমাণ টাকা যদি এক বৎসর অন্তর দেয় 
বা প্রাপ্য হয়, তাহা হইলে Ә পরিধাণ টাকাকে বার্ষিকী বা বাধিক বৃত্তি বলে। 
এক বৎসরের পরিবর্তে 6 মাস অথবা 8 মাস অথবা 1 মাস অন্তর একই পরিমাণ 
অর্থ দেয় বা পাওনা হইলে Ә পরিমাণ অর্থকে যথাক্রমে যাণ্মাসিক বৃত্তি অথবা 
ত্রৈমাসিক বৃত্তি অথবা মাসিক বৃত্তি বলা হয়। 
সাধারণভাবে, কোন নির্দিষ্ট শর্ত সাপেক্ষে একটি নি।দষ্ট সময় ব্যবধানে একই 
পরিমাণ অর্থ দেয় অথব! প্রাপ্য হইলে Q পরিমাণ অর্থকে এ সময়-ব্যবধান-ভিত্তিক 
বৃত্তি বলা হইবে। Q সময়-ব্যবধানকে বলা হইবে বৃত্তির পর্ব (Period) | 
উদাহরণ : 
(1) অবসরকালীন মাসিক ভাতা :__মাসিক বৃত্তি ; বৃত্তির 74-1 মাস। 
(9) বীম। কোম্পানীকে দেয় ত্রৈমাসিক প্রিমিয়াম :ত্রেমাপিক বৃত্তি; 
বৃত্তির 44-8 win! 
(8) ব্যবসায়ের বাৎসরিক লভ্যাংশ :-_বার্ধিক 478; বৃত্তির পর্ব=1 বৎসর 
টীক1$_(1) “Annuity” কথাটির বাংলা অর্থ “বার্ষিক বৃত্তি হইলেও, 
ইংরাজীতে annuity বলিতে যে কোন পর্ব-বিশিষ্ট বৃত্তি বুঝায় । কাজেই, উপরের 
আলোচনায়, বার্ষিক বৃত্তি, MAT বৃতি, ত্রৈমাসিক বৃত্তি প্ৰভৃতি পৃথক পৃথক 
নামকরণ কর! হইলেও ইংরাজীতে উহাদের সাধারণভাবে annuity বলা হয়। 
(2) বৃত্তির পর্ব সাধারণতঃ এক বৎসর হয় 1 
52. বাধিক বৃত্তির প্রকার ভেদ £ 
А. যদি কোন বাধিক 3% নিদিষ্ট কয়েক বৎসর ধরিয়া দেওয়া হয়, তাহা 
হইলে এ বৃত্তিকে অস্থায়ী বার্ধিকী ব৷ 'নিদিষ্ট সময় পর্য্যন্ত দেয় বাধিকী' 
(Annuity Certain) বলা হইবে | কিন্তু যদি এ বাধিকী চিরকাল দেয় হয়, তাহ] 
হইলে এ বার্ধিকীকে চিরস্থায়ী বাধিকী (Perpetual annuity বাঁ Perpetuity) 
বলা হয়। 
В. যদি কোন বার্ষিকী প্রতি বৎসরের 50% দেয় হয়, তাহা হইলে এ 
বার্ধিকীকে প্রত্যক্ষ বাধিকী (Immediate annuity) বলা হয়। কিন্তু, যে 
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বার্ষিকী বৎসরের শুরুতেই দেয় হয় তাহাকে দেয় বাধিকী (Annuity Due) 
বলা হয়। 
টাকা: স্পষ্ট করিয়া “দেয় বার্ষিকী” উল্লেখ করা না হইলে, বার্ষিকী বলিতে 
আমরা প্রত্যক্ষ বাধিকী’ СЕЙ 
0. যদি কোন বার্ষিকী কোন নির্দিষ্ট সময় ধরিয়া অনাদায়ী থাকে ( অর্থাৎ 
বাকী পড়িয়া যায় ) তাহা হইলে এ বার্ধিকীকে উক্ত নির্দিষ্ট সময়ের әз) অনাদায়ী 
বাষিকী (Annuity left unpaid for the period বা! annuity foreborne 
for the period) বলে | 
দ্রষ্টব্য (1). অনাদায়ী TAT মোট পরিমাণ (Amount) 
=( অনাদায়ী বাধিকীগুলির সমষ্টি ) + ( যাবতীয় অনাদায়ী বার্ধিকীর 
স্থদের যোগফল ) *** (i) 
এখানে, প্রতিটি অনাগায়ী বার্ধিকী যে সময়ের জন্য বাকী পড়িয়াছে সেই সময়ের 
চত্ররৃদ্ধি হারে সুদ হিসাব করিতে হইবে । কাজেই, উপরের xT (i) এ ‘যাবতীয় 
অনাদায়ী বার্ষিকীর সুদের যোগফল’ বলিতে অনাদায়ী বার্ধিকীগুলি পৃথক পৃথকভাবে 
যে সময়ের জন্য বাকী পড়িয়াছে সেই সময়ের চক্রবৃদ্ধি পৃথক পৃথকভাবে হিসাব করিয়া, 
প্রাধ চত্রবৃদ্ধিগুলির যোগফল’ বোঝায় | 
(ID বার্ষিকীর ক্ষেত্রে হুদ সর্বদা Баба হারে হিসাব করিতে হয়। 
D. пт কিছু সময় অস্তে দেয় হয়, তাহাকে বিলম্বিত TRAY 
(Deferred annuity) qra | 
উদাহরণ £-_“পাচ বৎসরের জন্য абе বার্ধিকী' বা "পাচ বংসর ধরিয়া 
বিলম্বিত বার্ষিকী” বলিলে বুঝিতে হইবে যে, বার্ধিকীটি কার্যকরী হইবে পাঁচ বৎসর 
অস্তে এবং বাধিকী বাবদ টাকা দেয় হইবে 54-1 বা 6 বৎসর অস্তে। 
দ্রষ্টব্য ঃ বিলম্বিত বার্ধিকী নির্দিষ্ট কিছুকালের эу চলিয়া বন্ধ হইতে পারে 
আবার চিরকালের জন্যও চলিতে পারে | যে বিলস্বিত বার্ষিকী নির্দিষ্ট কিছুকাল চালু 
থাকিবার পরে বন্ধ হইয়া যায়, তাহাকে 'লিফ্রিষ্ট সময় পর্য্যন্ত দেয় বিলম্বিত 
বাষিকী' বা বিলম্ষিত অস্থায়ী বাখিকী বলে এবং যে বিলঙ্গিত বাধিকী চালু 
হইবার পর, চিরকাল অব্যাহত থাকে তাহাকে বিলম্বিত চিরস্থায়ী বাধিকী 
(Deferred perpetuity) বলা ® | 
Е. যে বার্ষিকী কোন ব্যক্তির ভীবন-ব্যাপী (অর্থাৎ যত বৎসর বা পর্ব এ 
ব্যক্তি tfn থাকিবে ) দেয় হয় তাহাকে জীবন বাধিকী (Life annuity) বলে। 
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$3. ৰাধিকীর বর্তমান মুল্য (Prasent value of an annuity) š 

লক্ষ্য কর, এখানে স্পষ্ট করিয়! “দেয় বার্ষিকী” কথাটি উল্লেখ করা নাই। কাজেই, 
বাধিকী বলিতে আমরা প্রত্যক্ষ বার্ধিকী বুঝিব। 

মনে কর, প্রতি বৎসর 50% দেয় বাধিকী = 4 টাকা 

অর্থাৎ ১ম বৎসর অস্তে দেয় 4+টাকা 
T ৬.8 ১১4 চাকা 
ওয় , > > 4 টাকা, ইত্যাদি। 

তোমরা জান, কোন চক্রবৃদ্ধি হারে যদি 2 টাকা কিছু সময় অস্তে হুদে-মূলে 
( অর্থাৎ সমূল-চক্রবৃদ্ধি) Q টাকা হয়, তাহা হইলে P টাকাকে বল! হয় এ সময় অস্তে 
দেয় Q টাকার বর্তমান মূল্য। এখানে, প্রথম বৎসরের শুরুতে যে পরিমাণ 
টাকা әй করিলে প্রচলিত চত্রবৃদ্ধি হারে, এক ILAA পরে অর্থাৎ ২য় বৎসর অস্তে 
সমূল-চক্ররদ্ধি 4 টাকা হইবে, সেই পরিমাণ টাকাই হইবে уң বৎসর অন্তে দেয় 
А টাকার বর্তমান মূল্য | 

তদ্রপ, প্রথম বৎসরের শুরুতে যে পরিমাণ টাকা a করিলে প্রচলিত 
চক্রবৃদ্ধি হারে দুই বৎসর পরে অর্থাৎ ২য় 4594 অস্তে সমূল-চক্রবৃদ্ধি 4 টাকা হইবে 
টিং রর টাকাই হইবে ২য় বৎসর অন্তে দেয় А টাকার বর্তমান মূল্য | 

I 
মনে কর, প্রচলিত চত্রবৃদ্ধির হার অনুসারে, টাকা প্রতি বাৎসরিক চত্রবৃদ্ধি-£ 
l 


স্থুতরাং, ১ম বৎসরের শুরুতে z টাকা নিয়োগ করিলে, যদি এ z টাকা প্রচলিত 
চক্রবৃদ্ধি হারে ( অর্থাৎ টাকা প্রতি বাৎসরিক চক্রবৃদ্ধি=$ টাকা হিসাবে ) ১ম বৎসর 
অস্তে সুদ্নে-মূলে 4 টাকা হয় অর্থাৎ যদি A=a(1+ i) বা в=ү হয়, তাহা হইলে 
£টাকাকে বলা হইবে. ১ম বৎসর অস্তে দেয় 4 টাকার বর্তমান মূল্য। তদ্রূপ, ১ম 
বৎসরের শুরুতে у টাকা নিয়োগ করিয়া যদি ২য় বৎসর অন্তে TTT 4 টাকা 
পাওয়া যায় অর্থাৎ যদি A= y(1+92, বা у -giy তাহা হইলে y টাকাকে 
বলা হইবে “২য় বৎসর чоч দেয় А টাকার বর্তমান মূল্য । ইত্যাদি। 

১ম বৎসরাস্তে দেয় А টাকার বর্তমান-মূল্য? = É, টাকা 


4 


И w » “іі” 


.. 4 
তম » 4 ” » » “ағ Та ইত্যাদি l 
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এইবূপে, প্রতিবৎসরাস্তে দেয় টাকার বর্তমান মূল্য পৃথক পৃথকভাবে নির্ণয় করিয়া, 
প্রাপ্ত বর্তমান মূল্য গুলি যোগ করিলে যে সমষ্টি পাওয়া যাইবে তাহাকে «еба 
বর্তমানমূল্গয (Present value) বল! হইবে | 

সুতরাং, প্রতি বৎসরান্তে А টাকা দেয় হইলে, বার্ধিকীটির বর্তমান মূল্য 


A 4 А А 
হইবে ঃ [রত ЕТІҢ (EES нең “ы ы po 
әсә: কোন বার্ধিকীর বিভিন্ন পর্ব-অস্তে দে টাকার বর্তমান মূল্যের мы 
ওঁ বার্ধিকীর বর্তমান মূল্য বলে। 


$. 4. বাধিকীর বর্তমান মূল্য-সংক্রান্ত কতিপয় প্রতিজ্ঞ : 


প্রতিজ্ঞ। 1. [% বৎসর ধরিয়া চালু বার্ষিকীর বর্তমান মূল্য ] { 
যদি টাকা প্রতি বাৎসরিক চক্রবৃদ্ধি-৫ টাকা হয় এবং যদি প্রতি 4574109. 
А টাক! হিসাবে দেয় এইরূপ একটি বার্ধিকী % বৎসর ধরিয্বা একাদিক্রমে চালু থাকে 
তাহ! হইলে, উক্ত বার্ধিকীর বর্তমান মূল্য হইবে : 


দল -(1+5)""] টাকা 
প্রমাণ : পূর্ববর্তী অঙ্চ্ছেদে বার্ষিকীর বর্তমান মূল্য সংক্রান্ত আলোচনায় তোমরা! | 


| দেখিয়াছ, 9% ২য়, ও, -- --, 7-94 454408 দেয় 4 টাকার বর্তমান eA | 
যথাক্রমে : 


4 4 4 
ГЕ gry Pish ys টাকা," রক টাকা। 


হুতরাং, সংজ্ঞা чил, বার্ধিকীটির বর্তমান মূল্য হইবে : 


4,4 4 4 
т-та» Қт а r টাকা 

1 ү 1 
“AT tata tayar tt (тыр! 


স্পষ্টতঃ, তৃতীয় বন্ধনীর মধ্যস্থিত গুণোত্তর শ্রেণীটির ( A-AA = n) лд? 


1- 
"е দু, ! - ТЇ” ifi- (1-4) y 
+$ 


ә £ E CR, f 
দিশা aT] $[1-0+%- [টাকা 
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টাকা: % বৎসর পরে দেয় 1 টাকার বর্তমান মূল্যকে কখনও কখনও a, প্রতীক 
чї] প্রকাশ করা হয়। 
উপরের Ta, 4০] ধরিলে, 


а= -( +>] 
স্থতরাং, n বৎসর পরে দেয় А টাকার বর্তমান মূল্য 
Ё=А.а„ 
প্রতিজ্ঞা 2. [চিরস্থায়ী বার্ধিকীর বর্তমান মূল্য ] 
যদি টাকা প্রতি বাৎসরিক চত্রবৃদ্ধি-& টাকা, চিরস্থায়ী বার্ধিকী =4 টাক এবং 
ওঁ বার্ষিকীর বর্তমান মূল্য = V টাকা হয়, তাহা হইলে, 
Jaf: 
2 
প্রমাণ £ স্পষ্টত:ই, এখানে, চিরস্থায়ী 4167) একটি প্রত্যক্ষ বার্ধিকী। 
হুতরাং, ১ম বংসরাস্তে দেয় 4 টাকার বর্তমান-মূলা--4 টাকা 


1-7 
A C প্রান 1.8 „ер টাকা 
bs БЕГІН А. a Ан" аб» টাকা 
NEN y А-у h ы 
উক্ত চিরস্থায়ী বাধধিকীটির মূল্য হইবে : 
[тер (түрк "ЖТ #6] টাকা 


1 1 1 ЖЕ Т 
Ы «(са ++ (laqha 7а £ ]টাকা। 
যেহেতু উক্ত ЧАВ চিরস্থায়ী, সুতরাং %-৯০০ ( অর্থাৎ n এর মান অসীমে 


উপক্রমরত হইবে )। 


Р 1 1 
ҰРТ нй ДЫ "тү + "e ҚЫ, егі 


саб একটি অসীম গুণোত্তর শ্রেণী। 
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সংশ্লিষ্ট গুণোত্তর প্রগতিটি হইল : 
із?” (1:49 (Га (Та 
1 1 Р 
ইহার ১ম т এবং সাধারণ অন্ুপাত= ত; <1, ( ৪৯০) 


উক্ত অদীম গুণোত্তর শ্রেণীটি অভিপারী এবং শ্রেণীটির 


4130-81-88 


теке өза 21-4 
(০৮৫১1৬74818, 


a ; ই | іе 
< l+4>1, ৮৪৮০ ঢা 0) 


2 চিরস্থায়ী বার্ধিকীটির বর্তমান মূল্য 4.1 টাকা 
Vref. 
% 


টাকা £-কোন 41674 বর্তমান মুল্যকে কখন কখন বার্ধিকীটির арр 
(Purchase price) ব। সংক্ষেপে মুল্য (Price) বল! হইয়। থাকে | 

প্রতিজ্ঞ! 3. [ নির্দিষ্ট সময় পর্য্যন্ত দেয় বিলম্বিত বাধিকীর বর্তমান মূল্য £ J 

যদি ৫-টাকা প্রতি বাৎসরিক চক্রবৃদ্ধি 24 এবং যদি একা দিক্রমে m বৎসর ধরিয়া 
বিলম্বিত কোন বার্ষিকী 4 টাকা, একবার কার্য্যকরী হইবার পরে, n বৎসর চালু 
থাকে তাহা হইলে, 


প্রমাণ £ যেহেতু Жа ыз т, অস্তে শুরু হইবে, স্থতরাং, বার্ধিকী বাবদ 
4 টাকা প্রথমবার পাওয়া যাইবে বা দেয় হইবে (%+1)-তম বৎসর অস্তে। বার্থিকী 
বাবদ А টাকা দ্বিতীয় বার পাওয়া যাইবে বা দেয় হইবে (৮৮+9)-তম বৎসর অস্তে, 
ইত্যাদি। 

এখন, যদি উক্ত চক্রবৃদ্ধি হারে (/+1) বৎসর ধরিয়া & টাকা খাটাইয়া, 
(1+ 1)-তম 494 অস্তে স্থদে-মূলে А টাকা পাওয়া যাইত, তাহা হইলে, 
4752(11+8)%5 হইত এবং সেক্ষেত্রে (%+1)-তম 4954 অস্তে দেয় 
ТФ 4 টাকার বর্তমান 502 টাকা» т টাকা হইত | 


54, যদি উক্ত চত্রবৃদ্ধি হারে, (m+ 2) বৎসর অন্তে & টাকার সমূল-চত্রবৃদ্ধি 
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4 টাকা হয়, তাহা হইলে А=у1+4 менн 
A টাকার বর্তমান মূল্য у টাকা тшт নদৰ টাকা হইবে। 


যেহেতু, বিলম্বিত বার্ধিকীটি কার্য/করী হইবার পরে, n বৎসর 969 চালু থাকে, 
ক্তরাং...(/,+%)-তম 4584 অন্তে যে বার্ধিকী দেয় হইবে তাহাই হইবে শেষ 
ТФ স্পষ্টতই, (7+%)-তম বৎপরান্তে দেয় বার্ধিকী А টাকার বর্তমান মুন্য 


টিন টাকা। 


সুতরাং, (+ 1)-তম বৎসরাস্ত হইতে শুরু করিয়া (/,+%)-তম বৎদরাস্ত পর্য্যন্ত 
প্রতি বৎপরান্তে দেয় বার্ধিকী গুলির বর্তমান মূল্যগুলি হইবে Қы? { 


А А 
ШЕК টাকা, নদ, зө, аі টাকা। 
বিলম্বিত বার্ষিকীটির বর্তমান মূল্য 
А А 
СКЕ Ак sa ar, টাকা 
ل‎ 1 
জি y + j. টাকা । 


স্পষ্টতঃই,তৃতীয্ন বন্ধনীর মধ্যস্থিত n সংখ্যক тый গুগোত্তর শ্রেণীটির সমষ্টি 
ШЕ {- 1 14-3 1((1-%"- 3 


0৮777 ТЕСЕ (Lasme 
š LO DA бай E E 
=4} a লেসন (түйө! 
-41%4"-14, 
ДЕТІ, 11 


'টীক|:_ উপরের আলোচনা a, একাদিক্রমে m বৎসর ধরিয়া 
Қаз কোন বার্ধিকী 4 টাকা যদি একবার কার্ধ্যকরী হইবার পরে % বৎসর চালু 
খাকে তাহা হইলে, э বিলম্বিত 415414 বর্তমান-মূল্য 


СЕ ая +" (1+ түйө] 
к Єт ЕП 
-irera i {г 
=[(m + n) বৎসর ধরিয়া চালু প্রত্যক্ষ বার্ধিকীর বর্তমান মূল্য] 
-[% বৎসর ধরিয়া চালু প্রত্যক্ষ বার্ধিকীর বর্তমান মূল্য] 
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প্রতিজ্ঞ! 4. [বিলম্বিত চিরস্থায়ী বার্ধিকীর বর্তমান-মূলা ] 
যদি $-টাকা প্রতি বাৎসরিক চক্রবৃদ্ধি হয় এবং যদি কোন চিরস্থায়ী বার্ধিকী 
А টাকা একাদিক্ৰমে m বৎসর ধরিয়া е т তাহা হইলে, 


উক্ত বার্ধিকীটির বর্তমান-মূস্য pas: г (СЕ টাকা । 


প্রমাণ: প্রতিজ্ঞ! 8 অনুসারে, যদি কোন বার্ধিকী (বার্ধিকী বাবদ বৎসরান্তে 
দেয় টাকার পরিমাণ = 4 ) একাদিক্রমে m বৎসর ধরিয়া! বিলম্বিত হয় এবং কার্ধযকরী 
হইবার পরে п বৎসর ч থাকে, তাহা হইলে, বাধ্ধিকীটির বর্তমান-মূল্য 
১0422 
74% (ін E টাকা 
AIGA р. 1 244: 
Я = Б (+ i’ тые 


Ке (1+9-"] টাকা 

"-.(1) 

এখন, বাৎসরিকীটি n বৎসর চালু থাকিবার পরিবর্তে যদি © চালু থাকে 

অর্থাৎ % এর মান যদি এক এক করিয়া ক্রমাগত: বাড়িতে থাকে এবং এইভাবে 

কল্পনাতীত ভাবে বাড়িয়া যায় অর্থাৎ যদি  অসীমে উপক্রমরত হয় বা %-৯০০ হয়, 

তাহা হইলে % বৎসর পর্যন্ত চালু বার্ষিকীটিই চিরস্থায়ী বার্ষিকীতে পরিণত হয়। 
সেক্ষেত্রে (1) হইতে, চিরস্থায়ী বার্ধিকীটির বর্তমান মূল্য হইবে ঃ 


АТТА. ArII š 
ا‎ EDL 3 EDL (1+ "ви 


УШК КР, T 
-{ maT me im 0+9 ] টাকা 
Е £. талук এর মান n এর উপর নির্ভরশীল aa | 


এ vd ; + т 
== ‚түр К DED o 85 (1-4) "-0) 


বিলম্বিত চিরস্থায়ী বা্ধিকীটির 49414-59) у-2 қ নয় টাকা 

প্রতিজ্ঞা 5£ কোন একটি বার্ধিকী বাবদ প্রতি বৎসরাস্তে Оң А টাকা প্রথম 
বৎসরাস্ত হইতে পর পর (п-1)-% বৎসরাস্ত পর্য্যন্ত অনাদায়ী রহিল । যদি %-তম 
বৎসরাস্তে দেয় টাকার সহিত একসঙ্গে অনাদাণী সবকটি কিস্তির টাকা 54-05% 
бет (өзі হয় তাহা হইলে ॥-তম garaita মোট পরিমাণ দীড়াইবে : 


174 (1 + û" = 1] টাকা, যখন š = Stat প্রতি বাৎসরিক Бан হার! 
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বিকল্প 8408: n বৎসরের wg অনাদায়ী А টাকার বার্ধিকীর মোট পরিমাণ 
M=4 [(1+5)"-1] টাকা, чча $-টাকা প্রতি বাৎসরিক BEF | 


প্রমাণ : এখানে ১ম, ২য়, зе, (%-1)-তম বৎসরান্তে দেয় কিস্তির টাকা 
যথাক্রমে (n — 1) বৎসর, (n —9) বৎসর, '.....১ এক বৎসর 4104 চক্রবৃদ্ধি হারে সুদ 
অর্জন করিবে। 
এখন, ১ম বৎসরাস্তে দেয় A টাকার (n — 1) বৎসরের সমূল-চক্রবৃদ্ধি 


= A(1+ $" 1 টাকা 
খ্য় ” ” А t) (n-2) > » FARE টাকা 
CE ра ИР ИВИС ч Š সরল + 
7-4 বৎসরাস্তে দেয় টাকা এবং অনাদায়ী (n — 1) সংখ্যক কিস্তির টাকার 
সবৃদ্ধিমূলের সমষ্টি 


=[4+{4(1+)"-1 + A(14 20-54-৮401, +2)] টাকা 
=A[(1+4) + (1+ 9" ee +(1 + û) +1] টাকা 


А (1+ 0% -1 
~a. Jem 
пац বংসরাস্তে মোট টাকার পরিমাণ М-4 [(1 + û" - 1 


55. Баяу সম্পত্তি ঃ লিজ সম্পত্তি ঃ 

সংজ্ঞা faa সম্পত্তি ঃ যে সম্পত্তি চিরস্থায়ী বার্ষিকী উৎপন্ন করে 
তাহাকে |5344 সম্পত্তি (Free-hold estate) বলে | 

চিরসত্ব সম্পত্তি যে বার্ধিকী উৎপন্ন করে তাহাকে উক্ত সম্পত্তির খাজন] ( Rent 

বলে। 

চিরসত্ব সম্পত্তির খাজনার বর্তমান-মুলা উক্ত সম্পত্তিটির মূল্যের সমান। 

xal: লিজ-জম্পত্তিঃ কোন নির্দিষ্ট সময়ের সত্বাধিকারবিশিষ্ট সম্পত্তিকে 
লিজ-সম্পর্তি বা লিজ (Lease hold-estate) বলে | 

$6. 44 শোধক তহবিল (Sinking fund) š 

মনে কর, কোন ব্যবসায়ী কোম্পানী অপর কোন প্রতিষ্ঠান বা ব্যক্তিবর্গের নিকট 
হইতে 44 গ্রহণ করিয়াছে । 244 শোধ করিবার জন্য কোম্পানীটি নিদিষ্ট কয়েক | 
বৎসর ধরিয়া, প্রতি বৎসরে একটি নির্দিষ্ট পরিমাণ টাকা ей করিয়া গেল। এ 

Н. 8. Alg.—17 
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নিদিষ্ট কয়েক বৎসর পরে, লগ্নীকৃত лиа টাকা 564:% হার স্থদে যে তহবিল 
গঠন করিবে তাহা একটি খণ-শোধক তহবিল | 

ag: (1) কোম্পানী কর্তৃক গৃহীত খণকে ডিবেঞ্চার ( Debənture ) 
বলে। 

(2) ডিবেঞ্চার একটি আর্থিক দায় (liability); ডিবেঞ্চার পরিশোধ করার 
অর্থই হইল গৃহীত আর্থিক দায় হইতে মুক্ত হওয়া | 
(8) উপরের আলোচনায়, কোম্পানীটি বাৎসরিক কিস্তিতে টাকা ӘЙ 

করিতেছে । বাৎসরিক কিস্তির পরিবর্তে মাসিক কিস্তিতে অথবা অন্ত কোন নির্দিষ্ট 
সময় অন্তর কিস্তিতে টাকা mit করা চলিত | 

আবার, যনে কর, কোন কারখানায় কিছু যন্ত্রপাতি কিনিয়া কাজ শুরু কর] হইল। 
মনে কর Q যন্ত্রপাতির আয়ু 9545441 কারখানা কর্তৃপক্ষ È যন্ত্রপাতি-ব্যবহার 
শুরু করার দিন হইতে আরম্ভ করিয়া, প্রতি বৎসরে এমন একটি নির্দিষ্ট পরিমাণ টাকা 
জমাইতে লাগিল যে 25 বৎসর পরে, কিস্তিতে জমানো সমুদয় টাকা БӨ % হার 
স্থদে বাড়িয়া স্থদে-মূলে যেন উক্ত যন্ত্রপাতির মুল্যের সমান হয়। 25 বৎসর ধরিয়া 
গড়িয়া-তোল| তহবিলটি হইল একটি খণ-শোধক তহবিল। 

2995 2 ব্যবহারের ফলে যন্ত্রপাতির কাধ্যকারিতা ক্রমশ: কমিতে থাকে। 
Bag, যন্ত্রপাতি “অপচয়ী সম্পত্তির’ (Wasting asset) মধ্যে গণ্য | 

зг]: কোন নির্দিষ্ট সময়ে কোন একটি fafi? দায় ( liability ) হইতে 
অব্যাহতি পাইবার 9% (যেমন, ডিবেঞ্চার শোধ করিবার өз) অথবা কোন নির্দিষ্ট 
সময় অন্তে কোন একটি অপচয়ী সম্পত্তি বদলাইবার জন্য প্রতি বৎসর ( অথব। অন্য 
কোন নির্দিষ্ট সময় অন্তর ) কোন নির্দিষ্ট পরিমাণ টাকা mi করিবার ফলে Q নির্দিষ্ট 
সময় অস্তে লগ্নীকৃত 7494 টাকা চক্রবৃদ্ধি হার স্থদে যে তহবিল গড়িয়া তোলে তাহাকে 
খণ শোধক তহবিল (Sinking fund) বলে | 

মনে কর, প্রতি বৎসরে А টাকা হিসাবে লগ্নী করিয়া n বৎসর অস্তে M টাকার 
একটি দায় হইতে অব্যাহতি পাওয়া গেল। 

স্পট্টতঃই, 4/64) বাবদ প্রতি বংসরাস্তে 4 টাকা হিসাবে দেয় ধরিলে, n 
বৎসরের wg অনাদায়ী বার্ষিকীর মোট পরিমাণ হইবে M টাকা। 

স্থতরাং, $= টাকা-গ্রতি বাৎসরিক চক্রবৃদ্ধি ধরিয়া, 


м-4. [1+й"%—1]. 
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কাজেই, প্রতি বৎসরাস্তে идэ টাকার পরিমাণ А, 
$=টাকা-প্ৰতি বাৎসরিক BFF, 
এবং M=n বৎসর অস্তে খণ-শোধক তহবিলের পরিমাণ হইলে, 
м-Жа +5) - 1]. 
উদ্বাহরণমালা 
উদ্বাহরণ 1. বাৎসরিক 44% চত্রবৃদ্ধি হারে 20 বৎসর দেয় 9400 টাকার 
একটি বাধিকীর বর্তমান মূল্য নির্ণয় কর। 
(log 1:045 =`0191 ও log 4150=3:6180) 
সমাধান : 
এখানে, টাকা প্রতি বাৎসরিক চত্রবৃদ্ধি = Т 5 ар] = 045 টাকা 
প্রতি 3554109 দেয় টাকার পরিমাণ А = 2400 টাকা 
এবং n=20 
A 1 
fat বর্তমান মূল্য 7-2 |l- [7 গু] টাকা 


_ 2400 2400 x 1000 2 
= -rooli 05100. 1045-20] টাকা 


m 18021000 „ (1"045)-20] টাকা 5 >< (1) 


এখন, log (1:045)-29 = – 20 x log 1045-- – 20 х "0191 
= — (8820) = 1:6180 4 
যেহেতু log 4150-8180, J. 41৩8 16180--4150 


(1) হইতে 7180*1000 4150] টাকা 
= 160 x 1000 „ 5850 টাকা 160 x 1000х 1950 টাকা 


=16 x 1950 টাকা» 31200 টাকা | 
উদাহরণ 2. বাৎসরিক 5% Баба হারে 1000 টাকার চিরস্থায়ী বার্ধিকীর 
বর্তমান মূল্য নির্ণয় FF | 
সমাধান £ 
এখানে, টাকা-প্রতি বাৎসরিক LEF Ik i= ro টাকা = 05 টাকা 


960 বার্ষিকী ও বার্ষিক বৃত্তি 
চিরস্থায়ী বার্ষিকী বাবদ প্রতি বৎসরাস্তে দেয় টাকার পরিমাণ А--1000 
2 бой বর্তমান-মূল্য y= টাকা-2000 টাকা 


= 1000 x — 20, 000 টাকা 


841544 3. বাৎসরিক 85% চত্রবৃদ্ধি হারে 150 টাকার একটি বার্ষিকী 
4 বৎসর পরে শুরু হইয়া 8 বৎসর চালু রছিল। বার্ধিকীটির বর্তমান মুল্য নির্ণয় কর I 
(log 1:085- “0149, log 8718=8:9404 ও log 6695--98012) 

সমাধান $ 

এখানে, টাকা প্রতি চত্রবৃদ্ধির হার 4-25 100 5 541412085 টাকা 

পঞ্চম বৎসরাস্ত হইতে, প্রতি বৎসরান্তে দেয় A টাকা=160 টাক! 

স্পষ্টতই, বার্ষিকীটি 4 বৎসরের জন্য বিলম্বিত এবং কার্ধ্যকরী হওয়ার পরে 
8 বৎসর ধরিয়া Біз | 


т-4втп-8 


А (14-1 
বাধিকীটির বর্তমান মূল্য Ис. (Еш 


_150 (1085) -1 
“085 * (085) = টাকা 


алыр х((1088)-<-(1408):121 টাকা ... (1) 


এখন, log (1:085)-<- - 4 log 1095-- - 4 x *0149 
--:0596-1%404-1о; ‘8718 (V log 8718=3:9404) 
(1085)-+= 8718: 2. ৮৮ 0) 
আবার, log (1085)-12 = - 120149 
= —`1188=18919=1од 6695 (log 6625=3'8219) 
5 (1085)-12="6625 ০০০08) 


0) হইতে, 7100 510006718 _ 6695) টাকা 


ы 80200 х “2098 টাক! = 80000 x 0299 টাকা 


=8 x 299 টাকা = 897 টাকা | 
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উদাহরণ 4. পাচ বৎসর পরে শুরু হইবে এইরূপ 180 টাকার একটি চিরস্থায়ী 
প্রত্যক্ষ বাধিকীর বর্তমান মূল্য কত হইবে? 

( বাৎসরিক চত্রবৃদ্ধির হার 5%, log 1:05 = 0212 ও log 78১4-8:8940) 

সমাধান £ এখানে টাকা প্রতি বাৎসরিক চক্রবৃদ্ধি= тёр টাকা ='05 টাকা 

স্পষ্টত:ই, বার্ষিকীটি 5 বৎসরের জন্য বিলম্বিত একটি চিরস্থায়ী বার্ধিকী। 

এখন, + হইবার পর, প্রতি чъг দেয় А бї#1=150 টাকা 

‚ নির্ণের বর্তমান মূল্য Vref. т атыр টাকা 
-190, x 
"05 T Уну: Wanner এ টাকা 
= 8000 хуз F টাকা 
=8000x(105” ‘® o» (n, 
এখন, log (1:05)-° = — 5 x log 1'05= _ 5 х 0219 
= -'1060= -1%1-:1060- – 1:8940 =log "7884 
(. log 7884-8:8940) 
(1) হইতে, V = 3000 х "7884 টাকা 
= 2850'2 টাকা 

উদাহরণ 5. এক ব্যক্তি বীমা কোম্পানীকে প্রতি মাসে 200 টাকা হিসাবে 
প্রিমিয়াম দেয়। যদি পর পর 11 প্রিমিয়াম বাকী পড়িয়া যায় এবং যদি বীমা 
কোম্পানী বকেয়া প্রিমিয়ামগুলির উপরে মাসিক 25% হারে Баа ধার্য্য করে 
তাহা হইলে їнї মাস অন্তে Q ব্যক্তিকে মোট কত টাকা দিতে হইবে। 

(log 1025=°0107 в log 1844 = 81284) 

সমাধান £ 

টাকা-প্রতি মাসিক Бан = туу T= 025 টাকা 

фе বকেয়! প্রিমিয়ামগুলিকে অনাদায়ী মাসিক বৃত্তি হিসাবে গণ্য করা যায়। 

এখানে, মাসিক বৃত্তি 200 টাক পর পর 19 মাস অনাদায়ী থাকিতেছে। কাজেই, 
19 মাসের মাসিক বৃতিগুলির মধ্যে ১ম, ২য়, ওয়,'':"**১১শ অনাদামী মাসিক বৃত্তি 
গুলির উপরে যথাক্রমে 11 মাসের, 10 মাসের, 9 মাসের, +, 1 মাসের BTN 
їй হইবে, কিন্ত ১২শ মাস অস্তে দেয় বৃত্তি ঠিক সময়েই ৮ হইতেছে বলিয়া 
কোনরূপ 54 অর্জন করিবে না। 
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কাজেই, দ্বাদশ মাস অস্তে দেয় টাকার পরিমাণ 
= [200(1 + 021+ + 200(1 + 019 +900(1+ i)? + ---900(1 + ® + 200] টাকা 


= BO 900 095 БП 025): — 1] টাকা 


580 1000 [0-02)*-1] টাকা 


е 02৮) – 1] টাক! 
এখন, log (1:08): =12 х :0107 = :1284 


= log (11844) 
( log 1844--8:1284) 
(1:025)+-1-844 ০79) 


2. (1) ও (2) হইতে, 
M= 8000 [1:344 – 1] টাকা 
= 8000 х 0:844 টাকা 
=2752 টাকা | 
উদাহরণ 6. কোন ব্যবসায়ী প্রতিষ্ঠান বাৎসরিক 8% চক্রবৃদ্ধি হারে 94 দিবে 
এই শর্তে 10,000 টাকা ধার করিয়াছিল । যদি 24টি বাৎসরিক কিস্তিতে স্থদ-সহ 
эз খণ শোধ 2941 থাকে এবং যদি প্রথম 28 বৎসরের প্রতি বৎসরান্তে 500 টাক? 
করিয়া শোধ হইয়া থাকে তাহা হইলে 24-তম কিস্তির পরিমাণ নির্ণয় FT | 
সমাধান £ টাকা প্রতি f= fo টাকা = 03 টাকা 
ধরা যাক্‌ 28টি বাৎসরিক কিস্তির বর্তমান মূল্য = V 


у= 500 (1=01+008)-*5] টাকা = 20899 [1-0:05)-52] টাকা 


এখন, log (1:08)-3%- - 28 x '01284= – 29582= 1.7047 
= log "5058 
(1:08)-5৪ = "5058 
V = 50809 [I — 5058] টাকা = 20000 x 4949 টাকা 
= 50000 х 16473 টাক! = 89865 টাকা 

শেষ কিস্তির বর্তমান মূল্য=(10,000 — 8286'5) টাক! 1768-5 টাকা 

28-তম কিন্তি সুদ-সহ শোধ হইবার পর আসলের 17685 টাকা বাকী 
রহিল। স্থতরাং 24-তম কিস্তিতে এই 1768'5 টাকা এবং এই টাকার উপরে 
বাৎসরিক 8% হারে 24 বৎসরের চক্রবৃদ্ধি শোধ করিতে হইবে। 
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অর্থাৎ, 24-তম বৎসরে দেয় কিস্তির পরিমাণ 
= (17685) x (1:08)24 টাকা 
এখন, log (1-08)24 = 24 х "01984 = "80816 
এবং 106 1768'5 = 824687 
2. log (00655) x (1°08,24} = 8724687 +80816 
= 5°55458 
= log 85852 
2. শেষ কিন্তি=24-তম বৎসরে দেয় টাক!= 8585'2 টাকা। 


উদাহরণ 7. কুড়ি বৎসর অস্তে 50000 টাকা দামের একটি যন্ত্রাংশ বদলাইবার 
জন্য একটি খণ শোধক তহবিল গঠন করা হইল। айз অর্থ বাৎসরিক 4% হারে 
Бү অর্জন করিলে প্রতি বৎসর কত টাকা করিয়া 2 তহবিলে әй করিতে 


হইবে? (log 1'04="0170, log 2188 = 58400, log 599=2"7774 এবং 
log 1669 = 82296). 


সমাধান £ ধরা যাক্‌, প্রতি বৎসরান্তে লগ্নীকৃত টাকার পরিমাণ =A টাকা এবং 
বাৎসরিক 4% হারে tasqa সুদে 20 বৎসর দেয় বাধিকীর মোট পরিমাণ 


M= (0953) টাকা, যখন imrê = 04 এবং n =0 
যেহেতু, ataa মূল্য 50000 টাকা, স্থতরাং 20 বৎসর অস্তে ধণশোধক 


তহবিলে মোট £0000 টাকা জমা হইবে। 
М ~ 50000 টাকা 


A 1040-7] А 
50000 = у (1:04) j) (1) 


এখন log (104)2° = 20 х 0170 
= 8400 = log 188 ( log 9188 = 572400) 
(1:04):0--2:188 
2 (1) হইতে, Бо000--; 4. 19188- De x 1188 


A = 50000 x ‘04 50000 х4 2000000 
---1188 = 1188 771168 


=1999000:—1684 ( প্ৰায় ) 
প্রতি বতসরাস্তে maw টাকার পরিমাণ = 1684 (প্রায়) 
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emata 16 

1. () বাৎসরিক 5% ваба হারে 25 বৎসর দেয় 10,000 টাকার বার্ষিকীর 
বর্তমান মুল্য নির্ণয় কর। 

(log 105 =2 0211893, log 2:95869--0-4702675) 

Gi) বাৎসরিক 4% চক্রবৃদ্ধি হারে ww হিসাব করা হইলে 10 বৎসর ধরিয়া 
দেয় 100 টাকার প্রত্যক্ষ 41894 বর্তমান মূল্য নির্ণয় কর। 

2. (i) এক ব্যক্তি 20,000 টাকা এই শর্তে ধার করিলেন যে বাৎসরিক 4% 
হারে চক্রবৃদ্ধি সমেত সমূদয় আসল তিনি দশটি সমান বাৎসরিক কিস্তিতে শোধ 
করিবেন। যদি প্রথম কিন্তিটি টাকা ধার করিবার দিন হইতে এক বৎসরাস্তে 
দেয় হয়, তাহা হইলে তাহার কিন্ডির পরিমাণ নির্ণয় কর। 

Gü) এক ব্যক্তি 5000 টাকা দামের একটি সেলাই-কল কিস্তিতে কিনিতে 
গিয়া দেখিলেন, তাহাকে প্রথমেই নগদ 1782 টাকা দিতে হইবে, অবশিষ্ট টাকা 
বাৎসরিক 45% চক্রবৃদ্ধি হারে সুদ সহ নয়টি সমান বার্ধিক কিস্তিতে শোধ করিতে 
হইবে। প্রতি CF তাহাকে কত দিতে হইবে? 

(log 1:04 =:0191, log ‘6782 = 1:8281) 

(ii) এক ব্যক্তি চাকুরী হইতে অবসর গ্রহণ করিবার পরে বাৎসরিক 1200 
টাকা হিসাবে অর্ধ-বাৎসরিক কিস্তিতে পেন্সন্‌ পাইতেছেন। এ ব্যক্তি অবসর গ্রহণের 
পরে আরও 18 বৎসর জীবিত থাকিবেন মনে করিয়া, বাৎসরিক চক্রবৃদ্ধির হার 4% 
ধরিয়া, কর্তৃপক্ষ তাহাকে অবদর গ্রহণ-কালে এককালীন কত টাকা দিতে পারিতেন? 

(log 1'02-0086, log 5975 = 87764) - 

[ ইঙ্গিত £ যাণ্মাসিক {а= 1402 টাকা, যাণ্মাসিক স্থদের হার = 2% 

অর্থাৎ 4= 620 611, 4- 145 = 02; এবং %518 x 2 = 26 
৮-3 [1-0+5-26] бї কর ] 

(৮) এক ব্যক্তি 10000 টাক! মূল্যের একটি যন্ত্র ‘হায়ার-পারচেজ’ পদ্ধতিতে 
কিনিবার সময়ে প্রথমে 610 টাকা দিলেন । 44 তাহাকে বাৎসরিক 5% Барба 
হারে E অবশিষ্ট টাকা AAT কিন্ডিতে শোধ করিতে হয় এবং যদি чаб 
কিনিবার ছয় মাস পরে প্রথম কিস্তি দেয় হয়, তাহা হইলে তাহাকে প্রতি কিস্তিতে 
কত টাকা দিতে হইবে? š 

(log 1025=°0107, log 9061 = 8'9579) 
3.0) প্রতি বৎসর মাধ্যমিক পরীক্ষায় প্রথম স্থানাধিকারীকে এককালীন 
200 টাকা পুরস্কার দিবার জন্য এক ব্যক্তি বাৎসরিক 5% Бау হার কিছু টাকা 
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এক ব্যবপায়ী প্রতিষ্ঠানে яй করিলেন | যদ্দি এ টাকা লগ্নী করিবার এক WAE 
প্রথমবার পুরস্কার দেওয়া হয় এবং যদ্দি AF টাকার প্রতি বৎসরের সদ পুরস্কার 
দিতেই শেষ হইয়া যায় তাহা হইলে তিনি কত টাকা! mit করিয়াছিলেন? 

(ü) প্রতি বৎসর 90 টাকা হিসাবে বৃত্তি দানের জন্য এক বীমা কোম্পানীকে 
4000 টাকা দেওয়া হইল। যদি প্রথম еВ чч বৎসর অস্তে দেওয়া হইয়া থাকে 
এবং যদি চক্রবৃদ্ধি হারে সুদ হিসাব করা হইয়া থাকে, তাহা হইলে বাৎসরিক শতকর! 
দের হার নির্ণয় কর। 

4. (i) 25 বৎসর অস্তে 100,000 টাকার ডিবেঞ্চার শোধ করিবার জন্য একটি 
খণ-শোধক-তহবিল গঠন করা হইল। যদি প্রতি বৎসরে লগ্নীকৃত অর্থের উপর 
বাৎসরিক 4% হারে চক্রবৃদ্ধি হিসাব করা হয়, তাহা হইলে বাৎসরিক аа পরিমাণ 
নির্ণয় কর। (0. U. 1958) 

(ii) 100,000 টাকার ডিবেঞ্চার 25 বৎসরে শোধ করিবার tay প্রতি 
বৎসর সম-পরিমাণ অর্থ একটি নির্দিষ্ট তহবিলে әй করা হয়। যদি উক্ত তহবিলে 
বাৎসরিক 2% হারে 542% উৎপন্ন হয় তাহা হইলে প্রতি বৎসরে কত টাকা 0 
করা! হয় fade কর | (বাৎসরিক 2% হারে 25 বৎসরের aT 1 টাকা বা্ধিকীর মোট 
পরিমাণ = 32:08080 টাক11) আসন্ন টাকায় উত্তর দিবে 1 (0. U. 1952) 

(іі) কোন একটি লিমিটেড, কোম্পানী 25 বৎসর wcw 100,000 টাকার 
একটি অপচয়ী সম্পত্তি বদলাইবার জন্য একটি তহবিল গঠন করিতে ইচ্ছুক। তহবিলে 
জমা টাকার উপর বাৎসরিক চত্রবৃদ্ধির হার 8% হইলে, কোম্পানীটিকে প্রতি বৎসর 
কত টাক] করিয়া এ তহবিলে জমা দিতে হইবে? 

5. এক ব্যক্তি বাৎসরিক 6% চত্রবৃদ্ধি হার সুদে 20,000 টাকা এই শর্তে ধার 
করিলেন যে প্রথম চার বৎসরের প্রতি বৎসর অস্তে তিনি 5000 টাকা! হিসাবে দিবেন 
এবং পঞ্চম বংসরান্তে সমস্ত বকেয়া মিটাইয়া তিনি খণমুক্ত হইবেন। পঞ্চম বৎসর 
আস্তে তাহার দেয় অর্থের পরিমাণ নির্ণয় কর। 

উত্তরমাল। 
1. (û) 140927 টাকা 60 পয়সা, (4) 81106 টাকা। 
2. (i) 2470 টাক! 14 পয়সা, (ii) 450 5111 
(iii) 19075 টাকা, (iv) 2500 টাকা। 

3. (i) 4000 টাকা, _ (ü) 995%1 

4.4) 2408 টাকা, (8) 8192014, (000) 2755 টাকা। 

5. 8580 টাকা (প্রায় ) | 


ত্ৰয়োদশ অধ্যায় 
সুচক শ্রেণী, লগারিখমীয় (401 ও উহাদের ব্যবহার 


(Exponential Series, Logarithmic Series 
and their applications) 


$1.1. অসীম শ্রেণী সংক্রান্ত আলোচনায় (‘অসীম শ্রেণীর ধারণা”, $ 47. 
দ্রষ্টব্য ।) তোমরা দেখিয়াছ, 
Ireti [++ +" “о পৰ্য্যন্ত | (1) 
শ্রেণীটি z এর যে কোন মানের জন্তই অভিসারী। স্থতরাং (1) এ % এর স্থলে 
1 বসাইয়া যে অসীম শ্রেণীটি qm мір তাহাও অভিসারী হইবে, অর্থাৎ, 
1+1+ 
শ্রেণীটি অভিসারী হইবে। 


অসীম শ্রেণী (2) এর সমষ্টিকে সাধারণতঃ e অক্ষরটির দ্বারা RBS বরা হয়। 
প্রসঙ্গত: э রাখ, пой এমন একটি চল রাশি হয় যে? সর্বদা কোন না কোন 


ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা TBS করে, তাহা! হইলে lim +5) ә 
noo 


Т! 
18+78+-. 2৮/7৮/৮৮৮৮ (2) 


612. e এর বৈশিষ্ট $ 
(1) ৪ একটি (80% অমুলদ সংখ্য| অর্থাৎ е একটি নিদিষ্ট অমেয় 
ДЕ 
প্রমাণ £ যদি সম্ভব হয়, ধরা 414, ৫ একটি মূলদ সংখ্যা ( fS প্রমেয় ) এবং 


ধর! যাক, e=, যখন m ও n BES ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা (тейә: ৫৯০ 


বলিয়া )। 
m Lk e 1 
n I++ рае о 1691 
উভদপক্ষকে [n দ্বার! গুণ করিয়া, 


1 


1 
тінен ент тат, 


otoia 


স্পঠতঃই, mjr- 1=43@ ধনাস্মক 5544 সংখা 


Т Иру 


সুচক শ্রেণী, লগারিথ মীয় শ্রেণী ও উহাদের ব্যবহার. ЖЕТУ 


In 12. 1а 


এবং |п-тп-1/ө-9-891 বলিয়া, ro, নদ 


এর প্রত্যেকটি এক একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা ; কাজেই, 
Ln [1 ...... + 1=একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা। 


п+1+ 7550%55)+ 


[5718 
делам алау ана + Стр: 2) 
+..০০০০ পৰ্য্যন্ত 
+ арн e te= aaf чөө mal © (A) 
কিন্তু, الت‎ টিক 8... “со পর্য্যন্ত 
< 1 1! 1? E 


4 
"s nel” দেও 5 709 
1 pl еее 46% 


n+l +I) 


1 1 1 
এখন, ыстан ন” পৰ্য্যন্ত, একটি অসীম OTT 


1 1 
শ্রেণী। উহার ১ম m=. +] ও সাধারণ অন্থপাত 743. 


1 1 1 п+1 1 
দে পেকে Мете; n 
n+l 


1 1 
আবার, দক] + атқа 109—4 শ্রেণীটির প্রতিটি পদ 
ধনাত্মক 4 1 
| কাজেই, ari prima e “е 404 ыы 
4. 


Е 1 1 
ABEL nL ате” “4% < 


245,2. лды сытқы» 
ছে পে) পর্য্যন্ত সমষ্টিটি অবশ্যই একটি প্রকৃত 


ভগ্নাংশ হইবে। কিন্ত (A) হইতে, ইহা একটি অথণ্ড тал ইহা অসম্ভব । 
সুতরাং, e মূলদ (বা প্রমেয় ) হইতে পারে না। 
e একটি অমূলদ ( বা অমেয় ) সংখ্যা | 


268 BF শ্রেণী, লগারিথ মীয় শ্রেণী ও উহাদের ব্যবহার 
(2) e সংখ্যাটি 2 ও 3 এর মধ্যবর্তী অর্থাৎ 2৪ 


প্রমাণ : 
и যেহেতু, е=1+1+1 l, ++ uras лб 
"еш Әй ++ ***০০ পৰ্য্যন্ত 
৪৯৮৪ ۰.۰۰۰۰ (1) 
আবার, 18-82>99, „. 5-4 > 
эж, [4 = 4.8.9.>9.9.9., .. <р ж 


বস্তুতঃ, যে কোন ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা r (৯৪) এর এ 


(-ғ(ғ-1)819.>09.-9. বলিয়া 7 < 


r সংখ্যক 
ec е=1+1+ ই Жакы + ***০০ পৰ্য্যন্ত 
তি ы 
ү 
=].+„1+= 1 11... еа ССС s.o পর্য্যন্ত 
18 із 


Pe T 1 
+++ штаны + нео 
অর্থাৎ, ৫<14( এমন একটি অপীম গুণোত্তর শ্রেণীর সমষ্টি যাহার প্রথম পদ = 1 
ও সাধারণ অনুপাত -$) 


+2 
অর্থাৎ >+ 1 বা е<1 


বা e<8 ... (2) 
(1) ও (2) হইতে, 
24৫৭৪, 

অর্থাৎ, ৫ সংখ্যাটি 2 ও 8 এর মধাবর্ত | 

WG: 0) পূর্বেই প্রমাণ কৱ হইয়াছে е একটি অমেয় সংখ্যা। কাজেই, 
e এর কেবলমাত্র আসন্ন মান নির্ণয় করা সম্ভব | দশ দশমিক স্থান পর্য্যন্ত ৫ এর আসন্ন 
মান হইল £ 27182818984. 

(П) ест অবীঙ্গগাণিতিক man ( Non-algebraic number 4 
transcendental number) বল। ¥3 | 


е 


সুচক শ্রেণী, লগারিথ মীয় শ্রেণী ও উহাদের ব্যবহার. 269 
51.3. সূচক শ্রেণী ( Exponential Series) : 
পূর্বেই বলা হইয়াছে যে, জটিল-সংখ্যা-গোষ্ঠীভুক্ত যে কোন সংখ্যাকে z দ্বারা সুচিত 
করিলে, - 


+++ алы, 
ШЫТЫТ Т! 


শ্রেণীটি кА হইবে। এই অসীম শ্রেণীটির সমষ্টিকে ৫* ছারা সুচিত করা 
ZIL এখানে % হইল е^ এর স্থচক। TRN লেখা চলে, 


23 
Т ++" 44545 = 404 (1) 


উপরের (1) এর ভানপক্ষস্থিত অসীম শ্রেণীটিকে বলা হয় সূচক শ্রেণী বা * এর 
বিস্তৃতি ৷ 


«тө: জানিয়া রাখ, i (1,17. 


৫] +24+%2 


চক] тыйт ені 
4 ( TAN ৪৮] ++ ছা ৮৮ "44! 
ә lim z 

wa: (1) jim (i-e 

অঙ্কন š ধরা যাক 2-2 zi=n 


স্থৃতরাং, ?৮-৯০০ হইলে Ёоо হইবে! 
আবার, (1 +2)" (ы, 


lim хү) lim 
no (1+ г Ба наць Ты y- wP 
(IL) есж 'z এর সুচক-অপেক্ষক" (Exponential function of а) 


বলা হয়। 
(ш) গণিত, গতিবিদ্ার দোলন-তত্ (Oscillation theory), ইলেক্ট্রিক্যাল 


ও রেডিও ইপ্সিনীয়ারিং, রেডিও রসায়ন (Radio Chemistry) প্রভৃতিতে সুচক- 
অপেক্ষকের গুরুত্বপূর্ণ ভূমিকা আছে। 
অনুসিদ্ধান্ত ? “a যে কোন গু সংখ্যা Жү" % এর যে কোন মানের 


592, ৫৮1+20০8৮)+15ু 2 (106/8)? + + із = dog] еее 40% 


হইবে | 


970 45% শ্রেণী, লগারিথ я শ্রেণী ও উহাদেয় ব্যবহার 


প্রমাণ £ ধরা যাক্‌, a যে কোন একটি ধনাত্মক সংখ্যা সুচিত করে। যদি k 
এমন একটি সংখ্যা হয় যে a = et বা k=log, а, তাহা হইলে, 


27033 n 
š ০-(০/০৫৬-৫ + ا + و‎ + T жа E noo পরত 


=1+ ak + + be шық 5 k” + со পৰ্য্যন্ত 


=1 + « (log, а) ০ 12 oE; а)? б, E = (1б; a)? 
+e +6 (log, a)" + ‘co 9478 | 
বিকল্প প্রমাণ £ ধর! ыў a = 6". তাহা! ا‎ m= z log, а 


ы” 
1. as=e=l+m-+ т. 5 + Мүз. ты» *০০ পর্যন্ত 
(2+8 с үу 


=1+z(log, arig (log, а)? з= s (os, a) +... + Ë 


(log, ay" + «co 41474 | 


. উদাহরণমা'লা। 
75887, 
উদাহরণ 1. 1+ . م‎ ~oo পধ্যন্ত_-এই নীম শ্রেশীটির সমষ্টি 
Аб কর। 
সমাধান : 


25 gt g’ 
আমর! জানি, іне» ТЫГЫ aa "со পৰ্য্যন্ত, যখন 


z জটিগ সংখ্যা-গোষ্ঠীতৃক্ত যে কোন সংখ্য! 70% করে | 
z এর স্থলে 1 এবং দা 


1 
ө-е-іні НД С “9 4% 


-1. Ë Ñ $ 5+ ... 
% 6 1- -140-0 “14- = 84% 
e+e =h 5+ 4 +" মন 


প্রদত্ত অসীম শ্রেণীটির নির্ণের সম = “te 


সুচক শ্রেণী, লগারিথ মীয় শ্রেণী ও উহাদের ব্যবহার ২. 


1+2 айа аз 1+@+х?+ш% | 
উদাহরণ 2. 1+-77 ইক নর а. পৰ্যন্ত 
এই শ্রেণীটির সমষ্টি A কর | 
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и 
সমাধান: প্রদত্ত শ্রেণীটির n তম পদকে t. দ্বারা সুচিত করিলে, 
IEF CE GRE FES 1. т-а ш) 
WE [n “іт” 1-2 
এখন, (1) এ n এর পরিবর্তে 1, 2, 8, --., 471891 যথাক্রমে Ж 


1-е 
0 l-e I-an ৮525 1-4%%7 8: ইত্যাদি। 


1 1-49 Tuas 11-4 
n দত খোটি- а-а та t'u * 


+0 পর্যন্ত] 


এটি + соо পর্য্যন্ত | 
= (1) e- 0 


উদ্ধাহরণ 3. z এর ঘাতের Spagna ৫% এর বিস্তৃতি (-এর চতুরথবাত- 
সম্বলিত পদ পর্য্যন্ত ) নির্ণয় কর | : 


সমাধান : ей +++ ০০ পর্য্যন্ত 


аланы “со পৰ্য্যন্ত 


` 258.6, যখন territ gte পৰ্য্যন্ত 
++1(ء=‎ + + পরাস্ত) 
=e [1+ (e+ ta +. noo ч) + aera +E 


[8 
ее e) 


972 সুচক শ্রেণী লগারিথ মীয় শ্রেণী ও উহাদের ব্যবহার 


Ф чо 46")! мге +++ тв), 


} 
+ + EME 
h 22 өз (5 1 2 g3 
= {1+ e+ (+a) + “Ізет 2, г. ati 
1 22 টা SAHE 
++ la) + EAT MELA 5+ + | +": = "0ч | 
оа 


+ соо পর্য্যন্ত ] 
= ৫142 + 22 4823 482474777০০ পৰ্য্যন্ত ] 


উদাহরণ 4. € এর বিস্তৃতিকে £-এর ঘাতের উর্দক্রম অনুসারে সাঁজাইয়। 
o" এর 554 নির্ণয় কর। 
সমাধান 


স্প্টতঃই, Z= Ü (eY, ie) „ме + পৰ্য্যন্ত 


2 8 n 
১১১ চা পৰ্য্যন্ত 


বা со পৰ্য্যন্ত ) 


চা 2228 48527 4 ০০4 a Ad +оо রন) 
2 
38242 + 3 Bran 
Het B ЕТЕ + + + পর্যন্ত ) 


РЧА өза na" 


+ (Lene + (2 +5 ++ + T +оо পৰ্য্যন্ত )+- fe 
“(іі Ри 969 ) 


n 
+% +++. HT КЫ) 
gz? 92 п? 
ттер” сө পৰ্যন্ত ) 
z3 


93 83 п? 
Бізде «Бест 


z"/ 2" 8" 
+ (1+ ate + +o у. о পৰ্য্যন্ত 


চক শ্রেণী, লগারিৎ ময় e উহাদের ব্যবহার. 978 


টি à +t © ёч )+ 44% билш, 


(1+ at B+ .. পৰ্য্যন্ত) + + (1+ ৪ Trat fre) * 
+o পৰ্য্যন্ত 


n 2" এর {АС zae (1+ В+ кері лы =ч) 


14 94 84 
উদাহরণ 5. দেখাও үү +++" эсе পৰ্যন্ত = 16e. 
সমাধান £ উদাহরণ 4 এর পদ্ধতি чылда করিয়া প্রথমে দেখাও যে, 
1 [14 +944+ 84 পর্যন্ত )-৫৫ তিতে 24 
7+15+8+- ) e এর বিস্তৃতিতে 5 এর সহগ । 
এইবার, উদাহরণ ৪ এর পদ্ধতি অবলম্বন করিয়া দেখাও যে, ৫৫ কে ৫-এর ঘাতের 
উর্দাক্রম অনুসারে বিস্তৃত করিলে alld বিস্তৃতিটির অন্তর্গত 24 এর সহগ 66 


4 
EEE += প্য্ন্ত= х B e=15e 


চা] 
বিকল্প পদ্ধতি : 
4 пз 2(n-1+1 
প্রদত্ত শ্রেণীটির moa পদ = a aT ес 
n? n? 
“hater 7 ® 
п? тп-2%9) т 2n -8+8 2n- 9+9) 
14287 ভুত a-e “ығ চে 
1 ০০88, (2) 


TAWE n-2 
n? _m(n-1+1) т | n .7-249 n-1+1 
11. 7Һ-8 ai 2. MET 


ছি pI р-9 حع‎ 
1 2 1 1 
жы REF ст ыо ш 
(1), (2) ও (8) হইতে, 
و‎ ла (4) 


nt 1 
শ্রেণীটির ner পদ n n4 =5 һ-2 һ-1 


H 9. Alg.—18 


974 সুচক শ্রেণী, нйн শ্রেণী ও উহাদের ব্যাবহার 


এখন, (4) এ %-এর পরিবর্তে পর পর %5, yl °, বদাইয়া যথাক্ৰমে পাওয়া 
Ш 

ТЕ 

এ N + 

u 1797 

Бе е LTE 

+ + 

КЕ: u'e E'u 
ESAN Td 

8 827 


4,54 1 0 
পি, ক্র A T +h 
-» পৰ্য্যন্ত ) 
l 
ШЕ argute" = পৰ্য্যন্ত শিপ ... < পর) 
= e+ 6)e—-1( +7) - 2( + )e - 2 - ‡( 
=15e -224 
14 194 ER 81 
arara арысы. 1+84+181=223 
аа 


দ্রষ্টব্য £ 5 প্রতীকটির অর্থ 0 ( শষ্য ) ধরিয়া (4)4 n এর পরিবর্তে পর পর 
1,9,8,.- বসাইয়া উক্ত সমষ্টি নিৰ্ণয় করা চলে | 

$2.1 জগারিথ আয় শ্রেণী (Logarithmic Series) : 

অসীম শ্রেণী সম্পর্কে আলোচনাকালে ( $ 4.7 দ্রষ্টব্য ) বল! হইয়াছে, 

а-® +--+ (730০8 + ce পৰ্যন্ত АВ «бәт হইবে 
যদি 1<z<1 w | জানিয়া রাখ, এই অভিসারী অসীম শ্রেণীর সমষ্টি = 1081 +2). 

অর্থাৎ, -1<2<1 হইলে, 

log(1+z)=z- а а-а (Е + ০০ fre (1) 

এখানে, (1) এর ডান পক্ষস্থিত অসীম শ্রেণীটিকে বরা হয় লগারিথ.মীয় শ্রেণী 

qi log, (1 +z) এর বিস্তৃতি । 


"ә 
_ 


চক জে mufe qaa ও উহাদের ব্যবহার. 205 


মনে রাখিবে, কেবলমাত্র * *-l<z<1 হইলেই 106, (1+2) এর Әб 
( 2-91 ঘাতের 2664 অনুসারে ) Өз! অর্থাৎ 2=1, বা 0, বা কোন ধনাত্মক 
অথবা খণাত্মক প্রকৃত ভগ্নাংশ হইলেই কেবল উক্ত বিস্তৃতিটি সিদ্ধ হইবে। 

টীকা ঃ 

I. (1) এর উভয় পক্ষে z এর পরিবর্তে 1 বসাইয়া, 

log. (1+1)-1-3+$-8+8-8+-০ পৰ্য্যন্ত 
অর্থাৎ log, 2=1-34+3-3+3-3+ "= পৰ্যন্ত 
Il. লক্ষ্য কর, -1-<%<] হইলে অর্থাৎ z এর সাংখ্যমান 1 অপেক্ষা কম 


হইলে log, (1+%) এর বিস্তৃতি সিদ্ধ! www (1) এর 995 পক্ষে ঢ এর 
পরিবর্তে — z বসাইয়া, 


Јов, (1-а) > 0 0) 


অন্ধুসি্ধান্ত : а) ও (9) হইতে, 
2৩ rgt 12:5 -2 ræ 
log. (1 +z)= 2-52. ত দন্ত E + ..+( -1( FERS পর্য্যন্ত, 


(যখন -1<:<1) (А) 
2 3 4 5 6 


(যখন -1<2<1).. (В) 


এবং log, (1-2) = -%- 


(A) হইতে (В) বিয়োগ করিয়া, 
log, (1+2) – loge (1 —z)=2 Ë وج‎ оо 989 }. 


যখন -1<2<1 


1%е ез g’ 
বা log l= Т +" тч}, যখন (-1<ғ<1) (0) 


এখন (С)05: এর পরিবর্তে "-" বলাইলে ( যখন ॥>০, n>0 ), 


+ 


m m-n, 1|т- Emi 1|т-т,5 
ЕГЕ тат +5027) Е কল ШЫНЫН -- পৰ্য্যন্ত } (D) 


এখন, (D) তে m এর স্থলে (n + 1) বসাইয়া, 
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log, 1 ЕСЕ ЕТТЕ СЕРІ 
+" পৰ্য্যন্ত} 
(р) তে n=1 41831, 
log, m= 221 +101)? 252) +e co ra) | 


আবার, (А) তে z এর পরিবর্তে 2 বঙাইয়! (যখন ॥>1), 


қан бар” 1 1 
log, لی - 2=( +ا)‎ + GE рате পৰ্য্যন্ত 


1 1 1 


я 1 
বা log, (m+1)-log, n= о + pn - ртт E . পর্য্যন্ত | 


এবং z এর পরিবর্তে -1 বসাইয়া! (А) হইতে, 


1 1 


বা logen- log, (n= 9-і ано পর্যন্ত, 


এখন, (G) ও (H) যোগ করিয়া, 


log, (n +1) — log, (%-1)= -25+ 1,1 +... পর্যন্ত) 


+ олз + 


(যখন 7১৮1), 


(Е) 


(Е) 


(9) 


(Н) 


(К) 


my: সাংখ্য-গণনার স্থবিধার ww শ্রেণী (Е) ও (К) বিশেষ গ্রয়োজনীয়। 
495: log, (1 + z) এর বিস্তৃতিতে z এর সাংখ্যমীন প্রকৃত ভগ্নাংশ হওয়ায় সাংখা- 


গণনার ক্ষেত্রে log, (1-2) та) বিশেষ সুবিধাজনক নয়। 


522. লগারিথ্‌মের সাংখ্যমান নির্ণয় ও লগভালিক! প্রণয়ন 
(Numerical calculation of logarithms and Construction of Log 


Table) : 


(1) fanta e সাপেক্ষে লগারিথ.ম্‌ এর সাংখ)মান নির্ণয় š 
wa (বু) এ n = 8 বসাইলে, 
বামপক্ষ = log, 4 – log, 2=log, 22 — log, 2= log 2 


Таны 
% ভান рв + лет} 


è 
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5 
2! 
са 
1 
6 
©з 
e° 


k. 888838 _ ‘087087 _. 
ерт = `019846 ( প্ৰায় ) 


‘012846 00445 =:000828 


š 
1. 2 Бара 000457 _.000065 
2. ডান পক্ষ = 2 x 0'946572 =0'698144 ( প্রায়) 
log, 2 = 0:6981 ( চার দশমিক স্থান পর্য্যন্ত আসন্ন মান) 

উপরের আলোচনায় log, এর মান নির্ণয় করিতে শ্রেণী (К) ব্যবহার করা 
হইলেও, শ্রেণী (E) যে কোন দুইটি ক্ৰমিক সংখ্যার লগারিথ মের সম্পর্ক নির্দেশ করে 
বলিয়া, কোন একটি সংখ্যার লগারিথম্‌ জানা থাকিলে, শ্রেণী (В) এর সাহায্যে 
তৎপরবর্তী বা তৎ্পূর্ববর্তী সংখ্যার লগারিথ ম্‌ নির্ণয় করা সহজ হয়। যেমন, 
(E) তে n=1 বসাইলে, 


1 летаа 
овд -°{+ +5 75 5?” еее) 


= 2{ 33388 + 3 х ‘03704 + 4 x 00482--% x "00046 + +--+} 


"69818 (পাঁচ দশমিক স্থান 40/9 শুদ্ধ মান ) 


эз“, log, 8-108, 2=2{ + +$ Дір 5» দে ) 


= ‘A05465. = "40547 (5 দশমিক স্থান 109 শুদ্ধ) 
log, 8=`69815 + `40541 = 109862 (4 দশমিক স্থান পর্য্যন্ত শুদ্ধ) 
অনুরূপভাবে, নিধান ৫ সাপেক্ষে যে কোন সংখ্যার লগারিথ মের মান (আসন্ন 
মান ) নির্ণয় করা যায়। 
লক্ষ্য কর, 108, 2 এর মান জানিয়া log, 4(-2 108, 2) এর মান, এবং 
log, 4 এর মানের সাহায্যে log, 5 ম'ন, নির্ণয় করা যায়। 
লক্ষ্য কর, (E) তে n = 9 বসাইয়া, 


сін AH оҥ сін 


1.1 
5 


loge 10 — log, 9 = + +1, 197+ а) 
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বা log, 10-2 log 8-:10596051 
log, 10=`10586051 + 2 log, 8=°10586051 + 2 x 1:09861999 
= "10586051 + 219722458 =9-30258509 প্রায় | 
(9 নিধান 10 সাপেক্ষে লগারিথ মের সাংখ্যমান নির্ণয় š 
তোমর! জান, m যে কোন একটি ধনাত্মক সংখ্যা সুচিত করিলে, / 


log,m = log , om х 108,10 


# 1 
. logom » 1০৫7 x Daad (1) 


উপরের আলোচনা FANTI, 
1 1 
Tog, 107 2780058509 = 43129448 
সুতরাং, কোন সংখ্যার সাধারণ লগারিথ মৃ s; করিতে হইলে সংখ্যাটির 
; পর স্তাপিয়ারীয় ) লগারিথ মের মানকে ভি 1 


Ira 1057 বলা হয় সাধারণ লগারিথ মের মডিউলাস (the modulus of 


the common system of Logarithm) এই মডিউলাস বুঝাইতে সাধারণতঃ 
и অক্ষরটি ব্যবহার করা হয়। লক্ষ্য কর, = "48429448 ( প্রায় )। স্পষ্টতঃই, 
(E) এর উভয়পক্ষকে p দ্বার! গুণ করিয়া, 


104,0 (n +1) 10859 n= р log, (n + 1) – y log n 


—— we করিতে হইবে। 


Ы ы. 1 1 
Mnri SRT + ТЕСТ + | 


эч, (Н) ও (K) হইতেও অনুরূপ wq পাওয়া যাইবে। এই পরিবর্তিত 
সৃত্রগুলির সাহায্যে সরাসরি 10-নিধান সাপেক্ষে বিভিন্ন সংখ্যার (ধনাত্মক ) 
"41845 নির্ণয় করা যায়। 

টীকা £ মৌলিক সংখ্যার সাধারণ লগারিথ w fada করার ww উপরে আলোচিত 
পরিবর্তিত тази অপরিহার্য্য। যৌগিক সংখ্যার সাধারণ লগারিখম fade করার 
জন্য, সংখ্যাটিকে সম্ভাৰা সকল মৌলিক উৎপাদকের গুণফল আকারে প্রকাশ করিয়া, 
ও মৌলিক উৎপাদকগ্ুলির সাধারণ লগারিখ মেতে সমষ্টি নির্ণয় করিলেই চলিবে | 


45% শ্রেণী, লগারিথ মীয় শ্রেণী ও উহাদের ব্যবহার 979 


উদ্দাহরণমালা 
184, 1 
উদাহরণ 1. প্রমাণ কর যে, log, 2 п" 
সমাধান £ যেহেতু, -1<2<1 হইলে, 
23 44 25 
log, (1+2) 2-92 +2 - হত ye পর্য্যন্ত (1) 


এই বিস্তৃতিটি সিদ্ধ, স্থতরাং, (1) এর উ্য়পক্ষে z = 1 বসাইয়া, 
1০8,9-1-3+$-37+$-8+--০০ পৰ্য্যন্ত 
(1-р (6) Heco 8 
1 এ hak 


"147517547 EE" ও 44% | 


উদাহরণ 2. প্রমাণ কর যে, 
log. % 4,4-8, Ме? +” 2)’ +...... পৰ্য্যন্ত 


সমাধান ঃ 
ШЕРГЕ ЗЕ 


-Р=-®%—%-(® 28 ца” М3 _......০০ পর্যন্ত 


b 


а- eath ig, 


= log, (1-2) = log 
5 P= -log $= log, р z 


উদাহরণ 3. |e] <1 হইলে, $%5+ 829 Hirtt "64 শ্রেণীটির 
সমষ্টি নির্ণয় কর। 


সমাধান £ 

এখানে, শ্েণীটির поза পদ = ga" 
=Í l ee 
КЕТЕР 


n +T 
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এখন, 4-44 পরিবর্তে পর পর D 2, ৪১৮ 441941 


8৪৪৪৭ 


2 


280 


8 
һ-а%-5- 


z+ 
6৪7০4 бе ох 


gnti 
т 


(০7৮ 


latta ttg tæ পর্যন্ত = (22 +23 + 24 +... < পৰ্য্যন্ত) 
2 3 4 
+(-5 -T- "ৰ -ena পৰ্যন্ত ) 


= (a +2 +23 +... aoh -e-ga পর্য্যন্ত ) 


= 12 + 10891 -2)= RC সমষ্টি | 
উদাহরণ £ 4 যদি 22-?7৮2+%-0 এর দুইটি বীজ < ও В হয়, তাহা 


হইলে দেখাও ষে, 
]og,(1 + mz + nz2)=(< + p)z - 3(<2 + p2)z2 + 3(<Š + 63)23 — 


সমাধান £. 
যেহেতু 2° -mr+n=0 এর aw < ও P, 
<+ B =m ও <В =n. 
1 +ma + nz? = 1 + (< + p)z + «Ва? = (1 + <zX1 + pz) 
£. 1оа(1+ кт?) =log,(1+ Az) + logdl + Bz) 
= (х2 — 420° + FATS - ...) + (Br 41222480329 —...) 
= (<+ Ва = (2 +8): + 65 + 83)23 — 
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(5) 41-5 
(с) 2 4 AR со পৰ্যন্ত = 


1 
(а) (1+= 1 земле) (l -Gto 5 


(© Т 


2. নিম্নলিখিত aA শ্রেণীগুলির সমষ্টি নির্ণয় কর : 


1+2 1+2+2 1+24+22+ 283 
(Gg), LAE মাছ 4 +оо 44% 1 


(b) atg পি кісе — 
әтеш” 
(4) ++ бей 
(е) 1197187 

сама 


2 (9) 


(g) (1+2) loge 2+ og, 2)? রি 


H. 8. А1д.—19 


281 


০০ পৰ্য্যন্ত । 
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з নিয়লিখিত অসীম শ্রেণীগুলিতে ? এর সহগ নির্ণয় কর : 
1)2 1 
(а) түгі еі + + соо 998 | 


m + nz tne) + (m+ na)Š 
টন 12 а ИЛИ 
4. (a) i= =1 ধরিয়া, 2-44 ঘাতের Wee Ke +. এর 
বিস্তৃতি নির্ণয় কর | 
(b) -এর ঘাতের 9644 অনুসারে, т=> এর বিস্তৃতিতে 2" এর AEN а, 


(0) 1+ + :-:০০ পৰ্য্যন্ত | 


হইলে দেখাও ঘে, রে 
(9 +J; এর চার দশমিক স্থান 109 আসন মান নির্ণয় কর। 


D (a2 -y2)+ get yg Eyo ёз 


__এই শ্রেণীটির সমষ্টি নির্ণয় কর | 
5. প্রমাণ কর যে, 
$ 1 1 
(a) Tan TES 799 
pb সি 
=i бай +545 77775 পর্যন্ত (C. U. 1945) 
1 е: " 
(b) 28145 +5 7+ "= te= log, 2 (C. U, 1940) 


7 9 
(с) 128781575587 + “oo 91479 = 8 log, 2-1 (С. U. 1948) 


@ (6+ к) СЫСЫ + (চু + দত) + << Өч = 1০৪ Va. 


6. £-এর ঘাতের উর্ক্রম HAC নিম্নলিখিত অপেক্ষকগুলির বিস্তৃতি নির্ণয় 
কর: 

(а) log, (1+z+z2?+m=% + ‘co 44% ) যখন |2 | <1 

(Б) log, (1+4+4 +28) 
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7. Бабе অসীম শ্রেণীগুলির Яң? নির্ণ কর : 


2 4 
(a) ج‎ -*০০ 46% (যখন |a| <1) | 


(51 = ы +оо পর্য্যন্ত (444 -1<2<1)| 


19% 8, 
ІІ» Т 
(с) ++ а “со পৰ্য্যন্ত | 


Жете 
© Ta rats аве те) 


8. (a) جود‎ ++ “со পৰ্য্যন্ত হইলে দেখাও যে, ЯЕ е” 
(С. U. 1950) 


(С. U. 1951) 


= ... |24 +1 
(с) у 2+ 22 + "mri SSE 

প্রমাণ কর (1, %2-&+2-0. ( C. U. 1988 ) 
(4) у-в+® 42 + +.» "т হইলে দেখাও যে, 


za /-18+ ria **oo পৰ্য্যন্ত | 


(6) যদি та? +па+р=0 সমীকরণটির দুইটি বীজ «ও 8 হয় তাহা 
হইলে দেখাও যে, 
log, (m — nz + pæ?) = loge m + (< + B)z — ‡(«? + 8?)х? 
+ 3(4 + 8)23 + ০০ পৰ্য্যন্ত | 
উত্তরমাল। 


2. (а) e-e, (b) 5. (© 86 (4) Be, (e) 2e, (f) бе, 
(6) + 


১. 


(৪) 


7. (a) 


সুচক শ্রেণী, লগারিথমীয় শ্রেণী ও উহাদের ব্যবহার 


е =й 
(ТАШ ерте 

29. at 26 5 
ї1-@+4-16°” *+(-)". fag + "= тез! 
0:8187 (৪. ৮587 


2 3 n 
z+ +$ +--+ +" পৰ্যান্ত | 


atate I е исы ы এ 


+оо 4041 
+4 loge (L- 22), (b) 14114 log, (1-а), (с) 1০858 


(4) log, 5 


ত্রিকোণমিতি 


( Trigonometry ) 


aol প্রস্নোজনীয় সুত্র ও সিদ্ধান্ত 


I. 1 সমকোগ-90 ডিগ্ৰী =ঠ রেডিয়ান=100 গ্রেড... [z=3 (প্ৰায়) 
1 ডিগ্রী='01745 aferta (প্রায়) =3'1416 ( আসন্ন ) 
1 গ্রেড='01571 রেডিয়ান (প্রায়) =H} (প্রায়) 
1 রেডিয়ান= 57° 17' 4418 (প্রায়) 
п. 
379 чл A: ÀY дікі 
sin 0 +eos* =1 | віп Өк ] 
—tan*0= ৮৪4 8106 
89090 —tan?0= 1 1-9 фе | {ап 0 
1 
түз 7% £ 
созес?0- соё 1) tan 0 =й) 
ш. 
0° 15° 18° PARSE > 60° 90. 
=" 


ба [n+ Z4 4-(- 1)” сов Ө. 


lI 


cos (Са) z= = 1)" sin 0. т 


رم 


сов [n+ 3+0|=(- 1)%+5 sin 6 

sin (пл – 0)=(— 1)" *1 sin 0. 

sin (nz+ 0)=(— 1)" sin 0. 

сов (nz +0)=(— 1)" сов 0. 3 
H. S. Trig—1 


0, 1,9, 8, 


ত্ৰিকোণমিতি 


sin (— 0) = — sin 0. 

cos (—0)= сов 9. 

tan (—6)= — tan 0. 

V. sin (A+B)=sin А соз B + eos A sin B. 
cos (А-В) = cos А сов B £ sin A sin В, 


= tan A+tan B 
жаен t = aY 


cot В cot AF1 
cot B+cot A ` 


রস 
ҮІ. 2 sin А сов ৪৪10 (A+B)+sin (А-В) 

2 сов А sin B =sin (A+B) — sin (A-B) 

2 cos А cos B= соз (А--В)--сов (A — B) 

2 sin А sin B=cos (A — B) — сов (a +B) 


ҮП, sin C+sin р=9 9০945 тос” 
ы 


соб (А--в)- 


9 
sin С-віп D=9 соз 7 cto sin s= 
сов C+cos D=9 cos —— eto 5০৪৩8 


2 
cos С- соз D = 9 sin eto, 225 


ҮШІ. sin 2A=2 sin А cos А 
сов ЗА ০০৪৭৭. вїп*д = 1—2 91058 9 cosšA—1 


К, Š 2tana 1—{ап?А 

sin дА= КЕ i , со82А হত 
__З башл. ے‎ 1= сов 2А 

tan*A ' tani A= 17609 дА`‏ -1 ا 


ІХ. sin 3A=3 sin A—4 81098 
сов ЗА = 4 cos A— 3 cos A 


3 tan А—{ап?д 


আশ 


X. sin A =2 айшә eos 3 


cos А 55009 সিএ 
2 2 


কতিপয় প্রয়োজনীয় x ও সিদ্ধান্ত 


9 tan 5 д > 
ОАЕ ==. 
1— tang 
у x қ 
ХІ. sin-lz+cos-le= 5 
tan lz+cot le = 8 { 
x ) 
вес n+ соѕес іш = 3 
tan la+tan ty =tan" 1 2+у 
1-шу 
егі ын” = Шы Л] 
6%0--2- tan “у tan 177) 
XII. а ৯০০ ЖҰМ 
şin А sinB sin C 
_ abs — e° 
сов С- 24% 
Í с 4-а? — b° 
сов B= 
906 
b'to- аз 
O A FDO: 
a=b cos C+ сов B. 
b= e сов Aa cos C. 
с=а cos B+ b cos А. 
Az (sb 3-9 
па E 
A_ /%(8—а). 
сово নল 
б ২/৫-৫.-৫ — ০) 
2 s(s— а) 
৪-০.-০-০ A 
৯০৪7 সর 
A=} be sin A=} ca sin B=} ab sin C= V s(s— а) ENE 
= 
be (Жо, re с = ас 


3 sin A ATA 280০0 4A 


ত্রিকোণমিতি 


A = i А i B i Gu _ А. - в 
ты 4R sin sin а sin 2 (s—a) tan А (s b) tang 
3 -(- диа 
s > А а а 849১4885215 g 
ঠা t= s алс; 15 325 8. Хавз тә уту" s. tam A 
ХШ. sin0=sin< ), 0=nx+(-1)*" <, 
сов 0=с05< |, 9-2%247-৭ n=0 বা যে কোন 
бап 0=tan< „£, 0=nx+< অথণ্ড সংখ্যা | 
sin Ө=о 22 =n ` 
вз0-0 0 2, 0=(m+1 | n=0 বা ষেকোন 
খণ্ড ` 
tan 0=o 22 Өштпт, тар! 
4 m 
эшб=1 ~, 0=(4n+1), | 
sin 0= 1, ৪-৫%-1)8 | n=0 41 যে কোন 
2849 সংখ্যা। 


cog0=1 ,', 0=2nm= 
eog0=-1 ,. 0=(9n+1)z. 
XIV. যখন A+B-+C=rT, তখন ( г 
(i) sin Asin в-Евіп C=4 сов š A cos š B cos 1 с. 
(ü) cos А-Есов B+cos С-14-4 sin 2 A sin $B sin 2С, 
(іі) tan a+tan B+tan c=tan A tan B tan С. 
(iv) sin 2A+sin 98481. 20=4 sin A sin В sin С. 
(у) ০০৪৭৯47০০৪৭ B+cos?c+2 сов А сов B cos C=1. 
(vi) cot B cot C+cot c cot A-Fcot А со B= 1. 


8? A (৮1 2900 @ 4 š 
(vii) sin 2798 g rsin 27144 віп tc sin Sta sin Ав 


এরও A B с 
(viii) сов 27৫০৪ 47০০৪ 3 


B+C A+B 


С+А 
=4 Pol ২৬০ s ৯৮০4 
cos 2 cos P] cos 2 


প্রথম অধ্যায় AI 


কোণের পরিমাণ 
( Measure of an Angle ) 


11. আমরা জানি যে ত্রিকোণমিতিতে রেখার আবর্তন বা ঘূর্ণনের | কোণ 
উৎপন্ন হয়-_ঘূর্ণন ঘড়ির কাটার বিপরীত দিকে হইলে কোণটি হইবে ধনাত্মক, ঘড়ির 
কাটার দিকে হইলে কোণটি হইবে খণাত্মক। সুতরাং ত্রিকোণমিতিতে সকল মাপের 
(ধনাত্মক ও খণাত্মক ) কোণ অন্তভূক্তি। প্রসঙ্গতই উল্লেখ করা! যায় যে জ্যামিতিতে 
( দুইটি পরস্পরছেদী সরলরেখার ছারা উৎপন্ন কোণ ) কোণ ছুই সমকোণের কম এবং 
ইহ! সব সময়ই ধনাত্মক | 

12. কোন কোণের পরিমাপ করিতে হইলে প্রথমেই কোণের একক নির্ধারণ 
করা দরকার-__তাহার পর যে কোন একটি কোণের মধ্যে কতগুলি 944 একক 
আছে তাহার দ্বারাই উহার পরিমাপ করা যাইবে । এই একক নির্ধারণের উপর 
নির্ভর করিয়া! ত্রিকোণমিতিতে কোণের পরিমাপের জন্য তিনটি পদ্ধতি প্রচলিত 

1. বষ্টিক পদ্ধতি (3০588991591 system ): ইহার একক ডিগ্রী, এবং 
ইহা এক সমকোণের 90 ভাগের এক ভাগ। ডিগ্রীর ভগ্নাংশ না লেখার জন্য, 
প্রতিটি ভিগ্রীকে 60টি সমান ভাগে ভাগ করা হয়-_প্রতিটি ভাগকে বলে মিনিট, ' 
প্রতিটি মিনিটকে আবার 60টি সমান ভাগে ভাগ করা হয়__ প্রতিটি ভাগকে বলে 
সেকেণ্ড। সুতরাং, 

1 সমকোণ =90° (ডিগ্রী) 
пр -60 (মিনিট ) 
1 = 60" ( সেকেণ্ড ) 

কোণ পরিমাপের জন্য এই পদ্ধতিই সর্বাধিক প্রচলিত। 

9, বৃত্তীয় পদ্ধতি ( Circular system )-%%14 একক রেডিয়ান এবং ইহাকে 
1° দ্বার| চিহ্নিত কর! হয়। 

কোন বৃত্তের কেন্দ্রে ইহার ব্যাসার্ধের সমান চাপ যে কোণ উৎপন্ন করে তাহাকেই 


বলে এক রেডিয়ান। 1.1 চিত্রে ০/এর দৈর্ঘ্য _£৪ ৪ 
চাপের 040; সুতরাং Z A0B= 1°, ۵ 
প্রথমেই প্রমাণ কর! দরকার, রেডিয়ান একটি asqa АА 


কোণ। ইহার জন্য দুইটি বৃত্তের একটি বিশেষ ধর্মের 

( property ) কথা আলোচনা করা যাক। যে কোন 

দুইটি বৃত্তের "чои чете উহাদের ব্যাস দুইটির 11 
অন্কুপাতের ATA | 


মনে করা যাক, АВС ও АВС ө সি 
উহাদের ব্যাসার্ধ যথাক্রমে r ও v, 
বৃত্তের মধ্যে দুইটি 544 বহুভুজ q পু CTR 
OABC € О'А'В'С' ১ А 0B ও ==% 
ов” যোগ করা হইল। স্থৃতরাৎ সদৃশকোণী 
ত্রিভূজছয় ОАВ ও О'А'В' হইতে পাই 
ОА Ав АВ р [ рер NE P 
০৮৪৮৮887579” এক্ষেত্রে n= 4 | 
rop 
অর্থাৎ "т 
এখন, যদি n [ বহুভুজের বাহুসংখ্যা 1 অত্যন্ত বেশী হইতে থাকে, তবে 499097 
পরিসীমা ও বৃত্তের পরিধি প্রায় একই হইয় যাইবে, সেই ক্ষেত্রে 
от. АВС বৃত্তের পরিধি 
" А'в'с বৃত্তের পরিধি 
ABC বৃত্তের পরিধি r _ > _ АВС বৃত্তের ব্যাস 
aBC বৃত্তের পরিধি 7 2" АВС বৃত্তের ব্যাস 
এই алт সংখ্যাটিকে গ্রীক অক্ষর z দ্বার| স্থচিত করা হয়, ইহাকে একটি অসীম 
অপৌনপুনঃ দশমিকের আকারে প্রকাশ করা যায়, ইহার মান 3:1419 [ পাচ দশমিক 
স্থান পর্যন্ত ], বা. 22 (প্রায় )বা #5 (প্রায়) 


= 44% | 


অনুজিদ্ধান্ত £ | বৃত্তের পরিধি= গণ | "= বৃত্তের ব্যাসার্ধ । 


“রেডিয়ান একটি ধ্রুবক কোণ”__ ইহার প্রমাণ | 8 

মনে করা যাক, O কেন্দ্রবিশিষ্ট বৃত্তের ব্যাসার্ধ r= oA, ۵ 

' LAOB=1° হইলে OA = চাপ АВ. АС 9, 

জ্যামিতিতে ইহা! প্রমাণিত যে, কোন বৃত্তের দুইটি 
চাপের অন্থপাত তাহাদের দ্বারা এ বৃত্তের কেন্দ্রে উৎপন্ন 
কোণের অন্পাতের সমান, TONS 


1.3 
_ চাপ АВ _ 4898 
বৃত্তের পরিধি 4 সমকোণ’ 
| 9 
বা, £॥০৪= 1.4 সমকোপ-ঈ সমকোণ= аде [° ла ] 


অর্থাৎ রেডিয়ান ধ্রুবক কোণ এবং 1° = 3 সমকোণ। 
অনুসিদ্ধান্ত :—(1) т°=180°=9 সমকোণ। 


КЕ. 
কোণের পরিমাণ 0 7 
(2) 1°=189 5729577 =51.17 448" ( প্ৰায়" 
371416 ЕР (প্রায়) 
274 514168 r DXA 
Pe с=т = 0174533° (প্ৰায় ) г গত, 
(3) з=70 [+= ал 0° = s দৈর্ঘ্যের চাপ ছার! কেন্দ্রে উৎপন্ন কোণ] 
Laoc АО з ১ ৪ 
ZAOB ABT т` С 1% А а 
(е ОА-Авт” 
.. 44০০=, (রেডিয়ান ) A— Ja 2аов-16 7 
এ বদ /৯০0০-৪, 
(6 রেডিয়ানে প্রকাশিত হইয়াছে ] 1.4 


(3) শতক পদ্ধতি-( Centesimal system J)—3e একক 0919—39] 
এক সমকোণের 100 ভাগের এক ভাগ, প্রতিটি গ্রেডকে আবার 100 ভাগে 914 
করা হয়, ইহাদের প্রত্যেককে বলে এক মিনিট, প্রতিটি মিনিট আবার 100 ভাগে 
বিভক্ত-_ ইহারা প্রত্যেকে 1 о е সুতরাং 


1 সমকোণ = 100° ( গ্রেড ) 


19 = 100° (মিনিট ) 
г =100” ( সেকেণ্ড )। 
ইহা! এখন স্পষ্ট যে, 


1 সমকো৭=90"= 7 = 100 


অন্তব্য :এই পদ্ধতিটি প্রায় অপ্রচলিত। ইহার ФР ফরাসী বিপ্লবের যুগে_ 
অথচ ফরাসীদেশেও 851 প্রচলিত হয় নাই। 

উদ্দাহরণ £_(1) একটি ত্রিভুজের তিনটি কোণের ARATE যথাক্রমে 2:8: 4. 
কোণগুলি তিনটি পদ্ধতিতে কত হইবে নির্ণয় কর। 

মনে কর! যাক কোণগুলি 24, 3< ও 4. 

তাহা হইলে, 9<+ 3<+ 4< =360°, অর্থাৎ «= 40° 

স্থৃতরাং কোণগুলি 80°, 120”, 1607. 


180%- т, অতএব 80°= gg% =S 1416 x $° = 139639% 


190-150 x 190° =3'9416х $° =9'0944° 


— = ° е 
160° = -88)৮160*- 3'1416X8° = 27998 


৪ ত্রিকোণমিতি 
80° =22 x 80° = 88°80, 
190°=2.X 120% =133'2" 
' 160°=10x160°=177'6% 
অর্থাত ত্রিভুজের কোণগুলি (80°, 190°, 16°) 
বা (139682, 2'0944°, 2'1988°) 
41 (88:87, 13829, 17769), 


(2) 9 ফুট উচ্চ একটি wg অনুভূমিক তলের উপর স্তম্ভ হইতে কত দূরে 107 
কোণ উৎপন্ন করিবে? 


АВ-10 ফুট, 0° = Z AOB, š 
ОА = 2. 
[ 48০৪. অত্যন্ত ছোট বলিয়া ০ ч ñ 


АВ, ОА তুলনায় অত্যন্ত ছোট, 15 
স্থতরাং Ав-сФ, ০ কেন্্রবিশিষ্ট বৃত্তের একটি চাপ মনে করা যায় ] 


0. 99 
১০১০০৮৮০০7৮ еі» 


60х90х7х 92х10 ñ 
অর্থাৎ 2025 848 36 ফুট (প্রায়) 


প্রশ্নমাল! 
1. রেডিয়ান আকারে প্রকাশ কর-_ 
G) 45°7'30” (№). 20° 6' 15" 
2. ¥ পদ্ধতিতে প্রকাশ কর-_ 
14° 1\° /3z|° 
НАН ШЕ 
3. একটি RA সপ্ততৃজের অন্তঃকোণ কত রেডিয়ান? 
Ao একটি чач সপ্ততুজের বহিঃকোণ ডিগ্রী, মিনিট ও সেকেণডে প্রকাশ কর) 
5. ত্রিভুজের একটি কোণ 60°, একটি কোণ 32 রেডিয়ান, বাকী কোণটি কত 
রেডিয়ান? 
6. একটি পাখা 1 সেকেণ্ডে 10 বার ঘোরে। 11 রেডিয়ান কোণ উৎপন্ন 
করিতে উহার কত সময় লাগিবে? 
7. একটি ত্রিভুজের কোণগুলি সমাস্তর শ্রেণীতৃক্ত। ক্ষু্তম কোণটির 


(ডিগ্রীতে প্রকাশিত হইলে) ও বৃহত্তম কোণটির (রেডিয়ানে প্রকাশিত হইলে ) 
অনুপাত 60 : z, Гасан কোণগুলির মান রেডিয়ানে প্রকাশ wa | 


8. একটি ত্রিভুজের কোণগুলি 'সমাস্তর cewe) wees কোণটির 


কোণের পরিমাণ 9 


(fete প্রকাশিত হইলে) এবং অপর কোণ দুইটির যোগফলের (রেডিয়ানে 
প্রকাশিত হইলে) অনুপাত 270 £ 11. কোণগুলির মান ডিগ্রীতে নির্ণয় কর। 

9. একটি বহুভুজের কোণগুলি সমাস্তর শ্রেণীতূক্ত__ইহার ক্ষুদ্রতম কোণটি 96° 
হইলে, ইহার বাহুসংখ্যা কত? [ সাধারণ অস্তর 19° ] 

10. একটি গরু 5 ফুট দৈর্ঘ্যের একটি দড়ির দ্বারা খৌটার সহিত বাধা আছে। 
যখন দড়িটি 20° ঘুরিবে, তখন গরুটি কত দূরত্বে যাইবে 7 

11. পৃথিবীপৃষ্ঠে একই অক্ষরেখায় অবস্থিত দুইটি স্থানের মধ্যে দুরত্ব % মাইল 
হইলে, উহাদের দ্রাঘিমারেখার পার্থক্য কত? ই [পৃথিবীর ব্যাসার্ধ = 3960 মাইল 1 

12. 6 ফুট উচ্চতার কোন ব্যক্তি 440 গজ দূরে чур তলে কত উগ্নতি- 
কোণ উৎপন্ন হইবে? 


উত্তরমাল। 
1. (i) "7879 (আসন্ন ),`35 (আসন্ন); 2. 8° 10' 5654 (আসন্ন); 
2° 51' 49'09" (আসন্ন), 135%; 8. 1Ң; 4. 51° 95498" ; Б. A 
т т 


m 
26. TS; % езі? 8. 54, 60,66; 9. 6410; 7 
10. 14195; 11. 744° (প্ৰায়); 12. 1636 (প্রায় )। 


দ্বিতীয় অধ্যায় 
বিভিন্ন পাদে অবস্থিত কোণসমূহের ব্রিকোণমিতিক অনুপাত 


( Trigonometrical ratios of angles іп different quadrants ) 


21. ত্ৰিকোণমিতিক অনুপাত শুদ্ধ সংখ্যা, অতএব ইহা! ধনাত্মক বা খণাত্মক 
সংখ্যা হইবে। ক্ষেত্রবিশেষে ইহা শূন্য বা অসীম সংখ্যা হইতে পারে। স্পষ্টত উক্ত 
অন্থপাতের চিহ্ন রেডিয়াস ভেক্টর (r), ভুজ (z) ও কোটি (/)-এর চিহ্নের উপর নির্ভর 
করে। ?-কে সব সময় ধনাত্মক ধরা হয় এবং 2 ও %-এর চিহ্ন লৈখিক চিত্রের নিয়ম 
অন্কুসারে আরোপ করা হয়। রেডিয়াস ভেক্টর প্রথম পাদে থাকিলে z+, 94; 


দ্বিতীয় পাদে থাকিলে 2-, y+ ; তৃতীয় পাদে থাকিলে ৫_,/- এবং চতুর্থ পাদে 
থাকিলে 5+, - ধরা FF | 


2.1 (a) "91 (0) 9.1 (с) 9.1 (9) 


> PM Ў 
2.1 ৫) চিত্রে sin ৪= 5% (ধনাত্মক ), অতএব ৫০৪০০ 6 ধনাত্মক 


ом т 
Ч e 0 sec 0 „ š 
РМ у | 
tan ৮ G » 0050 m 
: РМ у 
9.1. (b) চিত্রে sin б- OP т ( ” ) > совес 0 ” 


сов o 7? (খণাত্মক ) > 8000 YF 

tan o 2. » (050 ” 
81.(0 চিত্রে sin o= MU (,) „оер, 

০০৪৪০2৮৫10৮). 2 -.., 


বিভিন্ন পাদে অবস্থিত কোণসমূহের ভিকোগমিতিক অনুপাত 11 


tan 0= = (ধনাত্মক) , coto ধর্নত্মক 


91 (a) চিত্রে sin o= N= (খণাত্মক 17. ০05600 TIT 


ом _ т 

cos 0= ০৮ = 7 (ধনাত্মক ) ১১59৫ 0 ধনাত্মক 
РМ _ -y 
0=—= — 

tan oE S a (ate) „ сб খণাত্মক 


উপরের সিদ্ধান্তগুলি নিয়লিখিতরূপে প্রকাশ কর! যায় š 

G) ০৪9০” হইলে, রেডিয়ান ভেক্টর প্রথম পাদে অবস্থিত হইবে এবং 
ত্ৰিকোণমিতিক সকল অনুপাত ধনাত্মক হইবে। 

Gi) 90° <o <180° হইলে রেডিয়াস ভেক্টর দ্বিতীয় পাদে অবস্থিত হইবে এবং 
sine ও ০৪6৫ ব্যতীত অন্য অন্গুপাতগুলি খণাত্মক | 

Gii) 180° <9 <270° হইলে, রেডিয়াস ভেক্টর তৃতীয় পাদে অবস্থিত হইবে 


এবং tan ও cot ব্যতীত অন্য অনুপাতগুলি 274% 
ধণাত্মক য়পাদ | প্রথমপাদ 
С হইবে! (біп) | (АП) 


(iy) 270° <0 <360° হইলে, রেডিয়াস 
ভেক্টর চতুর্থ পাদে অবস্থিত হইবে এবং сов 8 вес š 
ব্যতীত অন্য অন্ুপাতগুলি খণাত্মক হইবে। তুতীয় পাদ চতুর্থ পাদ 

ত্ৰিকোণমিতিক অন্থুপাতগুলির চিহ্ন মনে (Тап+) | (Cos +) 
রাখিবার স্থবিধার জন্য পার্থের চিত্রটি ব্যবহার করা 


সুবিধাজনক | স্থত্রাকারে ইহাকে “all, sin, бап, 24 
сов” আখ্যা দেওয়া ga | 

22. 0°, 90°, 1807, 270° এবং 360° কোণসমূহের ত্ৰিকোণমিতিক 
oS ; 


G) যখন оғ, ox এর সহিত মিলিত 
অবস্থায় থাকে, তখন ZPOX=0° এবং Р বিন্দুর 
স্থানাঙ্কে (1, 0), যেখানে ор-1 একক দীর্ঘ। 


অতএব, sin ০০৫০. 


В 5 
сов 0 =1. 


sin 0° 0 
сов 0 = 1 0. 


এবং tan 0° = 


ж 
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(i) যখন ОР ধনাত্মক দিকে আবতিত 523] 
০+-এর সহিত মিলিত হয় তখন ¿POx=90 
P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (0, 1) 

অতএব, віп 90°=1 

сов 90° =0 


„_зш 90° 1 
44: tan 90 = ооз 30° — 0’ 


ইহা সংজ্ঞা-বহিভূ্ত 
(0) যখন ОР ধনাত্মক দিকে আরও 
আবতিত হইয়া ০%এর সহিত মিলিত হয়, তখন 
Z Pox=180° এবং Р বিন্দুর স্থানাঙ্ক (— 1, 0) 
অতএব, sin 180°=0 


сов 1807--1 
о віп 180° 0 
бап 180 FISTS ETO oly 
(iv) যখন оғ একই দিকে [п ০+'এর. সহিত Ç 


মিলিত হয়, /рох=910° এবং P বিন্দুর স্থানঙ্কে 
(0, жі 1) 
অতএব, sin 270°= -1 


сов 270°=0 
ә sin 270° —1 
tan 270 = сов 270° £70 
ইহা সংজ্ঞা-বহিভূতি 
(0 অবশেষে ОР যখন পুনরায় ০%এর সহিত iY 
মিলিত অবস্থায় থাকে, তখন ¿Pox=360°. এবং P 
বিন্দুর স্থানাঙ্কে (1, 0) 
অতএব, sin 360°=0 
сов 360°=1 
Ean 360° = sin 360° 0 


соз 360 1 ০. 
23. কতিপয় বিশেষ কোণের অনুপাত : 
(i) (-9) কোণের অনুপাত: 
[ Ratios of the angle (- ۵)] 
4-94, Z ХОР=0 এবং ১০০ – 9. 
Р হইতে OX এর উপর РМ লম্ব টানিয়া উহ! বধিত 
কর যেন ০৭কে Q বিন্দুতে ছেদ W| তাহা হইলে, 
APON = AQON 


@N= - PN, 0P=00 ( সর্বদা ধনাত্মক ) 


* 
বিভিন্ন পাদে অবস্থিত কোণসমূহের ত্রিকোণমিতিক অনুপাত 13 


মনে কর, Р বিন্দুর স্থানাঙ্ক (z, y), তাহা হইলে a বিন্দুর স্থানাঙ্কে (2, - 1) 
এবং ০৪-০০,-? (রেডিয়াস ভেক্টর ) | i 


ае; Жұ 
sin ( (= >= Е = —sin 0 
ом 
—0)=— =" = 
сов ( — 0) Б сов 9 


_ —= — Бар 6. 


অন্তোন্যক লইয়া, cosce ( — 6) = _ cosce 0 
see (— 0)= see 0, cot (— 0)= ~ cot — 0. 1% 
উপরের চিত্রে 9 একটি sha ধরা হইয়াছে । few 9এর যে কোন 
পরিমাণের জন্যই উক্ত অন্পাতগুলি সত্য হইবে। 
Gi) (90-9) ও 0 পুরুক сіс অনুপাতের সম্পর্ক 
মনে কর, L ХОА--0, ZBOY =0 
2. 4хов-90%-0 
ОА ও ове উপর P এবং @ বিন্দু এমনভাবে 
লও যেন OP =O@ zT | ; 
০%এর উপর Рм, ам লম্ব টান। 
Paq ভুজ %=0N, কোটি у=РМ ও 
রেভিয়াস ভেকৃটর r= ОР. 
আবার, ача ভুজ 2 =0м, কোটি y = PN 
ও রেডিয়াস ভেকৃটর r = oo. 
এক্ষণে, ДРОМ = Даом 
aM =oN, OM=PN, Оз-оР. 
অর্থাৎ =a, v =y r =r 


sin (90°—0)=sin / XOB =, = =e 0 
cos (90° _৪9)- cos Z ХОВ = রী 0 
бал (90° = )= tan Z xoB = -৮-৫-০%৪ 


অন্যোন্যকগুলি 9231 পাই, 

совөс (90° — 0)--нес 0, вес (90°— 0) --совес 0, cot (90° — 0)=tan б. 

দ্রষ্টব্যঃ оча পরিমাণ যাহাই হউক না কেন উক্ত অন্থপাঁতগুলি সর্বক্ষেত্রে 
সত্য হইবে। 

দুইটি পূরক কোণের যে কোন একটির sine অপরটির ০০৪i॥eএর সমান. এবং. 
যে কোন একটির tangent অপরটির cotangent সমান। 


14 ত্রিকোণমিতি 
(іі) (180:-9) ও ০ 94% কোণদ্বয়ের অনুপাতের সম্পর্ক : 
মনে কর, /ХОА-0, /ВОх-0 
4৯০৪ 51809 
ОА ও ০৪এর উপর Р এবং ৭ বিন্দু 
এমনভাবে লও যেন OP = OQ হয়। 
০%এর উপর PN এবং OXF উপর 
QM # টান। 
Paa ভুজ ০-০, কোটি у=РМ 
এবং রেডিয়াস ভেক্টর "= OP. 9.10 
আবার, ача ভুজ 2 = OM, iy = aM এবং রেডিয়াস ভেক্টর r = ০৫. 
এক্ষণে, ДРОМ 25 Даом 
2. @M=PN, ОМ--ОМ, oP=oq 
অর্থাৎ у=, = - z, r= 
sin (180° – 0)=sin x oa = ®M, 
OQ 


=== gin 0 
r 
2 112০ = 
eos (180° — 0) ৪৪৫ ৮ сов 0 
° Әму у у 
চি) ДЬ арғы БЫША 
tan (180° — 0) реа পপ 2 бап 0 


অন্যোন্যকগুলি লইয়া পাই, 

0890 (180° — 0) = совес 0 
see (180° — Ө) = — sec 9 
{ап (180° — 0)= — cot 0. 

দ্ৰষ্টব্য £ সম্পূরক কোণছ্বয়ের sine সমান হইবে, এবং ০০৪in৪এর পরিমাণ সমান 
হইবে, চিহ্ন বিপরীত হইবে। 

Gv) (9০ 49) ও কোণদ্বয়ের অনুপাত্তের সম্পর্ক: 

মনে কর, /хОА-0, /дов--90% ৪ 

Ехов- 4 ХОА+ / Аов 
=(90°-+0) 

ОА ও ОВ-44 উপর যথাক্রমে Р ও а বিন্দু 
লও, যেন ОР=О@ হয়। ОХ-44 উপর PN 
এবং ০৮'-এর উপর ом 9% টান। 

P বিন্দুর ভুজ т-ом, কোটি у-рм ও 
রেডিয়াস ভেক্টর r= oP এবং о বিন্দুর ww r= 
ом, কোটি ॥'= aM ও রেডিয়াস ভেক্টর"? = ০০. 9.11 


নিসার Бойы йын ымыны ররর РНЕ РЧР 


বিভিন্ন পাদ অবস্থিত কোণসমূহের ত্রিকোণমিতিক অনুপাত 15 
এক্ষণে ЛРОМ2=Даом 
++ РМ-ОМ, ОМ-аМ, oP=oq 
অর্থাৎ y= -a a= r= 


° 1 у; = М0 2 
.- sin (90° + 6) সে EO 9. 
° ом 2” -у қ 
90 = =-= £=- 
сов (90° + 0) тре AT ৪10 9 


tan (90-0)-У--2 – 2 
Ке | у 
অন্যোন্যকগুলি লইয়া পাই, 
совес (90°+ 0) = sec Ө 
вес (90%--0) = — совес 9 
cot (90°+0)= — tan 9, 
2.4. (i), (а), (іі) ও (іу) নং ক্ষেত্রে 94 ফলগুলির সাহায্যে আরও কতিপয় 
কোণের ত্রিকোণমিতিক অঙ্পাতের সম্পর্ক নির্ণয় কর! TH | 
(а) (1807--0) কোণের অনুপাত £ 
180°+0=90°+(90 + 0) 
=90°+ç% [ 90°+0=% «ап 1 
sin (180°+0)= sin (90°+4)= сов $ 
= сов (90 --0)- —sin 0 
сов (180° + 0)= cos (90° + $) [ 9০+9-% 4а] 1 
= —sin % — sin (907--0) 
= — cos 0. 


аз аво+)=%= (18044) 
= DEES = tan 6. 
অতএব, совес (180° +9) = - совес 0 
вес (180 49) - вес 0 
cot (180”--0) --соб 0. 
(b) (9707-0) কোণের অনুপাত £ 
270° — 0 =180°+ 90°— 9 
=180°+%Ф [9০ -৪-% «(| ] 
sin (270° — 0) = sin (1807--4) 
= —sin $= — sin )90 — 0) 
= — cos 0, 
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сов (270° — 0) = cos (180°+¢) 
= — cos $= — cos(90° — 0) 
= —sin 0. 


5 о y = sin (2707-0) -сов0 
.. tan (270—0) = os (97050) `= su 9 


= cob 0 


অতএব, совес (270° - 6) = - вес 9 
вес (270%-0)- – совес 0 
cot (27049) = tan 0. 

(е) (2707-Ь0) কোণের অনুপাত s 


9707--0--180--907--0 
-190+% (90%--0-% afan ] 


2. sin (970%4-0)-віп (180°-+$) 
; =sin $= — sin-(90° + 0) 
= — соз 9. 
сов (270° + 0) = сов (180° +$) 
= —cos $= - cos (90°+0) 
= —(- sin 0) 
=sin 0. 
tan (270° + 0) те 75080 
= — соф 0, 
অতএব, ০০sec (27040) - see 0 
sec (270° +0) = ৫০৪9৫ 0 
cot (2707--0)- —tan 0. 
(а) (360°— 0) কোণের অনুপাত : 
360°—0 =180°+(180°— 0) 
= 180° +¢ [ 180° — 0 = ¢ ধরিয়। ] 
sin (360° — 0) = sin (180° +¢) = —sin $ 
= — sin (180° — 0) 
) = 810 0. 
сов (360° — 0) = сов (1807-59) - = соз ф | 
= — сов (180° = 0) 
= — ( — cos 0) = cos 0 


X = Sin (360°-0)_ = sin 0 
tan (360° – 0) сов (360 = cos 0 


= — tan 0. 
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অতএব, совес (860° — 0) = — совес 0 ) 
вес (360° — 0) = sec 0 VAT а 

” cot (360° — 0) = - сой 0. | ! 

ষ্টব্য। লক্ষ্য কর, (360°—6) কোণের অন্ুপাতগুলি ৮8৮ 
অন্গপাতগুলির সমান 1 

(в) (8607--0) কোণের wgs : 

এক্ষেত্রেও (360°--0) কোণের 'অনুপাতগুলি ó কোণের অন্ুপাতগুলির সমান 
5714 1 
sin (360°4-0) = sin 0 ; сов (3607--0) = сов 0 
tan (360°+0)= tan 0 

অন্যোন্যক লইয়।, совес (360" 4-0) = совес 0 

вес (360°+ 0)= вес 0, cot (3607--0) = cot 0. 

ўа}: n একটি ধনাত্মক বা খণাত্মক sa সংখ্য। হইলে, (n. 360°40) 

41 (2450) কোণের ত্রিকোণমিতিক অন্থপাতগুলি (359) কোণের অন্ুপাতগুলির 
à হইবে। 

af sin (2nz +0)=sin (+0) 
cos (2nx + 0)= cos (+ в) 
tan (277 +0) ={ап (+ 9) ইত্যাদি। 

অতএব, যে কোন কোণের কোণান্থপাত নির্ণয়কালে 360° বা এন-এর যে কোন 
গুণিতক যোগ বা! বিয়োগ করা! যায় । 

ত্ৰিকোণমিতিক অনুপাত সম্পর্ক নির্ণয়ের জন্য নিয়ে প্রদত্ত সহজ নিয়মটি মনে 
রাখিবে। 

o যদি 90° ডিগ্রীর IN গুণিতকের সহিত “++ বা ‘- “е দারা যুক্তথাকে, তবে 
কোণান্পাতগুলি অপরিবর্তিত থাকে | অর্থাঘ sine, (cosine, tangent যথাক্রমে 
sine, cosine, tangent ইত্যাদি থাকে। কিন্তু 9 যদি 90° ডিগ্রীর 5ш গুণিতকের 
দহিত + বা — fetal যুক্ত থাকে, তবে sine পরিবতিত হইয়া cosine, tan- 
gent পরিবতিত হইয়া cotangent হয় ইত্যাদি। 4 

ЕЯ cata sit আছে абе sta 
এবং সেই অনুসারে চিহ্ন দিতে হইবে। fama 841554814 লক্ষ্য কর। 
জন্ধ ফলগুলির প্রয়োগ : 
উদাহরণ 1. মান নির্ণয় কর £ 
` sin 210”, cos 300°, бап 225°, see 150°, cot ( — 1575°), tan 1110 
віп 210° = sin (180° +30 )= —sin 30°= -4 
сов 300° = сов (270°+ 30 )=sin 30°={ 
бап 295° = {ап (270° – 45°) = cot 45°= +1. 
Н; 5, Тгір,--2 


18 ই "ত্ৰিকোণমিতি 


қағаннан O E 
вес 150° = og 150° сов 18030) cos 80 J5 


cot (- 15157) - — cot (1575%)-- - cot (4 x 360° +135°) £ 
= — соё 135°= — cot (180° — 45°) 52% 
= соб 45°=1. 


tan 1110° = tan (3 x 36074-20?) = tan 30° = 


উদ্দাহরণ 2. মান নির্ণয় কর? 


9x С. 3 т 
tan ГЛ ={ап (2+7) = ton 31. 


` соё চান (зх ал— 3) ү cot [- 3) 
1 


m eW. т 
= — cot z = — cot 60°= 73: 


উদ্দাহরণ 3. প্রমাণ কর £ 
сов A+ sin (97048) = sin (270° — A)+ соз (180°+А)=0 
ететі = сов А- cos A+ cos А — cos А 

| =; { 


উদ্দাহরণ 4. মান নির্ণয় wa: 
sin 330 +tan 45° — 4 віп? 190° + 2 соя" 135°+ sec” 180°. 
প্রদত্তরাশি- sin (360° — 30°)+ tan 45° — 4 {sin (180° — 60°)}* 


+2 {cos (180° — 45°)}* + see 180° 


লগ (— 80) L tan 45° — 4 віп" 6049 сов? 45°+(— 1)* 
ein 8০41-40-43): 1) 

= —sin 30°41 2) +е[-д) +. 
--ік-3кіне-іф 
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উদ্ধাহরণ 5. মান নির্ণয় কর : 


Кета 
sin? sina 7 করি E tsin? > 


š এই, sin 235 - 75 sin (27 2) іш НЕСЕ 42 1. | 


1/9 


sin Sr un | [z+ = = віп #= - 


біш এন (2*- = et 2- ыу 41. 


4 V2 


Tei = E 1 ন) +(- Jal `+(- я 


তন কাশ 


съ উদ্দাহরণ 6. মান নির্ণয় কর £ 


sin z+-sin (z+z)+- sin (27 +a)+ +%-তম পদ পর্যস্ত। 
রানি =sin 2481 (т--ш)-Евїп (2r F2) + sin (Зла): 


+%-তম পদ 48 | 
твіп 7- іа T+ sin z+sin (21+ x+2)+-.-- 


+%-তম পদ পৰ্যন্ত । 
=sin z sin ০481. 24810 (#+2)+----4+-1-তম পদ পৰ্যন্ত । 
810 2-віп 2+ sin z— sin +-+ пе পদ Hh 
=0 ( n যুগ্ম সংখ্যা হইলে ) ই 
=sin z ( n TIA সংখ্যা হইলে ) 


উদ্ধাহরণ 7. n পূর্ণসংখ্যা হইলে, sin art ( 1"2} এর মান fn: কর। 
"4 হইলে, মনে কর্‌ N= дт, (m একটি зд) 
sinfnn+(- "= ктт (– Dan) 
Я 2m т 
твіп Іс 171% 3) 
=sin Z= এ) [(+3)*-1] 
আবার n বিষুগ্ হইলে, মনে কর n=9m+-1 (m একটি পূর্ণ সংখ্যা ) 
қа |т+(- 17) =зї{(Ф#®+1)х+(— 1)%"+1, т) 
=3in ৮ 5) [e (-1)27%15-- 1] 


=вїп :- -өһ3 Ав. 
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উদ্দাহরণ 8. যদি ABCD {8% DYRT হয়, তবে প্রমাণ কর 


сов А--сов B--cos С--сов D =0 
ABCD 18% 579, 
А--с-1807 .". с=180°—А 
এবং ৪+0 180” .'. р-1807-в 
сов A+ cos B + сов ০4৫০9 D 


= сов A+cos 8--сов (180° — A)+cos (1807- в) 


= cos A+ cos B = cos А- cos В 
2-0. 


উদ্ধাহরণ 9. ০০-৩০-৩3০০” হইলে, 9 এর মান নির্ণয় 4411 
Gii) tûn 0= — ИЗ 


ü сов 0= - 5? (ii) вілдбе-е-і 


(із): tan û =2 sih % (v) 2 віп”0--8 сов 0=0 
0) сов 0= УЗ, কিন্ত 4704 cos Ө IF | 


2. দ্বিতীয় ও তৃতীয়পার্দে অবস্থিত হইবে। 

1. сов 0= сов (1807-90 )= соз (1807--307) 
2. 78160 9107. 

(ü) sin 30°=1, কিন্তু এস্থলে sin 0 খণাত্মক। 

*. -৪ তৃতীয় ও চতুর্থপাদে অবস্থিত হইবে। 
2. sin 0=sin (180°+30°)=sin (360° - 30°) 
0= 910°, 330°. 

(iii) бап 60° = У9, কিন্তু 47041 tan 0 খণাত্মক | 

2. 0 দ্বিতীয় ও চতুৰ্থ পাদে অবস্থিত হইবে। 

1. tan 0=tan (180° – 60°) = tan (360° = 60°) 
1. 0=190°,800°. 

sin 0 


295 вїп 0 


(iv) tan 06-2 віп 041 


1101) 
বা, віл o| *,-3)=0 
grin ০০0 .. 0=0 q 180° 


1 
অথবা ৪58৮৫ 41 eos 0 =] = eos 60° = cos (360° — 60°) 


2. 8-60 ৰা 300° 
8-07, 607, 180°, 300". 


i 


বিভিন্ন পাটে অবস্থিত কোণসমূহের ত্রিকোণমিতির অনুপাত . 21 


(v) 2віп" 0+3 cos 0=0 
বা, 9(1-сов% 0)+3 cos ৪৯০ - 
বা, 29s? 0—3 cos 0 2=0 208, 
41, (сов 6- 2)(9 сов 0+1)=0 
হয় соз 06-92:-0 2. cos 0-2 
অথবা, 2 соз 0+ 1=0 2. (ө86-- 
কিন্তু соз Ө কখনও 1 অপেক্ষা বড় হইতে পারে না। 
сов 0 = 2 অসম্ভব মান। 
сов 0 = — k= соз (180° — 60°)= соз (190++60) 
0 =190°, 240° 


প্রল্সমালা 2. 


1. নিয়লিখিত অনুপাতগুলির মান নির্ণয় কর :— 

(i) sin 540° (ii) сов (= 390°) (iii) соь 185° (iv) cosac 190° 
(v) sec 840° (уі) tan эл (vii) cot =" (viii) вес pa ү) 
(ік) созве(—11950°) (х) sec (- 660°) | 

2." মান নির্ণয় কর :— 

(i) sin? 60°--сов? 150°--tan" 120°+cos 180°—tan 135°, 

cos (5+) вес 149 tan (7-0 


, Gi) 
вес (27 +0) sin (৮+9 cot 18 


(iii) віп" т.е" Br аши! реет 7 


p A вя un উল а 1 
(іу) tan ñ tan — 16 tan 16 tan т 

3x бт Тл 9т 

6) cot у cot у cok 20 ০০% 2 е% 90 


в. п পূর্ণসংখ্যা হইলে, tan [e-r y এর মান fafa কর। 


4. প্রমাণ কর :— 
. G) tan 0+tasn (180°+4-0)+ cot (90°+0)+ tan (360° – 0)-0 


(ii) віп (190+4-0) sin (180° — 0) — сов (180° + 0) 
сов (180 - 0) -1 


AZOT 


99 : ত্ৰিকোণমিতি 
(8) -cot (i+) cot (£-9-£ 
5. (i) cos 0= – «4.4507<0-<<540% হইলে, 0 এর মান কত ? 


(ii) tan 0= 5 এবং 180°<9<450° হইলে, 0 এর মান কত? 


6. সমাধান কর j> ৪৪৫০১). 


(i) sin 9= 4 Gi) cot 0= J3 


(1) cot ০4680. 6--9 вес 0 
(iv) 4 сов" 0+2 sin? 6-9 
(у) 3 (вес? ০4605 0)-5 
(vi) 9 віц? ৪4৫০5 06-2 
(vii) cot 0+tan 0=2 совес 0 
(viii) sin? 0 — 2 cos 0+1=0 
O (ix) tan + sec = УЗ 
0). 2 sin 0+3 eos 0=0 ) б) 
ˆ Qi) 2 صنو‎ 0+ У3 сов 941 0 : Ж 
(xii) cos 0+ /3 віп0- /9 ) 
7. প্রমাণ কর G z এর কোনও বাস্তব মানের দ্বারা sin g=z+1 ৪৮৮ 
সিদ্ধ হয় না। 
8. (i) А,В, с কোন ত্রিভুজের কোণ হইলে, প্রমাণ কর যে, 
віп (A+B) — сов c= соз (А-Ев)-Евїп с. 
Gi) А,В, с, D কোন চতুতুজের কোণ হইলে দেখাও G, 
tan š (A+B)+tan 2 (c+ D)=0, 


উত্তরমালা 
1. () 0 G) 238 ' (ü)—1 (іу) 5 (у) -2 -75 


б) 7-1 (0) А (х) -%20৯ 9 2.0) 4 G) —1 


(i) 2 Gv) 1 (0) 1 8. 1 5. G) 480° (№) 9107, 890 
6. (i) 60°, 190° (ii) 30°, 210° (ін) 30°, 150° (іу) 45°, 185° 
(х) 30°, 150°, 210°, 330°, (уі) 60°, 90°, 970°, 300° (уі) 60, 
180°, 300°, (viii) 60°, 300° (ік) 30°, 910° (x) 190%, 940” 
(si) 150°, 210° (zii) 15°, 105° 


তৃভীয় অধ্যায় 
মিশ্রকোণের ব্রিকোণমিতিক অনুপাত 


( Trignometrical Ratios of Compound Angles ) 


зл. BAAT: / এবং ৪ ধনাত্মক TATÎ এবং A+B<90° হইলে, 
প্রমাণ কর যে, 
G) sin (A+s)=sin А cos B+cos А sin В 
(ii) сов (А--в)--сов А cos B — sin А sin В. А 
মনে কর একটি A রেখ! ОХ হইতে ঘুরিতে আরম্ভ করিয়া Z¿xoY=A 
উৎপন্ন করিল এবং একই দিকে আরও AN 
পুনরায় Z voz = B উৎপন্ন করিল | 
তাহা হইলে, ৫৯০৪ = A+B. 
wata রেখার শেষ অবস্থান 02 এর উপর P 
একটি বিন্দু লইয়া, ox এবং OY এর উপর যথাক্রমে 
ра এবং PR ач টান। পুনরায় R বিন্দু হইতে ox 
ও ₹৪-এর উপর যথাক্রমে RS এবং RT 99 টান। 
সমকোণী ত্ৰিভূজ roa হইতে, 
G) sin (+0) er Er кетет 
= RS PT šRSOR TETOR 
OP ОР ОВ ОР PROP 
=вїп А.сов B+cos Z TPR.sin B 
কিন্ত, /тРЕ=90°— Z TRP= ৫7২০ Z ROs=A 
7%. sin (А-В) = віп А сов B+eos A sin B. 
Gi) сов (A+B) -02,08-48.08-15 -98-13 
EOI OR ТЕТЕ 
OR'OP PR ОР 
= сов A.cosB — sin / TPR.sin В 
= cos A. eos B — sin A.sin B [ (i) নং ক্ষেত্র হইতে ] 
32. উপপাদ্য £ л এবং B ধনাত্মক, 240414 এবং А>в হইলে, প্রমাণ 
কর যে, 
(i) sin (A —B)= in А cos B — cos А sin B 


T 


(ii) cos (А-в)- cos А cos B+sin A sin 8 
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মনে কর, একটি 5044 রেখা ох হইতে ঘুরিতে আরম্ভ করিয়া /хоу-А 
উৎপন্ন করিল এবং পুনরায় বিপরীতক্রমে A 
4үо2-в উৎপন্ন করিল। 


তাহা হইলে, Zxoz=A-B 

ঘৃণ্যমান রেখার শেষ অবস্থান 02 এর উপর 
একটি বিন্দু P লইয়া Ох এবং ov এর উপর 
ঘথাক্রমে РӘ ও PR sN টান। পুনরায় R RT, 
হইতে ох এবং বধিত оғ এর উপর যথাক্রমে | 07-75 
Rs ও RT яч টান। 


সমকোণী ত্রিভুজ РО а হইতে, 


(i) sin (А- -в)=22- каш ыг ДО! и-и 


он Ор PR ОР 


=sin А сов B —cos ZTPR.sin В 
কিন্ত LTPR=90°— LTRP= LYRT= ZYOX=A. 


+. Sin (А —B)=sin А cos B —cos А sin В. 


е =9S+Se@__os+RT_os RT 
GD ов (А-в)- оғ ОР ОР oP 
_ O8 OR RT PR 


OR ‘OP PR ОР” 
= cos А cos B+sin Z TPR.sin В. 


= соз А соя B+ sin A sin B. (б) হইতে ZTPR 


=a বসাইয়1] 
অনুসিদ্ধান্ত £ (i) tan (A+6)= tan A+ tan B 


I—tan A tan B 
= tan A—tan B 
Lv E а ыы 
sin (a+ B) sin А cos B +cos A sin B 
ЛЫ = 08 D T cos A sin В 
u AFB (A+B) сов A cos B —sin A sin B 
= tan a+tanB | লব ও হরকে сов A 


1—{ап A tan Ê cos B দ্বার| ভাগ করিয়া 
অনুরূপভাবে, tan (A — ৪)-র табе প্রমাণ করা যাইবে। 
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(ü) sin (A+B) sin (279) ৪1০১৯781058 = соз? в- cos А 7 
sin (A+B) sin (А- в)--(віп А соз B+ os А sin В) 
х (sin А сов B — соз А вір В) 
= sin°A соз"В- соз“ А вїп* В. 
= віп" А(1-віһ ° в) – (1 — віп? А) віп? B. 
=sin* 77918, 
(1০০৪৭ д) – (1- cos? В) = соз? B — Соз? А, 
(іі) sin (A+8)+sin (A—B)=9 віп А сов в. (а) 
sin (A+B) — sin (A—B)=2 сов А sin В. (b) 
соз (A+B) + cos (А - в) = 9 сов А сов В. (с) 
cos (А-В)- соз (Ав) = 2 sin А sin В. (4) 
(ir) sin ০495 о=2 sin SSD oos 2—0, to [ЖТС 


2 27 অনুপাতের যোগফল” 
sin С sin D= 2 сов CTD iin сер. এবং ভানপক্ষ উহাদের 
2 2 গুণফল। 
cos C+ cos D = 9 cos 59 сов 0 
9 7 
cos C соз D=2 sin s sin ==. 


t 
Gü) এর ফলগুলিতে A+B=c ও A-B=D বসাইলেই Gv) এর ফলগুলি 
. পাওয়। যায়। 


ОЕ (A+8+0)= 2 A+tan B+tan C—tan А tan B tan С 


1—tan A tan B —tan B tan C— tan С tan А 
তানুগিদ্ধান্ত (i) হইতে ইহার প্রমাণ সহজসাধ্য। 
উদাহরণ 1. sin 75° এবং tan 1-এর মান নির্ণয় FF | 
sin 75° = sin (45°+ 30°) = віп 45” сов 30” --сов 45° sin 30° 
1 y3, 1 1 V3+1 


“у азы বিডি রঃ 
এবং tan 15° = tan (45° — 30°) 
1 
© ° 2. 
= tan (40) tan 30 _ Кез ад ০ УЗ 


17৮80 45° tan 30° 1 w3+1 
1+- 
УЗ 
84|%442. প্রমাণ কর tan 20° +tan 25 + tan 20° tan 95-1 


tan (45°)=1={ап (20° + 257 = — 
অর্থাৎ tan 20° + tan 25° + tan 90° tan 25° =1 


26 i ত্ৰিকোণমিতি 
উদ্দাহুরণ 3. প্রমাণ কর cot 2A+ tan A= cosec 2A 


eos ЗА sin А. сов ЗА cos А--віп 2A sin А 
sin ЙА COS А sin 2А сов А 


cob JA Ttan A= 


Tain 2А cos 08 A sin іп ЗА 


উদ্ধাহরণ 4. যদি A+B+C=r এবং соз А=созв cos С হয়, তবে 

প্রমাণ কর যে i Í | 

(i) tana=tanB-+tanC ' (i) соё&всоёс={# 

() A+B+C=x, ৮০ А-т-(в-“с), /. вш А-ніп (в--с). 

sin А біп (840) _ sin В сов c+cos В sin С 
ұла ঠাক ТП соәВсовС о. 
= tan B+ tan С. 

(4) cos A= cos {т — (в+с)} = - cos (g +c)= 
š — (сов В cos С- sin В sin С) 
c. COS ҰШ C= — cos В соз ০4510 В sin C [ প্রদত্ত уса | 
অর্থাৎ sin B sin с=9 сов B cos С 
2. cot B.cot CE} 


= cosec дА. 


উদ্ধাহরণ 5. যদি Ө+Ф=7 হয়, তবে প্রমাণ কর থে, 
(1+tan 0)(1+tan Ф) = 2. ইহার সাহায্যে tan 29474 মান বাহির w | 
tan (0+¢)= tan =! 

. tan 60+ tan $ 
"" l—tan 6 tan $ 9 
বা, "1+ tan 0+tan $+ tan 0 tan $=2, বা, (1+tan 0)(1- tan $) = 2 
এক্ষণে, মনে করা যাক 0-%, তাহা হইলে, (1+ tan 922)" এ 
অর্থাৎ tan 92 +1= V2, 41, tan 992 = ৮০1. 

[ tan 224° >0 বলিয়া খণাত্মকমানটি উপেক্ষ। কর! হইল | 
Berend 6. প্রমাণ কর, соз 15° —sin 15°= т [cos 15° ও sin 15-4 
মান ন! বসাইয়! ] 
сов 15°— sin 15° = сов (90° — 75°) — sin 15° 
= sla шй 16709 а” as +18 قل تام‎ 


TEA 
= 9, cos 45° sin 30° = 9. me 2: 


=1, Fl, tan 0+ tan $= 1= tan 0 tan $ 


Е মিশ্রকোণের ত্রিকোণমিতিক অনুপাত 
উদ্ধাহরণ 7. প্রমাণ কর sin 20: sin 40° sin 60° sin 80° = i 
4149%--віп 20° sin 40° sin 60° sin 80° ЖАР» 


з sin 80°.3.(2 sin 20° sin 40°) | 


= УЗ 80° (сов 20° — сов 60°) 


3 sin 80° сов 90° — +З. sin 80° cos 60%. | i 
শী, (2 sin 80° сов 90%)- ^ 5 ‚ sin 80° 
3ے‎ 


‚ (sin 100° +sin 60°) ~ з sin 80° 


= 3 sin 1004 З УЗ. 3 іш 807 


віп ৪০47 - УЗ 80° 


f 2. sin 100°= sin (180°—80°)=sin 80°) 
=. ҺА Í a 


উদ্দাহরণ 8. দেখাও যে, i 4277 
sin A+sin 2A+sin 44510 5A ñr ВА 
сов А--сов 2A + сов 44+ cos 5A 
(sin БА--віп A) + (sin 4A +sin 2A) 
(сов BAF соз A) + (сов 4A-+ сов 2A) 
— 2 sin ЗА сов 29479 sin ЗА сов А 
7% сов ЗА сов 2A + 2 сов ЗА сов А 


9 sin ЗА (сов 2А--сов 2A+cos A) 8 ЗА 

7% сов ЗА (сов 2А--сов А) G 
উদাহরণ 9. A, B, с, সমান্তর শ্রেণীভুক্ত হইলে, দেখাও যে 

sin A sin С 

сов C — сов А 


বামপক্ষ = 


= col B 


* 74, B, C antaa শ্রেণীভুক্ত, অতএব 28 = A+ C, та А49 


এখন, sin A— sin С 2 cos 2 cos МАС) sin ҚА- -০)০০০$+০ 
сов С- cos А "ain A(C+A) sin (А с) 3 
г. Ac) 


= cob B. 


N се, ы ত্রিকোণমিতি о ° 


উদাহরণ 10. fF созес A+ ssc A= созес В +зес B 


5, তবে 
দ্বেখাঁও যে 


А-8 
tan a tan В = соб 219. 
совес A+ sec A=cosec B+ sec В. 
অতএব, ০959৫ А — cosec B= sec В — вес A. 

“ба ы ода М. - 
' gin A Bin В cosB cos А” 
віп В —sin A = “08 A — cos B 
sin А sinB’ cos A cos ñ ` 


B+A B—A 
д : 2¢ sin --- 
sin А віп B _ sin В—вїп Акы. чы 9 


9 
сов А сов B соз А- 088... ata B-A 
2 sin sin 4” 


=cot - AtB PFE A] 


» бап A+tan B= cot чә 


উদ্বাহরণ 11. যদি sin A=K.sin B হয়, তবে প্রমাণ কর 
өл А28-К-1, аФв 


9 кг 9 


-. віп ০10 অতএব sin A — sin B _ K=- 6-1 


sin B sin A+sin B к+1 


[ যোগক্রিয়া ও ভাগক্রিরা ছারা 1 


Е 2 -к-1 
кч AB eog eog AB K+1 
অর্থাৎ x: A eklen “те 
উদাহরণ 12. ধরি P S est. হয়, তবে প্রমাণ কর 
৪25 ше, Ы» (В. B. Бш. 1971) 
ы 5.2... [es] 


gee RRE 9% 


a+b 


অতএব 477 sint +++ 


‚ 6০৪ <=1 
অর্থাৎ (1+) sint <+[1+#)eost <=1 
নারি «+ sint «+f cos <=1. 
М (sine «+ сов? a)” — 2. віп? <. сов" <+(,/ 1 шм) 
VOLE 
„ (sint acosta) +) sins <)" +( VE cost у 
; - /. sin” <. Nr: сов? <=1 
, 1+(5/6 sin" к VE cos a) =1 iN 
” ye sin? «-,/4 cos? «, ты? 


sin «_ Уа Ма_а 


” cota УР Б РЁ 
біп” < соя! < —sin* «+ сов" < চা 
Рт 7 ৪48 A 


৪108 4098৭. 1 Барды ০7৮51 
£ a b° (a40) a = G+) 2 (2+0)? 


প্রশ্নমালা 5 


1, দেখাও যে () ва (-15)=' 59 এবং cos (= 159-523 а 


nt . A= L- tan A 
Gi) tan (45° +a)= —tan A | এবং tan (45 Мәті A` | 


n 6০৪ À — sin А 
сов А—вїпА cos Asin А” 


2х cos A= $ ও sin B= fs হইলে প্রমাণ কর sin (А—в)= $$}. 
з. প্রমাণকর (0) tan (A+B) tan Aa А—вїп* В 


cos" a-sin? В` 
віп" A 


(ü) tan (A+B) + tan (А- в)= ===; ফসল 


(80 д : ত্রিকোণমিতি 


сов 8° + sin 8° 


s PP сы а КеП 
5. প্রমাণ কর £ tan 37 tan 8° + tan 37° tan 87-1. 
„ sin 40° +cos 10° 
КАШ т: сов 40° —sin 10% =cot 20°. 
7 যদি কোন কোণ কে দুইটি অংশ ^ ওতে এমনভাবে ভাগ ЕБІ 
যায় যে tan Aj: tan в=а: 8,44 প্রমাণ কর £ i 
‘sin (А- еа рз 0. 
8. দেখাও а: 0) ‘sin (৪-০)+ Sin (СА). віп (А-В) 50. 


авас 5100091724২: sin А sin В 
(i) sin (В- ©) ү sin (С—А) + sin (а-в) _ 
SR Bead соз C сов А сов A cos B 
(іі) tan (<—B)+tan (В-7)-Нал (7 - <)=tan («— В) tan (Ê — ?) 
> tan (7 — <) 
9. প্রমাণ কর 1+-tan 6 tan 20= sec 90. f 
10. соз (A+B). sin (с--о)-сов (A — B) sin (c — D) হইলে, প্রমাণ কর 
2 соё А cot B cot C= cot D. К Sa 
11. ніп < sin Й-сов < cos B+ 1=0 হইলে, প্ৰমাণ কর. { 
14০০৮ < tari B=0. 


7 sin < eos < | 
12. যদি tan B= TER ans < হয়, তবে প্রমাণ কর 
tan (< — Ё) =(1 —n) tan <. 
18. যদি z sin (0+) =у сов (0+ B) হয়, তবে প্রমাণ কর 


y сов В-х sin < 
y віп f +z cos <` 


М. বদি сов (<—B)+eos (৪-৮)4-৫০5 (у-«)- 2% হয়, তবে প্রমাণ 


tan 0= 


Í| G) sin «sin BFsin y=0. 
| (ü) ০০৪.%4০০৪ B--cos 7 =0, 


tan z+tan y` 
вес z вес y. 
1—{ап z tan y' 


16. aff V2 cos <=cos B+-cos° Ё এবং JZ sin <=sin f~ віп? B হয়, 
তবে প্রমাণ কর sin (+ 8)= +}, 


15. প্রমাণ কর cosee (г-у) = 206 2 see 0.2 


вес (2+0) = 


মিশ্রকোণের ভ্রিকোণমিতিক অন্থপাত 31 


17. যদি * tan us <— B) віп". 4 =! হয়, তবে প্রমাণ কর tan < tan B=tan* y 


tan < віп“ < 
< 
18. প্রমাণ কর 4 сов жаі сов ftr cos = cos x+cos B+eosy _ 


2 “сов (4+8+7). 
219. প্ৰমাণ কর (i) сов 80 --сов 40° - сов 907 --0. 


(ü) сов 138°+cos 18° — сов 78°=0. 
(iii) sin 6874-віп 8°--соз 128°=0. 
20. প্রমাণ কর (i) сов 20° соз 40” сов 60° cos 80° = 


Gii) sin 10° sin 50°+sin 50° sin 250° ¥ sin 250° sin 10 = - 4 
[ B. B. Brvé. 71 ] 
А (ü) 8 sin 20 sin 40° sin 80°= ,/3. 


21. প্রমাণ কর G) sin 0+sin 30+sin 50+sin 7024 сов 0 cos? в 


вір 46. 
шу Sin A+sin За +sin ЗА: _ УШ 
Gi) сов AF соз 2A + cos 3A | 1:2৭ 
22. = © হইলে, প্রমাণ কর tan 2 9. tan A B= J 
317 се = হইলে, প্রমাণ কর (a+b) tan EEE | 
: eos B 2 { 
+b tan у. 
94. 003 AFD sim a= K =w ০০847 59 হইলে, প্রমাণ কর... 
ҮН ЖАҚАН E уа 
) +B А+В А-В 
сов س‎ 


25. sin A-Fsin B= এবং сов 2 ыя প্রমাণ কর 
: A+B 29. 4—a*— b 
(i) tan © =ঢ এবং (ii) tan = ৯৯/ রন 

26. иелі с аи 


A+ COS сое в)" + (n ata A+sin B‏ ج 
(аа sin A sin В сов д — cos B‏ 


өзе еді ; 
27. sin (А--В--с) `8 cos (А“-в--С) কে sin А, sinB, sin С, 
сов А, сов B ও сов са আকারে প্রকাশ কর। 


віп < — cos < A 
28. যদি іп ইল পৃ 0 হয়, তবে দেখাও sin <-Есов <= ,/2 
০০৪ 9. 4 ' ГВ. E. Ent. 1971 ] 

29. sin 0+sin $= УЗ (cos %- cos 0) হয়, তবে দেখাও যে sin 30+ 


sin 3Ф=0, [9.1] 


А-В 


in 8" এর মান যথাক্রমে 2 cot" 


চতুর্থ অধ্যায় 
গুণিতক ও অংশকোণের ত্রিকোণমিতিক অনুপাত 


( Trignometrical ratios of multiple & Sub-multiple angles ) 


4.1. কোন কোণকে A ধরিলে ইহার গুণিতক কোণ বলিতে 9A, ЗА,... ইত্যান্ধি : 
বোঝায় এবং অংশকোণ বলিতে > Senf বোবায়। | 


4,2. 2А কোণের (21414177 
sin (A+B), cos (A+B) Stan (A+B)র স্থত্রে [ তৃতীয় অধ্যায় ] ৪=A ` 


їйї পাই 


sin (A+ A)=sin А cos A+ cos A sin A. 


অথাৎ in 2A=2 sin A cos А 3E 2৫) 
ЫА аии 
сов (A+ A)= cos А cos а —sin А sin д = соѕзА — віп? A. 


д віп" A=2 сов? д – 1 (9) 


1— соз“ А 
1--соз" А 


(4) 


অর্থাৎ | сов 2 A= соѕ* A— sin" А-1- 


lf TE cos" KSI BAS д. 
1--сов" A= 2 соз? NE (8) এবং tan" A= 


অতএব 


tan A+tan A. _ 2 tan A. 
боп (АА тА 8575-87-55 


2 tan А, 
৭১০ 17০ ^ | А 


__1— фап?А, 
челеге frik কন =l (6 এবং cos ৪ A= тал 


„АЧ 
4 8 А. 2 (ап A. মত ও ват 


i = i =—=———- == সপ 
sin 2 А=2 віп А cos A i 576০৪551402 Al соя? А 
ভাগ করিয়া 


соз? А – віп" A. 1-бап? / লব € 
cos adana 
соз“ A+sin* A 1+tan nli 


соз? A দারা ভাগ করিয়! 


(5) 


сов 2 д:==сов° A— sin? A= 


গুণিতক অংশকোণের ভ্রিকোগমিতিক অনুপাত 


(2) Е A+cos A= + у 1+sin 2 А | += (8) 


(sin A + соѕ A) ° =sin° A+cos” А +9 sin А сов А=1:вїп дА. 
অতএব (sin А + cos А)= + ৯/1 4810 2 A, 


ӨН sinla= +V 11910 2 А 4,/1-віп 2 A 
cos.A= Ф /1+sin 9 А5 У1— віп 2A 9) 


ЗА কোণের (819199175 


| sin 3 А-віп A— 4 sin А | A (10) 


[cos 3 A= 4 сөз" А—8 ТЕ (11) 


8 бап A— tan? 
| tan T 89) 


sin 8 А-віп (A+ 2А) 
= віп А сов 2 А-Есов А. sin ° А. 
=sin А(1— 2 sin? A)+ 9. sin А.(1-віп” А) 
=3 sin А- 4 sin? A. 

cos A= cos (A+ 2A) 
= cos А сов ЗА — sin A sin? A. 
-сов А (2 cos? А — 1) — 2. сов А. (1 — cos? A) 
= 4 сов? А — 3 cos A 


tan 3A=tan (A — 9A). 
9 бап А, 
_ tan AT tan? А. e ATi U A. _ 3 tan A—tan® A 
1—tan A tan” A TA 2 tan” A. 1—3 tan” A 
1-tan* A 


А কোণের কোগান্ুপাভ 
§.4.2.-এর TAGS A এর বদলে 2 বসাইয়া পাই 


sin 9 (4 4 віп A=9 sin 5 ০০৪ | ЛАЧ.) 


H, S, Trig.—3 


34 ত্রিকোণমিতি 


A ‚аА 
сов A= соз? g sin" 2159 sin? 2-2 соз —1 


соз 2 (5) = 


— MV 


1-сов А = 9 ৪104 


1--сов A=2 соз? 


sin A= cos А =+ J1 +sin A ЕЛ 


А را و‎ IEE We 
n= ФУТ АФУ = sin A 
৮৮:74 С? 
cos a= t$ V1 іп AFB VI sin А 


? কোণের কোণান্ুপাত 
$ 4.9 এর স্থত্রগুলিতে А এর বদলে 5 বসাইয়। পাই, 


АЖА As 4 ans A 10114 
sin A=3 sin ç 4 sin Ed (10) 


| сов A= 4 сов” ১০8] (117) 


3 tan A — tan" $ 
tan Ama l... (197) 


1-3 tan? 


ші» 


গুণিতক অংশকোণের ত্রিকোণমিতিক অনুপাত _ 


agg: গুণিতক কোণ ও অংশ কোণ উভয়ের 74% জান! দরকার, কারণ 
আমাদের যদি sin 180° মান বাহির করা প্রয়োজন হয়, তবে যেহেতু sin 90° 
ও сов 90° মান আমরা জানি, geak গুণিতক কোণের স্যত্রের সাহায্যে sin 180° 
[180=90 x 2] এর মান বাহির Fal যায়। 

আবার fè 30° মানের সাহায্যে sin 15° 4) сов 15° রান বাসি 
প্রয়োজন হয়, তবে অংশ কোণের xa প্রয়োগ করিতে হইবে (15-30), 


উদ্দাহরণ 1. өлА-92-,2 (A স্বস্মকোণ) হইলে নিম্নলিখিত 
কোণান্থপাতগুলি নির্ণয় কর। 
(i) sin 2A (ii) сов дА (iii) tan ЗА, 
1) «у aka SR A” Ai- 9) 9(92-4/3)- =з = 
(Gi) sin 2A= l+tan A 1+(2- J32 8—4у3 4(9- УЗ) 2 
т =t- tan? A 1-(2- „/3)#_ — 6+4 V3 
ا‎ ча Tit- v3 Җ(2— 3) 
ANANI) 2 
4025 V3) g- 
zi _ 26905 __2(2- УЗ) _ 2(2- УЗ) 
(iii) tan 2A 1—{оп* A TA= (0-1 3)SF DE CES: УЗ) 4% 
1- 1 —tan2(45°— A) 2 
би. 2. প্রমাণ কর TD AE ш 2A. | 
(4৮০-4)-9 ধরিলে, ( i н 
1— tan? 0 
বামপক্ষ- ও 
Wg] 3. tan 0=£ হইলে, ЖОШО এও রানি Е чя | 


она ай 2 tan 0 225, _ 9z2y 
у 1+ ton? 0 “ү “ойу 


ГЕ 


= cos 20 --сов(90%- 2۸) = віп 2A. 


147% 
টা. Бл тд; 
t cos 20 а-га, 5 "трай "5575 


А à y+ )ر‎ — 22) priv 
z sin 29+% сов 20 = ан ан, 


1 РУ бу 
Bataa 4. প্রমাণ а 107 a 


5608 10- ‚/8 sin 10° 


sin 10° сов 10° 


36 ত্ৰিকোণমিতি 


à. сов w- sin 10° 
= Fain 10 cos 10° 7 
_ sin 30° cos 10°— cos 30° sin 10° 
2х9 sin 10° сов 10° 
4 sin (30° — 10°) 4 sin 20° 
"ЕП lh OFF r ein 30° 
= 4, 


841544 5. প্রমাণ wg: 


ton [+^ +tan (1-л)-а вес 2А. 


tan а A tan — tan А 
বামপক্ষ- 


-Ë 
1~ tang tan A 1+tan 7 tan A 


_1-НапА 1—tan A 
~ l-tan AT 1+tan A 


_ (14-бап A): +(1- tan А)? 
T 1— tan? А 


— 2(1+tan" А) 9 sec? A 


1— ап" A | _sin*A 
COSA 
_ 2 вес? А cos” А 3522 


6088 A—sin д cos 24 
= 2 sec 2A, 


1-сов 9949 20 
উদাহরণ 6. দেখাও থে, TF cos 363+ 39" tan 0 


বামপক্ষ_ (1 — сов 20) +sin 20 _ 2 віл? 04-9 sin 0 cos 0 
(7০09 28)-Евїп 99 2 сов? 0 +2 sin 0 сов 9 
2 sin 0 (віп 0+cos 0) sin 9 


74 сов 0 (cos 0 +sin 0) cos 0 


= tan 0= ডানপক্ষ, 
উদাহরণ 7. প্রমাণ কর যে, 


бап ЗА — tan 2А- tan A= tan ЗА tan IA tan A. 


গুণিতক অংশকোণের ভ্রিকোণমিতিক অনুপাত 37 
tan 2a+tan А 
бап 3A=tan ০০ ТЫРА ЫЛА 


অথবা, бап ЗА- бап А tan 2a бап ЗА ক tan A+ tan дА. 
бап ЗА- tan 2A — tan A=tan А tan 2A бап ЗА, 


” 


উদ্দাহরণ 8. যদি tan? ০- 149 tan? % হয়, তবে প্রমাণ কর 
сов 2$= 1+ 2 сов 20 
যেহেতু tan” 0=1+2 бап" $ 
অতএব вес? 0--2--2 бап? $= 2+9 sec? $ — 9= 9 soc? $, 
অর্থাৎ со52ф= 9 cos? 0, 
এখন сов 9$= 2 cos? $— 1--4 сов? 0—1=9 (2 cos? 0—1)+2-1 
=1+2 cos 20. 


উদ্দাছরণ 9. sin 18°, сов 18° এবং sin 36° 3 сов 36° র মান নির্ণয় কর 
মনে করা যাক 0=18°. 
সুতরাং 50=90° অর্থাৎ 26 = 90" - 30, 
অতএব sin 90--віп (90° - 30) = cos 30. 
অর্থাৎ 9 sin 6 сов 0=4 cos? 6-3 сов 0. 
» 29віп 0=4 сов20-9 (7) сов0ж0, কারণ 090°] 
» Эвіпф-4-4 gin? 8-3, 
» 4 8102 0--2 віп0-1-0. 
a E E 15 


о : . ° -1 
যেহেতু 0=18°, অতএব sin ৪৯৯০, স্থতরাং sin 18 کا‎ 


сов 18° = J/1-sin 18° =} V10+2 (5 
cos 36° = соз (2X 18°) =1 — 2 sin?18° =} У5--1) 
sin 86°= УІ сов226°=& / 10-2 (5 


> l+sin 6-сов0 , 0, 
Май বাণ কর 11257787৮51 


ш 90 оа alias"? Dain ЕТТЕ 
1+2 sin 2 982 1+2 sin Misa 4 сов grein 2] 


বামপক্ষ= E kha RR, 
jag 0 0 0 0572770 
Š ৮472 os 29 74 б 4 4 
1+2 sin 2 ০০৪ 5+ сов а 1 сов 2 сов 14858) 
পি 


38 


ত্রিকোণমিতি 
17810 2 т.т 
উদ্বাহরণ 11. প্রমাণ কর ТЕ” ТЕ” tap" (о) 


1--віп 2 
1—вїп z 


বামপক্ষ- 

сов? 27575 2425 - сов 2. ( сов 24৪৭ AN 

— a a = у: 
2 


৫০৪8 2755 2- sin 5 сов 


l+tan 5 
-( 11৮ 
1— tan 5 


А л 5 7 

tan ++tan 

4 О Pr ri y 

(с) tan (72) кенет 
алт пр 


উদ্দাহরণ 12. যদি tan 4 ০600৪ Ф ¢ এবং tan ф=9 tan * হয়, তবে 
প্রমাণ কর 0+ $= 94 


tan ғап 5 tan? 5+5 


0 
{ап (5-51 = = ——əə 
Ë 2 1—tan tang 1- tant 5 


š tan Š [1 + tan’ $) ps ma 
МЕГЕ tan? 2) 1 tan $ 


অতএব ettu, অর্থাৎ 0+ $= 24, 
উদ্বাহরণ 19. প্রমাণ কর сов"А--сов”(А-Ь-1207)--соя"(А-1907-ф 
বামপক্ষ =cos"A +}, [1 +cos(2A + 240°) + 1+ cos(2A — 940°)] 
= e08° A+ 1+ [cos(2A + 240°) + cos(2A — 940°)J 
= сов*А-+ 1+4}. 2 соз 2A. сов 240° 
=cos"A+1 — сов 2А(сов 240° = cos(180°+60°)= — сов 60° 
= -}). 
= сов'А+1 — (9 сов?А – 1) =}. 


গুণিতক অংশকোণের ত্রিকোণমিতিক অনুপাত 39. 


উদ্বাহরণ 14. প্রমাণ কর cos °A cos ЗА--віп"А sin 86০82 2A, 
বামপক্ষ- сов? А cos 3A-Fsin° А sin ЗА জা 
= [4 сов? А cos 974 віп? А sin ЗА), 
= сов ЗА (сов 3A+3 cos А)--віп ЗА.(3 sin А- іп $А)] 
=}{cos? ЗА- sin” ЗА + 3(соѕ ЗА сов A+ sin ЗА sin АЙ 
= [eos бд + 3.сов 2А|--1.4 сов 2А = сов 2А. | 


উদ্দাহরণ 15. ай 0= аст হয়, তবে প্রমাণ কর 

2" сов 0 сов 20 сов 220 сов 2°0-...-.c0s 2%-4 0=1 
0= gy, অতএব 9"0==— 0 অর্থাৎ sin 9"0—sin (z =) Esin 0, А 
ST 2.sin 27-10 сов 2 -10=віһ 0 

বা, 2. сов 2%-10(2 віп"-20 сов 2%-20)--віп Ө. 

বা, 2° сов 2"-10 сов 2%-20, sin 2 "-20= віп Ө. 4 Па 9 
বা, 95, сов 2-10 сов 9%-20, сов 9"-90, віп 2 "-80-еніп 0. 


UTU A 4..... >... Ы 


বা, 9-1 сов 27-19, сов 9%-20, сов 9882212 сов 2 0 sin 20 


বা, 9" сов 2"-10 сов 2"-90 сов 92""90......cos 20 сов Ө віп 6 = віп б. 
বা, 9" соз 9"-10. сов 2%-89 cos 9"-30......сов 20 сов 0=1. 


sin 3A _ 2K 


উদ্বাহুরণ 16. যদি tan ЗА =К tan А হয়, তবে প্রমাণ কর 87 = ৮-5 
এবং к এর মান 3 এবং $ এর মধ্যে থাকিতে পারে না। [ B. Е. Епь'75. 
tan 3A=K. tan A, 
віп ЗА СОБА _ 
অর্থাৎ OA АШАТ Г 
вїп ЗА СОВА sin ЗА сов A— cos ЗА віп А 
и к= 3 оз рса 25-03 віп А сов ЗА 
віп А cos ЗА сов ЗА” 
5 2K ے‎ 9 sin ЗА cos A cos ЗА” sin ЗА 


+* К-1 “cos ЗА sin А” JOA, sin А ` 


” 
бап ЗА 
ШШ кА. 


3 бап A— tan? A к 
tan А (1-3 tan A) 


অর্থাৎ, 39-бап A=K-3 K tan? А. 
»  (3-K)=(1-3k) вап? А 


1 tan А = ж. ЛЕ 3K 


এখন #<к<3 হইলে, 9১1, অর্থাৎ 1 _ ৪k <0. 
এবং K<3, অর্থাৎ 3-к>0 


স্থৃতরাং tan A কাল্পনিক হয়। 

অতএব #<К<3 হইতে পারে я]! 

উদ্দাহরণ 17. যদি сов <=cos Ё cos $= cos B' cosp এবং sin <= 
2 віп $ sin $a তবে দেখাও যে tan? 3= аһ? 5 tan? k, 
ГВ. Е. Ent. 73 1. 


অতএব 


cog < ` 68৮ 
тсов Ф; ——,= cos Ф, 
сов 8 * сов В" 


sin? x=1 — cos? <=9 sin?$, 2 sin? £=0 — cos %)(1 — cos %) 
অর্থাৎ, 1-сов? «= 1 - (соз $+ cos $')+- соз $. сов % 
অথবা! cos3<= cos $F cos Ф - cos % cos $° 


сов < сов < < сов2 < 
cos соз сов сов в” 
2% АЛМА. 20 тр} PER 
অর্থাৎ cos [1+5] е соз লি ?] 
ft 26080400911. 
78" сов бсов 741 
_ cos В+ сов:й' 
а5-1-соө4 14-соз Й cos /” 
নন জিপি 176০৪ < 142598 B+ cos В'. 
1--сов B сов Ё' 


сов B)(1 — eos 8”) _ ГА‏ ب 
ШЕТГТІ ЕТТІ Жын 2৮০৮‏ 


j 


— жалын. 


গুণিতক অংশকোণের ভ্রিকোণমিতিক অন্থপাত а. 
প্রশ্নমালা 4 (а) 


1. А А এবং віп A=$ হইলে, ale HAAN E 
পাতগুলির মান নির্ণয় কর :— 

(i) sin 2A, (ii) сов ЗА (iii) sin ЗА (іу) cos ЗА. 

2. প্রমাণ কর £ 


ç sin 2A _ 7% sin A _ 

Gi) Пров A tan A, Gü) г. 2০০৮৬ 

(iii) 1— сов 90--віп 20 _, oir) ০৪ 0--віп 6 сов 0—sin 9 
1--сов 26--віп 90 40949) cos @—sin д сов OFsin 8 


=9 tan 20. . 
(у) сов? НЫ (6-%)=1. 
8. собт--% হইলে, а cos 9z--b sin 2% এর মান নির্ণয় কর। 


4. যদি < ও В іе হয় এবং соз ہو‎ 008271 হয়, তবে প্রমাণ 


কর tan <= J2 tan B. 
5. cos 40 কে sin 0 র আকারে প্রকাশ কর। 
6. প্রমাণ কর tan 04-9 tan 204-92 tan 920--.92 cot 2%0--соб 0. 


7. যদি 380= হয়, তবে প্রমাণ কর 
сов 0 сов 20 сов 40 сов 80 cos 169- gly, 


8. প্রমাণ কর (i) 4 іп” 0 сов 30+4 00939 sin 30=3 віп 40, 
КЕТЕ ins [27 3২৪ (4r == 
(ü) sin? 0+sin (% +0) +sin (ғ +) 4 sin 90. 
(iii) 4(соѕ° 90%--віп” 10°)=3(cos 90%-4-сос 10°) 
(із) «сов? 90%--сов” 40°) 3(cos 20"--сов 40°) 
9. যদি 2 tan <=3 tan B হয়, তবে প্রমাণ কর 


_ віп 2B 
tan (670) = 5 — сов 90 
10. যদি cot 0=cos 2 $ হয়, তবে দেখাও যে sin 20 = 1— tan? $ 
í 1+tan? $' 
гу eos 160+4_ гі 5 
11. প্ৰমাণ কর (i) “соз ӨЕ. (2 eos 0 1)(2 сов 20 1) 


(2 cos 40 — 1)(2 cos 80 — 1) 


(i) ৮৮216 0 ৫456 90)(1--see 40)(1- see 80)(1-Fsee 169), 


tan 9 


4 ত্ৰিকোণমিতি টি 


«< 
19. যদি tan («-Е0-у): tan (<—B+'*)=tan 7: tan B হয় তবে, 
প্রমাণ কর sin 9< +sin 90--віп 27-0. 


jie TABI ОРИ 
18. প্রমাণ কর (1) : ніп 90° сов 20*-4 এবং 
Ж ৮4848 
ш নম ете vz 


1— tan 0 


17856" cose 20 


[ В. Е. Ent, 781 


14. প্রমাণ কর? 2 ৫0৪9৫ 40- вес 20 = 


15. প্রমাণ কর +2 JIFsinA +Ë J1— sin A=sin 5 


এবং <+4/1+зш A ҒІУ1-віп д = соз 5 


বিভিন্ন পাদে ДА অবস্থিত হইলে ইহাদের সঠিক মান ( চিহ্নসহ ) নির্ণয় কর। 
এই সুত্র দুইটির সাহায্যে sin 15° ও сов 15° র মান নির্ণয় FA | 

16. віп 992° 8 сов 922° ; sin 54° ও сов 79° র মান নির্ণয় কর। 
17. প্রমাণ কর £ tan 7P = /6- VI+ 2-2 

18. প্রমাণ কর £ 16. (cos°66° —sin?6°)(cos? 48° – sin? 19°)=1 
19. tan 0= হইলে tan 204514 নির্ণয় কর [180°<0<910°] 


[ B. E. Еш. 69) 
_ sin B sin C A 
80. ft ten ^ сов BF cos С হ্য়, তবে দেখাও tan? ঢু 


і 2B aC 
= tan 5 tan 5 


91. sin a= এবং sin в= у হইলে [А ও B ধনাত্মক সুন্মকোণ ] 
প্রমাণ কর $ sin e AD qT cos “স্নান 

99. প্রমাণ #4: сов ঠ ($-9)-- sin 9 sin 3 ($+0) 
=сов 0 cos $ (%--0) 


93. যদি tan 2-/7৫৮০] হয়, তবে দেখাও যে 


фе сов @—е_ 
$08 % е созӣ 


24. 


25. 


26. 


27. 


98. 


‚ গুণিতক অংশকোণের ভ্রিকোণমিতিক অন্ূপাত аз 


5 
sin 0= — 120 | 180%<ө<970" ] হইলে, 
sin 9 এবং сов Ó এর মান নির্ণয় কর। 
_ сов <— cos Ё 
aft cos 0= T cos হয়, তবে দেখাও যে 


tan 2 এর একটি মানtan cot Ў 


: Ат е 22 а5я «1л _8 ЙТ yri 
প্রমাণ কর £ cos 5+ 08 8 teost с. еве 
J 2 т т AAN 
প্রমাণ 94: sin 2= 2" сов 5 сов оу COS 2%: 608 2 Sin gn 


প্রমাণ কর 2 cos =} VIF Ма+у а+ J3 (В.Е. Ent. 741 


পঞ্চম অধ্যায় 
ত্ৰিকোণমিতিক অভেদ 
( Trigonometric Identities ) 


পুরক ও সল্পুরক কোণের Сес ধর্ম ব্যবহার করিয়া 
Әче সংক্রান্ত বিবিধ Cew সহজে প্রমাণ করা যায় | 


নিয়লিখিত প্রয়োজনীয় সিদ্ধান্তগুলি মনে রাখ! দরকার। 
I. А+В+С=л হইলে, в-+с=л-А 
sin (B+c)=sin (4-А)-віп А 
соз(В-Е С) = соз (z — A)= — сов А 
tan (B+ C)= tan (z A)= —tan А 
Жа তে ж 
II. আবার, 27272 চু হইলে, 
Всі тА 
22৮28 
СЕЕ 
cos (5-- -со (5-2)-яіһі 


на (2+5) (2-2 cot 2 
নিয়ে awe উদাহরণগুলিতে উক্ত সিদ্ধাস্তগুলির প্রয়োগ 
উদ্দাহরণ 1. A+B+cC=T হইলে, প্রমাণ কর যে, 


sin 24817. 2 B+sin 2০4 sin A sin B sin c. 
বামপক্ষ_ (sin 2 A+sin 98)--sin 2с 
=2 sin (A+B) cos (A—B)--9 sin С cos С. 
=3 sin С cos (A — B)+2 sin C cos С 
['.`К А4в-я-с) 
=2 sin c [ cos (A — B) — cos (A +B)] 
[ cos ০৯৫০৪ (x — A+B) = – cos (A+B)] 

=2 sin C. 2 sin A sin B 


=4 sin A sin B sin c. 


ত্ৰিকোণমিতিক অভেদ 
841844 2. A+৪4+০=গ হইলে, প্রমাণ কর যে, 


cos А--сов B+ cos C=1+ 4 sin 5 sin 5 sin 5. 


বামপক্ষ = (cos A+ cos B)+ cos С 


=2 cos A+B cos 3741-36 
=9 sing cos АВ. sing cos ^з 
.. А.В,С ж 
(* 2%2%252 

сов AtB esin g| 


2 
B TNE 
=2 sin 5.2 sin 2 біп +1 
=1+4 sin 5 sin 5 sin 5 

উদ্বাহরণ 3. A+B+c=180° হইলে, প্রমাণ কর যে, 


sin A+sin B —sin C=4 sin 5 sin 5 cos 9 


54 
А+в+с=180° 2, 5+3+5=90° 
ALB pas: Ç 
PEA. za 
sin A+sin B — sin C= 2 sin AER со, ^8 віп 5 cos 


A+B 
2 


=2 sin (9-2) сов Rg sin (9০- | cos 


5% с АВ; А+В с 
=2 eos 5 ০০৪ -ন্র- 2 cos 2 cos 2 
=9 cos S| cos АВ -eos 275] 


=2 cos 9. 2 віп 2 sin 5 


=4 sin 5 sin 5 cos 5. 


c 
2 
с 
24 


45 


` 


. 
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%4|844 4. A+B+oO=z sC, প্রমাণ কর যে, 
tan A+ tan BF tan C=tan А tan B tan С. 


А-в--С-т .. в+С=л-А 
tan (8 +c)= tan (r — A)= tan А 
বা, tan В-Мал С uC күч 


1—{ап B tan C 
q, tan B+tan C= —tan A+tan A tan В tan С 
tan A+tan B+tan C=tan A tan B tan C. 


Taigaa 5. যদি *+৪+০-% হয়, প্রমাণ কর যে, 
cot В cot C+ cot с cot A+ cot A cot B=1 


в+С=т-А ,', cot (g+ C)= соё (T — А) 
. сов собс-1 
6০৮৪84608০7 ০০৮ 


বা, cot B cot c—1= — cot А cot B — cot C cot A 
соб В cot C+ cot С cot A+ cot A cot B=1 


উদ্দাহরণ 6. যদি A, в, с কোন ত্রিভুজের কোণ হয়, প্রমাণ কর যে 
B— 
2 


sin 24০5 ez сов 5 сов 2 


А+в+С=т ,, -7- (2+3) 


3 বামপক্ষ = ві [5 - [3+3] | ০৪৪7০ 


= cos [+ ов (5-9 

= 9 сов 5 cos 5 
উদ্দাহরণ 7. A+B+OC=180° হইলে, প্রমাণ কর যে, 
sin (в--с- A)+sin (C+A-B)+sin (A+B—C)=4 sin А sin B sin С 
sin (8+C — A)=sin (А--В--С- 2A)= віп (180° – 2А)-віп 9A 
অন্ুরূপে, sin (C+A-B)= sin 98 এবং sin (A+B = C)=sin 2০. 

প্রদত্ত TPF = sin 29A+sin 28 +sin 9С 
[ অবশিষ্ট অংশের জন্য উদাহরণ 1নং দেখ ] 


ত্ৰিকোণমিতিক অভেদ 4T 


উদ্ধাহরণ 8. *+৪+০-% হইলে প্রমাণ কর যে, 


tan А tan B+tan B tan C+tan С tan A=1 


т 5 т 
А+В= 5-с 2. tan (а%ғ)-іші2-с) 
бап A+tan B “ебі сз 1 
1-Фап А tan В ç tan С 


бап C tan A+tan В tan С=1—{ап А tan B 
бап А tan B+tan B tan C+tan С бап A=1. 


উদ্দাহরণ 9. A+B+OC=* হইলে, প্রমাণ কর যে, 
сов” a +cos? B+cos? ০42 сов А cos В cos c=] 
cos? А+ сов B + сов? С. 
=1(9 cos? A+ 2 сов" B)+ cos? С 
-1(1--сов 2A+ 1+ соз 2B)+cos? С 
-1--і(сов 2А--сов 28) --сов! С 
-1--сов (A +B) сов (A — в)--сов? С у ' 
-1-сов С. соз (А— В)--сов с. cos Ca [++ А+В+С=т] 
=1— сов С {сов (A — B) — сов С) 
= 1 = сов С {сов (A — В)--сов (A+B)} 
-1-сов С. 2 сов А cos В 
2. соя? А--сов? в-Есов® C+2 соз А сов В сов c=]. 


উদ্দধাহরণ 10. ЧМА--в--С-л হয়, প্রমাণ কর যে, 
віц? 48102 в--віп? c= 2+2 cos А cos B сов C 
বামপক্ষ-1(2 sin? A+ 2 sin? B)+sin? С 

={(1- cos ЗА+1 — cos 28)4-1- cos? с 

-1- (eos 2a+cos 98)+ 1 — сов? С 

=9— сов (A+B) cos (А-В)- cos? С 

= 9-Есов с cos (A — B)— cos? С 

=92+cos С {cos (A — B) — cos с) 

-92--сов С {сов (A — B)+ cos (৯48)) ` 
| [eos C=cos[z —(A+B)} ) 
= 9+cos С 2 cos А cos В ' 
= 9-9 сов А сов B cos С. ` 


o 
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উদ্বাহরণ 11. /+-2+০- হইলে, প্রমাণ কর 
віп? A+sin?° B+sin? с=1— 2 sin A sin B sin C. 
А+в+с=р -. A+B=5-c 


2. cos (A+B)= cos [5-с | ез с 
sin? д-Бвіп” В--віп” С 

={(1- соз 2A)+ (1-— cos 2B)+sin? С 
-1- Қсов 2А--сов 28) – sin? С 
-1-сов (A+B) сов (A = B)+ sin? С 
=1 “gin С cos (A — B)+in2 С 

=1- sin с {cos (A — B) — сов (A +B)] 
=1—sin C.2 sin A sin B 

=1— 2 sin A sin B sin С, 


উদাহরণ 12. «--/-? হইলে, প্রমাণ কর / 

у cos? < соз? Ё — 2 сов < соз В cos Y=sin? 7 

বামুপক্ষ = cos“ сов? В — {сов (4+ В) ++ сов (< — 8)} cos ? 
= cos? «-- соз? В — (сов 7-Е сов (< — В)} соз ? 
= сов <+ cos? Ё — cos? У — сов (< — В) соз (< + B) 
-со8% «сов? Ё – сов У — (6098 < сов? B — sin? < віп? Ё} 
= cos? < соз? Ё — cos? y — cos? < (1 — sin° B)+-sin° В 

- (1— сов" <) | 

= cos" B+sin* В — сов? у ( সরল Ф|) 
=1 -— cos? Ү-евіп? 7. 


প্রশ্নমাল! 5 
А“в-кс-л হইলে, প্রমাণ কর যে, 
1. sin A+sin B+sin c=4 cos 2 cos 258 5 
2. сов А+ соз B —cos C= 4 сов 5 сов 5 віп 3-1 


8. (cot B+cot ০)(০০৮ C+cot А)(со& A+ cot в) 
= 00880 А совес В совес С, 
74. соз ЗА--сов 98 – сов 9C= 1—4 sin А sin B cos с. 


© АР 
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sin" 2490৯ 2--віп" =1 sin Я sin 5 sin Š 
IEA ү езв ү. ош _ 
віп В віп с вїпСвїпА sin A sin В 
соз? A+cos? B— сов" с=1— 2 віп А віп В сов С. 
біп? A+sin B – віп? С--1- 2 sin А sin B сов С 


АЯ: ӘБ ба т 
sin 9+ sin gt sin 2-1+4 sin 


=1+4 віп. 


А+В+С= 5 হইলে প্রমাণ কর, 


10. 
47 
12. 


18. 


бап В tan C-F tan С бап A+tan А tan B=1 

cot A+cot в-Есоб C= cot А cot В cot С. 

cos (A — B — C)+ cos (В-С-А)--сов (C — А-в) с 
=4 cos А соз В сов С. 

A+B+C=2r হইলে, প্রমাণ কর যে, 

cos? A+ cos? B + cos” C — 2 cos А сов В cos C=1 


Н, S. Trig.—4 
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( General Solutions of Trigonometrical Equations ) 
6.11. জাধারণ মান 1844: ( Determination of general values ) ; 


আমর! জানি কোন কোণান্থপাতের মান জানা থাকিলে সেই কোণটির অসংখ্য 
মান থাকিতে পারে, যাহা দ্বারা সমীকরণটি সিদ্ধ হয়। যেমন, sin 9-% হইলে, 
6 стб প্রথম বা দ্বিতীয় পাদের হইবে। 2. 0=30° 41 150° হইবে। 
আবার, 80° 41 150° এর সহিত 98০+-এর ধনাত্মক বা খণাত্মক যে কোন গুণিতক 


যোগ করিলেও sin 0 এর মান অভিন্ন থাকিবে । অতএব, 30°, 150°, 390°, - 


510"... 210°, -380".. ইত্যাদি অসংখ্য কোণসমূহ 0 এর মান হইতে পারে। 
অনুরূপভাবে cos 0= দৰ হইলে 0 এর মান 45°, 315°, 405° = 315°, – 45°... 
ইত্যাদি অসংখ্য কোণ সমূহের যে কোন একটি হইতে পারে। আবার, tan 0= 
МЗ হইলে 9 এর মান 60°, 240°, 420°, — 300°, —190°, ইত্যাদি কোণসমূহের 
যে কোনটি হইতে পারে। _ প্রতিক্ষেত্রে এই অসংখ্য মানসমূহকে একটি রাশিগ্ারা 
প্রকাশ করিতে পারিলে আমর! সংক্ষিপ্ত স্থত্র আকারে 0 এর সাধারণ মান পাইতে 
পারি, যাহার সাহায্যে বিশেষ বিশেষ মান নির্ণয় কর! যায়। 

61.2. কোণানুপাভ শুন্য হইলে সাধারণ মান নির্ণয় £ 

(i) মনে করা যাক, sin 06-0 


এখন sin 0= > м. sin 0=0 হইলে লম্ব=0, অর্থাৎ Ө কোণের 


TEW এক মরলরেখায় থাকিবে। অতএব কোণসযূহ 7 এর একটি গুণিতক 
হইবে। 


б=т, যেখানে ॥= 0 অথব। কোন ধনাত্মক বা খণাত্মক AN (1) 
(1) মনে করা যাক, сов 6-0 


ভুমি, а 
এখন ا‎ 3 2. ভুমি-0, অর্থাৎ 0 কোণের বাহদ্বয় পরস্পর аң 
হইবে। 
т ӛт бб x _ Зл 
৪ কোণ বা 2 বা গর 9 ইত্াদি হইবে। 


অর্থাৎ 9 কোণ 9 এর অযুগ্ম গুণিতক। 


9= (2n+1) 5,(॥=0 অথবা কোন ধনাত্মক বা watas পূৰ্ণসংখ্য।।):-(2) 
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(ii) মনে করা যাক, tan 9=0 а 
এখন tan ০০8৪ tan Ө-0 হইলে sin 0=0 | 
(1) হইতে 0-пл, (যেখানে п-0 অথবা কোন ধনাত্মক q খণাত্মক 
পূর্ণসংখ্যা**(8) | 
(৮) 748414 cot 6-0 হইলে ০০৪০০, স্থতরাং 9=(2141)5; 
TTT | cosec 9 বা вес 0 কখনও শূন্য হইতে পারে না। 


6.1.8. একই কোণানুপাভ বিশিষ্ট কোণসমুহের সাধারণ মাণ : 
G) মনে করা যায় sin =k, 9 এর সাধারণ মান নির্ণয় করিতে হইবে। 
যে সকল কোণের sine =K, তাহাদের মধ্যে ক্ষুদ্রতমটি যেন <. 
sin 0=sin < বা, sin 9-_ ৪1:70 
বা, 2 cos $ (0+<) sin 4 (0 — <)=0 
হয় sin 2 (0 «)=0 
অর্থাৎ 2 (8 — <)= = এর যে কোন গুণিতক -%7--:(1) 


অথবা 0+) = এর যে কোন үй গুণিতক 


=(2m+1) 2:02) 


(1) হইতে 0 — <=9m= 2. 0=<+ тт 
(9) হইতে 0-+-<=(9m+_1)z .. 0= -<-+(2m--1)T 
উক্ত ফল দুইটি যুক্ত করিয়া পাওয়া যায়, i 


0=n=+(- 1)"<, যেখানে m= 0 অথবা ধনাত্মক বা খণাত্মক কোণ পূৰ্ণসংখ্য|। 
এবং совес Ө--совес < হইলে sin O=sin 4 /, @0=mnm+(-1)" <. 
Gi) মনে করা যাক, сов Ө=к, 0 এর সাধারণ মান নির্ণয় করিতে হইবে। 
যে সকল কোণের cosine = K তাহাদের মধ্যে ক্ষুদ্রতমটি যেন <. 
তাহ| হইলে, сов 0= сов <, 4| сов <—cos 9=0 
বা, 2 sin 4 (0+<) sin $ (08 —x)=0 
হয় sin 2 (0 +<)= 0, অর্থাৎ $ (0+4)= nm (1) 
অথবা sin $ (0 — <x)= 0, অর্থাৎ 3 (0 —<)=wz--.(2) 
(1) হইতে 09+<=9nz ,, 0-9”т-« 
(2) হইতে 0—<=29nz ',, 0=9nmj+<. 
0= 2n7 +<, (n = о арти оу 
এবং вес 0 =вес < হইলে, cos 0 = сов < 
0= 2787 +<. 
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(ii) মনে করা যাক, tan 0=к, o এর সাধারণ মান নির্ণয় করিতে হইবে | 
তাহা হইলে, tan 0=tan < 


sin 0 _ sin < 
qh cog û eos x 
বা, sin (0@—<)=0 ,'. 8—<=nm= 
Ө=пп+<, [n = 0 অথবা ধনাত্মক বা 19 কোন পূৰ্ণ সংখ্যা!) 

আবার, cot 0= cot < হইলে, 0= пт <. 

6.1.4. কতিপয় বিশেষ ক্ষেত্র £ 


G) যদি sin 0=1=sin с হয়, তবে 0= n+ 7= (4n +1) 


বা, sin 0 cos <= cos 0 sin < 


(1) যদি sin 0='—1=sin (-5) হয়, তবে в=?пт+(—5) 
-(4һ-1)ҙ 
(іі) যদি соз Ө=1=соз 0° হয়, তবে 0= ir + 0= Inm 
Gv) যদি сов 0= – 1৫০৪ т হয়, তবে 0= 9174৮ = (2n +1) л 
6.1.5. বিভিন্ন প্রকারের Гас! ае সমীকরণের সাধারণ সমাধান _ 
উদ্দীহরণ 1. সমাধান কর £ 


віп 90= сов 9. 
অতএব 2 sin 0 сов 6- сов 0=0, 4| 2০৪ (2 sin 6- 1)-0, 


স্কৃতরাং сов0=0, অর্থাৎ б-(2п-Ғ1) 5, n=0, +1, £9, 
অথবা 2sin0—1=0, বা! sin ё=ф=зїше; 


ё=пт+(— 1)", n=0, +1, 35১... 


(2) асов a+b sinz=c [ a,b,c 84% ] 


উভয়পক্ষকে Va +b দ্বারা ভাগ করিয়। পাই 


دب cos এ in‏ گے 
Уа" +b ТЫЗ акты‏ 


অতএব сов < сов G+ sin < sin z= cos B 
x & \ b в 
| сов <= віп <= Уу cos B= мау») 
অর্থাৎ сов (с- <)--сов Ê 
ә» == nT +P 


বা, z=2nz+<+B,n=0, +1, 459১... 
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মন্তব্য ঃ উদ্ধাহরণ 2-এর মত সমীকরণ সমাধান করিবার সময় উভয়পক্ষকে 
বর্গ কর! সঙ্গত নয়, কারণ তাহাতে -а cosz=c—b sin z, সমীকরণের বীজও 
আসিয়া যাইবে। i Із 

(3) сов 20--сов 0+sin 0. 

অর্থাৎ cos 6-віп? 0=cos 0--віп 0, 

বা (сов 0--sin 0)(eos 6-віл0-1)-0 

অতএব cos 04-віп 0=0, বা сов 0-віп 0-1. 


сов 0+sin 0= 0 হইলে tan 0= = 1=tan (= Z), 
ё=пт—1,п=б, +1, +2, 
с 1 1.45 1 
আবার, соз 0 — sin 0 =1 হইলে, و‎ °® 0— 375 82 6=73 
т т т т РР? т.п 
অর্থাৎ сов (9+ 3) =o pa 9777 mr +2, বা бё=9лл- х7 
অর্থাৎ 0=9пт বা Эля চু, n=0, +1, +9,... 


(4) tan z+tan дл={ап 3z [B. E. Ent. 781 


tan z+ tan 92 
1 ап z tan 27 


অতএব tan 2-бап 92 = tan 32 (1- tan 2 tan 22) 
সুতরাং tan z+ tan 02 = tan 32= —tan z tan 9z tan 3z. 
154444 tan z tan 2z tan 3z=0. 


77 tan 3= 


т 
22 tan 00১ লগ বা tan 2z=0, z=% 


41 tan 9০0, তি, n=0, +1, +9; 
(5) tan 40 = соб 50. 
অর্থাৎ tan 40 = tan 5 -59) 


`. 40-ат 1-50 41 96=(2+1) % 
үт! 
18? 
(6J 2 šin? ০৭৪০৭ 2г= 2. 

বা sin? 9z=2(1-—Ssin% z)=2 сов? т. 
বা 4 sin? æ cos? z= 9 ০০8৯০ 


বা, 0=(9n+1) n=0, +1, 79১" 
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বা, (cos? z) (2 sin? ৪--1)-0 
2. cos? z=0, অৰ্থাৎ 14008 92-0, বা сов 9z= -1, 
বা 9с-(%-Һ1)т 
অর্থাৎ ০-(৪৮+1) 5. 
অথবা 2 5102 2-1 বা 1-9 віц? 2-0, বা сов 20-0 
১ ৪০-(৪%+1) 5 বা z=(9n+1) г 
?%- 0, +1, 359১০ 
(7) sin (т сов 0)--сов (т sin 6) হইলে প্রমাণ কর 0=9nm+ +<, 
যখন cos <= =... 
2V3: 
সমাধান : sin (Z сов 0)= соз (z sin 9) 
+< Ë 524 
=sin gt” sin ] 
অর্থাৎ m сов 0= =" віп 6, বা сов aF. sin 0. 
বা, сов 0 Fsin 0= % বা, ® cos өж-1, Ne sin ry 


বাঁ, сов (2= =e <, 


2, OFT“, বা олт 4, n=0, +1, 39... 


(৪) দেখাও যে %5 sin А sin ЗА- 2% cos А sin 241. রাশির একটি 
উৎপাদক 2 sin А—1| ইহার সাহায্যে 4(віп 0 sin 96- cos 0 sin 20)+1=0 
(0<0<9п) সমীকরণটি সমাধান কর। 

 প্রদত্তরাশি-০* sin А sin ЗА- 22 cos A віп 9A+1 

та! gin A sin ЗА- z. Қз ЗА + віп A)+1 


= віп ЗА (z віп А-1)- 1(2 sin a — 1) 
= ( sin А – 1)(2 sin ЗА- 1) 


স্থতরাং 2=9 ও A= বসাইলে প্রদত্ত те 


(9 sin 6-1) (2 sin 2 1)= 


sin 0= f=sin 7 9 


6” 
т 

аша, За тү. 

sin 30= {= sin = 5% 1) 18 

স্থতরাং 0<0<9т হইলে ӨЛЕ 30°, 50°, 130°, 150°, 170° 250° 290° 


n=0, +1, +3,-.- 
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গ্রশ্ঈমাল। 6 


নিম্নোক্ত সমীকরণগুলির সাধারণ সমাধান নির্ণয় কর £ 
1. (i) sin 0= – У3 (ii) лор. এ (iii) tan 0= – УЗ. 


2. 


32. 


86. 


v3: 

tan? 9+c0t* 6-94 

sin m0--sin n0=0. 
tan m+cot z= 4. віп 4z— віп 9z= eos 92. 
соз z--cos 2%-+ cos 32 = 0). віп ৮491 2%+ sin 32=0. 
сов 2+ віп 2--сов 9z-Fsin 9с 11. sin ০4০০9 z= VF. ` 
sin 0+ V3 сов 0= JZ. 13. sin 0+9 cos 0=1 
9 sin a+sin® =2 15. tan 0-+sec 0= ,/3. 


ob 9+cot( +0) =9. 17. tan H +0)+tan ( = o)=4. 


4 cos? 0+6 sin? 0=5 19. sin p 6--сов 40-0. 

tan 2-соб z=cosec 20 ‘21. cot? 0 —1=cosec 6. 

3 cos 04 УЗ sin 0= J6 23. tan z+tan 9z+tan 92-0. i 
бап z--tan 9z--tan 2 tan 2z=1_ 

{ап z-+tan 2z-Ftan Әт--бап z tan 92 tan 9. 


tan? 0=3 соѕес? 6-1 
собт-соб 9z = 9. 


әле و‎ 


сов? 6-віп0-і-0 27. 


сов z— sin z= cos ৭4781 <. 

4 sin 0 сов 0=1 — 2 sin 0+2 сов 0 (0<0<т) ГВ. Е. Ent. "721 
бал 0-Есоб 29 = 2 

9 sin 0+3 сов 6-0 (0<0<2л) 

cot (2--1/)--0. 


"0<е<т; 0<у<т 
іш(г-4)- 23 |, KF; у 


1- tan 2 4 
I+tan z 11910 22. 


sin 2 0 see 4 6--сов 2 0= cos 6 0 


сов 92 cos 72 = сов ӛт cos 3z[- {<et * 
1-9 sin 0 — 2 cos 0+cot 0=0. [B. Е. Ent. 70) 
віп30--сов70 --0 (0<0<27) [B. E. Ent, 11 ] 


যদি sin б=вїп $, сов 0=cos $ হয়, তবে দেখাও A 
হয় 0= 9, নতুবা ৪-%- গা, к-0, 1; 23; 
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উত্তরমালা 


LO m-re (G) mrt Gü) চল, 


т x тт ОШ; 9 

2. ятЖ. 8. "72. 4. a tu). 5. E 
е e 8 1১৮ 
ল্যান 6. апт 1" 7 (2+1) 41.27—(— 1) < 


28 n+ rt 9. বা зілі 10, nr বা 


т Y m” бт т т 
(4৮41). 1. Inn +. 12. mnt үс বা 2вт— 15 18. ir +s 


বা. 2nz — В, [ sin в=? 


| 14. nr + ql "тт 15. 9nz-+ 8. 
16. тт, 17. яғ 2, 18. Ө=тт®*, ১448 bri বা 


| 9(@—р) 
(4®-1)т т a x 
GHD 20. 2пя +: বা (9%4-1)7 91. nx+(-1) g (4%- 1)5 


92. зато" বা na 28. "E 4 na + tan" 25 
24. Mas + 2) 25. TE 36, n(n হা, пт, 
@+ гт у 28. 9лт-<, Inr- T +< 29. T $ 
30. THODE 31. дал +, 32. 15 5 88. г-тт 
в. ত বা (193. 85. 4” 12 36 ra he+(— 1". z. 
ест 
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সপ্তম অধ্যায় 


ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখচিত্র 


( Graphs of Trignometric functions ) 


1.1. ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষক বলিতে sin z, cos z, tan 2, cosee 2, 506 2 
cot z 41 ইহাদের দ্বার গঠিত অপেক্ষকদের বুঝায়। যে পদ্ধতিতে বীজগাণিতিক 
অপেক্ষক যেমন у=2+9, y=" +5, у= + Уа _ 2৯ প্রভৃতির লেখচিত্র আকা 
হইয়া থাকে, অর্থাৎ 2-44 বিভিন্ন 408459 %এর বিভিন্ন অবস্থানের সঞ্চারপথ * 
লেখচিত্র হইতে বাহির কর! হইয়া থাকে, (সেই পদ্ধতিতেই ভ্রিকোণমিতিক অপেক্ষকের 
লেখচিত্র আক! হইয়! থাকে 1 ইহা অবশ্য ঠিক যে লেখচিত্রটির সৌন্দর্য্য বজায় রাখিতে 
হইলে প্রয়ৌজনমত z অক্ষ ও у অক্ষ বরাবর উপযুক্ত একক ঠিক করিয়া লইতে হইবে 
__নীচের লেখচিত্রগুলি অন্থ্ধাবন করিলেই এই বক্তব্যের যথার্থতা উপলব্ধি হইবে। 

7.2.1. লাইনের লেখচিত্র (Sine graph). у-віп 2 

সাধারণ সাইন তালিকা ( natural sine table ) হইতে 0° হইতে 90404 
10° বাবধানের কোণগুলির সাইনের মান প্রথমে теті হইল। ইহার পর sin 
(180°-Е6) =ыїп 9, এবং (-০)- -sino এই FHT সাহায্যে নিয়লিখিত 
সারণীগুলি প্রস্তুত কর! হইল। 

সারণী 1: (যখন 2<0) 


ж Е ИЕЛЕ |80: 


-40° м“ М 


-1 | =] -a| ~| =| | - | -s| -a[o 


জারণী 2: (যখন ০৯০) 


ж іш |» іш 40° [50 «||» 1007 | 1107 | 1207 


ЫР 1 | 798 | %4 | 87 Е 
প্রথমে ছককাগজের যে কোন বিন্দুকে যুলবিন্দু ধরিয়া এ বিন্দগামী পরস্পর 9% 
দুইটি সরলরেখাকে (ox ও ov) x অক্ষ ও Y অক্ষ ধরা হইল। এবার ох বরাবর 
এক একটি ভাগ বলিতে 10° এবং оу বরাবর 10 ভাগ বলিতে 1 একক ধরা হইল | 
এখন উপরের বিন্দুগুলি ছক কাগজে বসাইয়| উহাদের অবস্থানগুলি একটি সম্ভত রেখা 
দ্বারা যোগ করিলে T1 এর মত লেখচিত্র পাওয়া যাইবে। অতএব ইহাই у-віп т, 
এই ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখচিত্র। (চিত্র 7.1 ) 


7 


А 1| 94 | 50 | 64 | 71 | ‘87 Е | -98 


fsa—T7,1 


G) у=віп = অপেক্ষকটি, z এর যে কোন মানের জন্য অনবচ্ছেদিত 
( continuous ), এবং ইহার লেখচিত্র তরঙ্গাকার | 


(ü) এর মান 5 এর বিজোড় অখণ্ড গুণিতক হইলেই sin 2 এর গরিষ্ঠ ও 
ЯН মান (ষথাক্রমে+1 ও -1) পাওয়া! যায়। বেশী সঠিকভাবে বলিলে 2= 
(441) হইলে sin z এর গরিষ্ঠ মান F1 এবং -(৫৮-1)5 হইলে sin z এর 


afšb মান — 1 পাওয়া যায়, যেখানে  শৃন্য বা অখণ্ড বাস্তব সংখ্যা | 

(іі) sin z, æ এর Эа অপেক্ষক ( periodic function ), কারণ লেখচিত্র 
হইতে দেখা যায় যে sin (Ənz+z)=sin z, n= +1,; 9, ...... » অর্থাৎ 360° 
এর 448 গুণিতক (ধনাত্মক বা খণাত্মক ) কোণে যোগ করিলে sin ç এর মান 
অপরিবতিত থাকে | 

(у) 0° হইতে 180° মধ্যে লেখচিত্রটি a= 90° তে ңе কোটির সাপেক্ষে 
অন্থরূপ ( symmetrical ) 

(у) 180° হইতে 360°-র মধ্যে লেখচিত্রটি 0° হইতে 180° я মধ্যের লেখচিত্রের 
94%, তবে প্রথম অংশের লেখচিত্র x অক্ষের নীচে, দ্বিতীয় অংশের লেখচিত্র x অক্ষের 
উপরে। 


7.2.2 কোসাইনের লেখচিত্র : ( Cosine graph ). 


প্রথমে সাধারণ কোসাইন তালিকা হইতে 10° বাবধানে z এর মানের জন্য y এর 
মান 0° হইতে 90° পর্য্যন্ত লওয়া হুইল, ইহার পর-০০৪ ( —0)= cos 0 এবং сов 


ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখচিত্র 59 


(z — 0)= — сов 0 ও сов (27 — 0)= eos 0, 2474 প্রয়োগ করিয়া у= сов 244 
মানগুলি নিয়রূপে সারণী-আকারে সাজানে। হইল। Cy 


জারণী 1. ч যখন 2০) | 


ЗЕ ЗЕ 2৪৮ | -30 -« -30° ЕЗ -৮ | 0° 


El 0 | 17 | 4 | 150 Е | 77 ЕЕ ЕН 127 


সারণী 2 : ( যখন 2৯০) 


60° jo м 907 


JT 


cos A 


এখন মনে করা যাক z অক্ষ বরাবর একটি ভাগ বলিতে 10° এবং OY বরাবর 
10 ভাগ বলিতে 1 একক। তাহা হইলে উপরিউক্ত বিন্দুগুলি ছক কাগজে বসাইয়া 


| চিত্র =?.2 
উহাদের একটি aao রেখা দ্বারা যোগ করিলে 7.2 চিত্রের মত /-৫০৪% এর 


লেখচিত্র পাওয়া যাইবে। (চিত্র 72) 
লেখচিত্র হইতে у = cos z এই ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকসম্বন্ধে নিম্নোক্ত মন্তব্যগুলি 


কর! যায়। 
O সাইনের লেখচিত্রকে বাঁদিকে 90° পরিমাণ সরাইলে сов 2 এর লেখচিত্র 


পাওয়। ata l 


60. ত্ৰিকোণমিতি 

Gü) = এর মান (0° বা 180°4 জোড়) এবং বিজোড় 549% গুণিতক হইলে 
cos % এর যথাক্রমে গরিষ্ঠ (41) এবং fq (- 1) মান পাওয়া যায়। অর্থাৎ cos 
(Фп п) = +1, cos (241) а= —1 যেখানে ॥=0 4] যে কোন অখণ্ড বাস্তব 
Al | 

(іі) сов z এর লেখচিত্র অনবচ্ছেদিত ( continuous ) এবং তরঙ্গাকার। 

Gv) = এর মান 360° এর অখণ্ড গুণিতকের দ্বার! বদ্ধিত বা হাস করিলে сов z 
এর মান অপরিবর্তিত থাকে, OTR cos z, z এর পর্যাবৃত্ত অপেক্ষক ( periodic 
function ). k 

(у) —90° হইতে 90° я মধ্যে লেখচিত্র 2=0° তে অঙ্কিত কোটির সাপেক্ষে 
অনুরূপ | 

(4) —90° হইতে 90° q মধ্যে অঙ্কিত লেখচিত্রটি 90° হইতে 270° মধ্যে 
অঙ্কিত লেখচিত্রের অনুরূপ, তবে প্রথমটি  অক্ষের উপরে ও দ্বিতীয়টি z অক্ষের নীচে 
অবস্থিত। | 

723 ট্যানজেন্ট এর লেখভিত্র 

সাধারণ ট্যানজেণ্ট তালিকা হইতে 0° হইতে 90° ব্যবধানের z এর মানের জন্য 
у= z এর মান প্রথমে বাহির. কর! হইল এবং ইহার পর tan (—0)= —tan 0 


এবং tan (rT —0)= — tan 0 স্থত্রের সাহায্যে নিক্ললিখিত তালিকাটি প্রস্তুত 
করা হইল। 


Р -70 ево = 50° |= 40° |- 30° |- 20° |—10° 22 20° 


90° | 100° 110° | 120° 


1:73 ж 


275 |567 = 5'67|- 2°75 


-r| 45% 


এখন ছককাগজে অক্ষদ্বয় অঙ্কিত করিয়া ох বরাবর ক্ষুদ্র বর্গক্ষেত্রের এক একটি 
বাহুকে 10” ও oy 4414450 ভাগকে একক ধরিয়। উপরের বিন্দুগুলি সংস্থাপিত 
করিয়া উহাদের একটি желе রেখাদ্বারা যোগ করিলে y=tan এর লেখচিত্র 
Ateri যায়। 

ট্যানজেপ্ট লেখচিত্রের বৈশিষ্টা-_ 

1. y=tan z অপেক্ষক অনবচ্ছেদিত (continuous) নহে, 244 মান 9074 
বিজোড় aasa গুণিতক হইলে ওঁ বিন্দুগুলিতে ইহা! অবচ্ছেদিত (18০০7819053) হয়| 


ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখচিত্র 61 


9, 0° হইতে 90° a ভিতর tan এর লেখচিত্র 90° হইতে 180° z ভিতরের 
লেখচিত্রের অনুরূপ, তবে প্রথমটি x অক্ষের উপরে ও পরেরটি নীচে থাকে | 

3. оча মান 90% এর বিজোড় weer গুণিতক হইলে, ওঁ বিন্দুগুলিতে 
অঙ্কিত v অক্ষের সমান্তরাল রেখাগুলি লেখচিত্রটিকে প্রকৃত পক্ষে ছেদ করে না” 
কিন্তু প্রায় মিলিত হইয়া আসে। এরূপ রেখাগুলি убал 2 এর 
85701760698 বলে | 


০৮০০ wasa... 


наас * 


6з-79 


АЎ 1860" র ব্যবধানে লেখচিত্রটি একই প্রকার হইতে থাকে | 

সমস্যা ( Problem ) 1. দেখাও যে কোট্যানজেণ্ট এর লেখচিত্র 585% এর 
লেখচিত্তের অনুরূপ, কেবলমাত্র S 0° তে উভয় পাশে স্থানান্তরিত হইয়াছে। 

д. у-совес z এবং у = sec % এর লেখচিত্র অঙ্কন কর এবং লেখচিত্র হইতে 


ইহাদের তুলনামূলক 51041541 কর | 


69 ১ ত্রিকোণমিতি . 
মন্তব্য : উপরিউক্ত ত্রিকোণমিতিক অপেক্ষকগুলি ছারা গঠিত যে কোন | 
ব্রিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখচিত্র একই নিয়মে অঙ্কিত করা যায়, তবে প্রয়োজনমত | 
অপেক্ষকের প্রদত্ত আকারকে কিছুটা সরল করিয়া লইয়। লেখচিত্র আকা বাঞ্ছনীয় 
(9. 7. 3 দ্ৰষ্টব্য ]। | 


7.8 সমীকরণের লৈখিক সমাধানঃ 
বীজগণিতের সমীকরণের ন্যায় ত্রিকোণমিতিক সমীকরণেরও লেখ অঙ্কন fam 
সমাধান কর! যায়। সাধারণতঃ দুই পক্ষের দুইটি লেখ অঙ্কন করিয়! তাহাদের 
ছেদবিনুগুলির ভুজের মানসমূহ লইলেই সমীকরণের নির্ণেয় বীজ পাওয়া যায়। কোন 
কোন ক্ষেত্রে সুবিধামত পক্ষান্তর করিয়া বা স্থত্র সাহায্যে সরল করিয়া লইলে সমাধান 
কার্য সহজ হয়। 
উদ্ধাহরণ 1. লেখচিত্র সাহায্যে tan ০22 সমীকরণটি সমাধান PRT 2=0 
এবং = সীমামধ্যস্থ z এর মানগুলি নির্ণয় কর। 
এস্থলে z রেডিয়ানে প্রকাশিত হইয়াছে ধরিতে হইবে। 
y=tan 2 ст 6) 
%-% се ст (ii) 
উক্ত স্মীকরণঘয়ের লেখ দুইটির ছেদববিন্দুর ভুজ নির্ণেয় বীজ। 
%=0 এবং = সীমার মধ্যবর্তা এইরূপ z এর মান সমুহ যাহ। সমীকরণকে 
সিদ্ধ করে এবং у এর অন্ধুরূপ মানসমূহ লইয়া! নিয়ে তালিকা! গঠন করা 524 | 


() নং সমীকরণের ক্ষেত্রে 


La EAE НЕ SISI _ 
( রেডিয়ানে ) EAE I8 | I8 | 1811811812 


Gü) নং সমীকরণের ক্ষেত্রে 


BE PHN Еа. 
z= 4 ЖЕЛЕ, 
(fera) | 151312 
у= |0] 
4192) | 
এখন ছক কাগজে эрт অঙ্কিত করিয়া ох বরাবর ক্ষুদ্রবর্গের 5টি বাহুকে 
rs রেডিয়ান এবং OY বরাবর 10টি বাহুকে একক ধরিয়া উভয় সমীকরণের 


© তালিকাস্থিত বিন্দুগুলি স্থাপন করা হইল এবং উহ্া্দিগকে পৃথকভাবে দুইটি রেখাদ্বার! 
жт করা হইল । তাহা হইলে প্রাপ্ত রেখাছয় (ба দেখ) () ও Gi) এর E 
সীমা মধ্যে লেখ। 


ү 


„ы 
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T4 চিত্র হইতে দেখা যায় যে, লেখ দুইটি যে দুইটি বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে তাহাদের 
একটির ভুজ= 0 এবং অপরটির ga স্বর্গের 335 বাহুর সমান; অর্থাৎ কল্পিত 


এককে £5১ іі 1:17 রেডিয়ান। 


ri 


s চিত্র 7.4 

অতএব, z=0 এবং ₹=$ সীমার মধ্যে প্রদত্ত সমীকরণের সমাধান 2-0 এবং 
= 11? রেডিয়ান (প্রায় )। 

উদ্ধাহরণ 2. লেখচিত্র সাহায্যে cot ০_ tan a= 2 সমীকরণটি সমাধান করিয়। 
0 এবং л সীমামধ্যস্থ z এর মান সমূহ নির্ণয় কর। 

QZT cot z — tan 2-2 

cos z _ sin 225 
ain EE өзе, 
বা, сов? 2-віп" w= 2 gin z сов z 
31, сов 22--віп 22 বা, бап 22-1 


64 ` ত্ৰিকোণমিতি е 

222215944, y=tan 22 жерге সমমীকরণছয়ের লেখ দুইটির са ভুজ 
নির্ণে সমাধান হইবে। 

y=tan 2% এর লেখ অঙ্কনের জন্য সমীকরণটিকে সিদ্ধ করে এবং 16 afet 


অস্তর নির্দিষ্ট সীমার মধ্যে থাকে এইরূপ এর মানসমূহ লইয়া! এবং তালিকা হইতে 
у এর অনুরূপ মান নির্ণয় «ип নিম্নের তালিকাটি প্রস্তুত কর! হইল। 


পুনরায় /=1 এর লেখ একটি সরলরেখা। উহা! ৮-অক্ষের সমান্তরাল এবং у 
অংশের ধনাত্মক দিকে ৪-অক্ষ.হইতে এক একক দুরে অবস্থিত। 
аа ансо АШИ АЙНАДИН বর্গের বাহুর ছিগুণ 


2. 


2. 
— মা 


- ভ্রিকোগোমিতিক অপেক্ষকের লেখচিত্র 640), 


т š 
দৈর্ঘ্যকে Tg রেডিয়ানের সমান ধরিয়া এবং ॥-অক্ষ বরাবর ক্ষুদ্রতম বর্গক্ষেত্রের এক 


বাহুর 5-04 দৈর্ঘ্যকে দৈর্ধের একক ধরিয়া তালিকাস্থিত বিন্দুগুলি স্থাপন করা হইল। ৷ 

এই রেখা! y= tan সমীকরণের লেখ হইল। | 

পুনরায় একই RT ও অক্ষ লইয়| এবং একই এককে. у=1 এর লেখ অঙ্কিত | 

কর! ছইল। মনে কর AB সরলরেখা উক্ত লেখ। চিত্র 7'4 হইতে দেখা যায় লেখঘয় 
5л 


ева বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে এবং উহাদের ভুজ যথাক্রমে 8 এবং `8 


бт 


', নির্ণে সমাধান, 2-5 ও уэ 
উদ্ধাহরণ 3. লেখচিত্র সাহায্যে 2 sin°z= cos 92 সমীকরণ সমাধান করিয়া 


- টু ও ন এর মধ্যবর্তী z এর মানগুলি бй কর। 


এস্থলে 9 sin z= cos 2% 
বা, 1-008 9z= cos 2% 
বা, 2 ০০৪ =1 /. ০০৪22 


৮০০৪ 2% সমীকরণের লেখ অঙ্কিত করিবার জন্য সমীকরণটিকে সিদ্ধ করে 
Ta রেডিয়ান чет z এর এইরূপ মান সমূহ এবং তালিকা! হইতে %-এর অনুরূপ 


মানসমূহ নির্ণয় করিয়া নিয়ের তালিকাটি еге করা হইল। 
H. S. Trig.—4 (A) 


7л Зл 
19 A 4 


পুনরায় y=} এর লেখ একটি সরলরেখা 1 উহা! %-অক্ষের সমান্তরাল এবং v- 
অক্ষের ধনাত্মক দিকে %-অক্ষ হইতে ঠ একক দূরে অবস্থিত। 


এক্ষণে ছক কাগজে অক্ষদ্বয় অঙ্কন করিয়া -অক্ষ বরাবর ক্ষুদ্রতম বর্গক্ষেত্রের এক 
বাহুর দ্বিগুণ দৈর্ঘ্যকে г. রেডিয়ানের সমান ধরিয়া এবং &-অক্ষ বরাবর wawa 


ব্গক্ষেত্রের বাহুর দৈর্ঘ্যের 10 গুণ দৈর্ঘ্যকে দৈর্ঘ্যের একক ধরিয়। তালিকাস্থিত বিন্দুগুলি 
স্থাপন করা হইল এবং একটি সম্তত রেখাদ্বার। উহাদ্দিগকে সংযুক্ত করা হইল। ইহাই 
у= сов 2% সমীকরণের লেখ হইল। 


পুনরায় একই মূলবিন্দু ও অক্ষ লইয়া এবং একই এককে y=} এর লেখ wfs 
করা হইল। মনে কর, АВ সরলরেখা উক্ত লেখ। 
চিত্র 76 হইতে দেখা যায় লেখ দুইটি পরস্পর Р, о, R, s চারিটি বিন্দুতে ছেদ 
করিয়াছে এবং ছেদবিন্দু চারিটির ভুজ 59: = = m. 
অতএব প্রদত্ত সীমার মধ্যে নির্ণেয় সমাধান : 
G হা ই бес ic 
qs 6 6’ 6? 6: 
উদ্দাহরণ 4. লেখ সাহায্যে sin ৮০০ 2= সমীকরণের সমাধান =a | 
(0427) 
у=вїп z-Fcos z অপেক্ষকদ্বয়ের লেখচিত্রের ছেদবিন্দুর жз? 
এবং y=} | бсб বীজ। 
প্রথমে y= sin 4-০05 2-44 লেখচিত্র আকা! যাক | 


ры [a j 


ы a... U... s 
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30° 5 60° 75৭ 90° 105° [езуне |> 


sin + | —'26 


РА ШЕР --14 ЕС zra}: [ajs 


উপরিউক্ত বিন্দুগুলি বসাইবার জন্য % অক্ষ বরাবর 2 ভাগকে 15° ও অক্ষ 
বরাবর 10 ভাগকে একক ধরা হইল। 


চিত্ত 7. 
এবার y=} সরলরেখাটি আকা যাক, ইহা z অক্ষ হইতে ধনাত্মক দিকে 3 একক 


দূরে 2অক্ষের সমান্তরাল রেখা | 
চিত্র тт হইতে উভয় লেখচিত্রের ছেদবিন্দুর ভুজ 113° ও 349° পাওয়া গেল। 


স্থৃতরাং নির্ণেয় সমাধান 2= 113° ও z=349°. 


1. 
2. 
8. 
фе: 
2 5. 
| 1. 


64(4) 


লেখসাহাষ্যে সমাধান কর 2— 


ত্ৰিকোণমিতি 
প্রশ্নমালা! 7. 


, 


z=tan 2 [সীমা 2-0 এবং 25] 


9 sin 242—3 =0. 

089৫ ж=со& a+ V3 [ সীম z=0, z= =< | 
G) e?°=cosz (ü) ш-сов" 2. 

5 sin 0+ сов 0=5 [ সীম! 0=0° ও 0 =970° ] 


উত্তরমাল। 
0° 2. 1:16, 8:28, 495 9. 27-4 G) +82, 


8 
46°95' (প্রায় ) এবং 90°. 


অউস অধ্যায় 
বিপরীত я অপেক্ষক 


(Inverse Circular Functions) 


8.1. একটি কোণের পরিমাণ 80° হইলে আমরা জানি sin 80-3) আবার , 
কোণটি রেডিয়ানে প্রকাশিত হইলে sin $=} লেখা হয়। ইহার অর্থ 80° М 
বা ফর রেডিয়ান পরিমিত কোণের sine অনুপাত $ এর সমান।  বিপরীতক্রমে, 
বলা যায় যে, যে কোণের sine অনুপাত টু এর সমান তাহার পরিমাণ 80741 
z রেডিয়ান। সুতরাং সাধারণভাবে, біп ৪-% বলিলে, 6 দ্বারা এরূপ একটি কোণ 
বুঝায় যাহার sine অস্থুপাত-% এই কথাটি বুঝাইবার 59 একটি নৃতন ধরণের 
প্রতীক (symbol): 6=sin-* k (sine inverse Ж) ব্যবহার করা হয়। 
geak sin" বলিলে একটি কোণ বুঝায়। 

8.1.А বৃত্তীয় ও বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষক 2 sin т, cos у, tan z প্রভৃতি 
অন্ুপাতন্থচক অপেক্ষক সমূহকে ত্ৰিকোণমিতিক বা বৃত্তীয় অপেক্ষক (circular 
function) বলে বলিয়া ইহাদের বিপরীত অপেক্ষক সমূহকে বিপরীত FO অপেক্ষক 
(inverse circular function) 407; যেমন, gin"1 z, 009-2 у, tan”? # 
ইত্যাদি বিপরীত বৃতীয় অপেক্ষক। 

ষ্টব্য। মনে রাখা দরকার যে sin": এবং (sin 2)"* এক কথা নয়। 


7 1 
віп-1 z একটি কোণ সুচক প্রতীক, কিন্তু (sin 2)" * = с. 
8.2. অপেক্ষকের মুখ্যমান (principal value): 


sin £=? 2 sin" += 
কিন্ত £ একমাত্র কোণ নয় যাহার sine wg8*[%=* 
পরস্ত % শৃষ্য বা যে কোন ধনাত্মক বা খণাত্মক খণ্ড সংখ্যা হইলে na+(—1))"% 
অসংখ্য কোণের প্রত্যেবটির sine = & হইবে। 
віп-1 ф=пт+(- 1)" # 


সেইরূপ, ০০৪-, ৯2৫87 апт 1.-1% +£ ইত্যাদি। 


অতএব দেখা যায় যে বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষক সমূহ বহু মান-বিশিষ্ট (multiple 
valued) 1 এই মান সমূহের ক্ষুদ্রতম মানটিকে অপেক্ষকটির মুখ্যমান (principal 
value) বলে। আবার, একই সাংখ্যমান, কিন্তু বিপরীত চিহু-বিশিষ্ট দুইটি কোণের 


5 
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একই ত্ৰিকোণমিতিক TS থাকিলে,ধনা্মক চিহ্নযুক্ত কোণটিকে বিপরীত 94 
অপেক্ষকের মৃখ্যমানরূপে ধরা হয়। যেমন, 
cos“! (ঠ)= তু 
2. совт ($) এর মুখ্যমান স্ব হইবে | 
83. কতিপয় প্রয়োজনীয় জ্ঞাতব্য বিষয় š 
( sin @=z হইলে, sin-* 2-0 
sin-1 (sin 8) =0 
অন্থরূপে, сов”: (cos 8)= 0, tan 1 (бап 0)=0 ইত্যাদি | 
Gü) sin 0=z হইলে, 0=sin"*t z 
2, sin (910- 2) = 2 
ITC, cos (cos "t £) = z, tan (tan-íz)=z ইত্যাদি | 
আবার, মনে কর созсоб=л f, 0-совес”і 2 
1 এক 
858967স্2 0=sin 5% 


соБес-1 ж--ғіп” al 


এখন sin 0= 


অনুরূপভাবে, 9৪০-* х= сов”! > со z= tanı 1 
সাধারণ কোণাঙ্গুপাতের IH বিপরীত কোণান্থপাঁতের ক্ষেত্রেও একটির মান 


জানা থাকিলে অপরগুলির মান নির্ণয় করা যায় । যেমন, 
মনে কর віп”і 2-0 “sin 9-% 


2. сов = ү1-22, tan 0= cot 0 = 


z 2 > У1-а? 

1-2 2 
ба TY 1 

вес - ৪ এবং совес Баға 


z 
У1-а? 


1. Өе-евіп”і z=cos"1 /l-z2=tan-1 


yr шесі T= = совест: L 
WI: sin-t 2, cos" t V 1— z প্ৰভৃতি বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষকগুলির 
মুখ্যমানগুলি পরস্পর সমান। 
84. কতিপয় সুত্র (Some formulae): 
(i) sin-1 z+cos-i2= 
(ii) tan-*z+co"iz= 
(іі) cosec-* £+89০-* z=; 


со 


বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষক 
eate i (i) মনে কর, sin-t 2-0 
এখন cos (ভু -0)=sin 6 =z со 1т-т-0 
1. sin” @+со87* 2-05; -дет. 
(i) মনে কর, tan”? 2-0 
cott д= 5-0 
7. tan”? ৮+০০৮-* а=0+{—б=, 
(iii) মনে কর, совес-! z=0 
1. т = совес 9589০ ($ - 0) 
.. вөсішеіт-0 


sin б=2 


.. æ=tan 0 = cot (5 -0) 


совес”1 z + вес-1 z=0+3-0=7. 
WGI 2 97 হইলে (1) এর ফল সত্য হয় না। 
কারণ, tan” ৮+০০৮-% z= - 3. 


8.5. প্রমাণ কর £ 


(i) tan” z + tan” y= 60075 


š: এল 
(ii) tan”? ৮- 6%0-5 y=tan বত 


(iii) tan”? 2 +tan”* y + 69072 ي‎ Алы. 17) 


l—yz — zz — zy` 
প্রমাণ। মনে কর, tan-t с-« এবং tan": y= 


তাহা হইলে z=tan <, y=tan f. 


| tan <+tan ) 
G) এক্ষণে, tan (<+ В)= ই в 


_т+у 
түсау 

қ ETE) 

^ «4+8 = ап Tay 

- =1 eja -1 +} 

অর্থাৎ tan”? & + tan” y= tan == 


Р ау tan <-tan 8 2-у 
(i) кап башна шар ту 


= ә] Е 
.“. «-Б-ізп Tray 
el Те а даа 7 

অর্থাৎ tant s-tan“! y=tan Iray 
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(i) মনেকর 6510-52-৭০ tan” у= р, tant #=y 


tan < + tan 2 + tan y- tan < tan В tan y 


এক্ষণে бәп (SFB TEE В tan y= tan ytan <—tan < tan 8 


2%у%2-ту 
71-у2-22-ау 

ж+у+#—хуё 
1-у2-:22-гу 


2. <+BDB+y=tan"t 
অনুরূপভাবে প্রমাণ করা যায় যে, 


(i) соғ: д + со-1у=соь-і ZY- 1 


ГЕ; 
(ii) | соёт 12 – соб ty = cob” ঘা 
8.6. প্রমাণ কর ঃ 
G) sin-tz+sin-ig=sin-1(z /1Т—у%+у (1-2) 
(li) sin-t z-sin-1g=sin-tíz yI -y?—y (I= z) 
(iii) ০০৪-২ 2+ сов-і у= сов- Чау- ү -z2(l- 2) x 


(iv) соя"! æ- cos“! y=cos Hay + (LZ 221 у?ур | 
মনে কর, sin 1 = < এবং віп-:у = В 
তাহা হইলে, z = sin< এবং у=віп 9 x 
cos <= /l-sin2<= /l 22 
এবং сов B= /I—sin28= /1- y 
(ü) sin(<- в) =віпҳ cosp + сов sin 8 
=» Jl-y2+y (1-2 
= “+B=sin""(z уї-у?+у 1-27) { 
অর্থাৎ вїп^®@ 4-810-7%/-810-702 V1 -y2 +y У1- а?) 
(Ш) আবার, віп(4-/)-віп< cos - сов sing 
= /1-у#-у уга? | 
= 8810-21-82 %1-22) 
অর্থাৎ ৪10-4%-910-:%-910-462 %/1-%-4 ү1-аз) 
(Ш) মনে কর, cos"lz= < এবং cos" 1y =g 
7. 20 = С08< এবং у = cos Û 


віп< = 4/1 ০০৪১৭ /1-:” 


বিপরীত বৃতীয় অপেক্ষক 
এবং зїп p= /l-cos28= (1-y 
এখন, cos (x + В) = соз« cosp -sinx sin 8 
=2у- Ү(1-а%)1- у?) 
1. <+B=cos"i(zy- үй а? 2) 
অর্থাৎ cos-1 + сов-1у = cos {zy — Ү(1-а2)(1-у2) 
(іу) আবার, cos(< — 8) = cos< cos8 +sin<sin8 
=2у+ /(1- z) —y2) 

«- В =cos Hazy + У-у) 
অর্থাৎ cost — cos 1y = cos” ya + vl —z2)(1 — y2)) 
87. প্রমাণ কর £ 

(ü) 2 ৪10-52-810-5022 /1—z2) 
Gi) 9 сов-12 =ocos-1(2z2 - 1) 


92 


(іі) 2 9%0-হ% ল 68075 15 


প্রমাণ: 
(i) মনে কর 510-52-%.. £ m=8in< 
Г. cos<= ү(1 -sin2<)= /l-gz 
এখন sin2«= 2 sin< cos<=92z Ү1-а2 
2. 2<=sin-1i(2z /l-z2) 
` অর্থাৎ 2 sin-ig=sin-(2z /1- 23) 
(i) মনে কর сов-12-<, তাহা হইলে, ০০৪৭৮ 
এখন соз 24 =2 cos? =l = 222 — 1 
1. 9қ-сов”(922--1) অর্থাৎ 2 0812 = сов” 1(2z2 -1) 
(iii) যনে কর, {ап-22= « তাহা হইলে, tanc =g 
2tan< _ 22 


ды одан. сул к 
22 
g = -1 -iga r: 
2. 94-іап (=) অর্থাৎ 2 tantz = tan” Tas 


88. প্রমাণ কর : 


22 = 22 
- -1 - Pa | “1 
2 tanta = sin іе oO HERS = tan কনে ও 
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প্রমাণ: মনে কর tan-lz=0 2. tan0=z 


ч 2tanð _ 22 
এখন, ein 20= Tang T+ 3 


° 22 
5 20=sin"+ T 22, অর্থাৎ 2 tan- tz = вірі гаї 


1-іап20 1-22 
ШШ CUTE pianto 1+? 


1-22 3 _ 1- z3 
та 2Atan” ta = сов БҰТ. 


2. 20 = сові 


আবারঃ 2 ша іад 225 


4; а М 41-42 _ -і 92 
2 tan-tz = віп чат Tg ga 480 Izz 


8.9. প্রমাণ wq: 
G) 8віп”і2-Біп” (82-423) 
Gi) 8 cos” = cos" (423 - Зх) 
Gi) 8 tan z= tan-ı 3022. 
প্রমাণ: (i) মনে কর, sin p= 0 2. sin0=z 
এখন, sin 80=3 sin0 _ 4 sin30 = 8z - 423 
1. 80 =віп-1(82 - 423) 
অর্থাৎ 8 sin-*2 =sin-1(8z - 4z3) 


Gi) মনে কর, с08-12=0 ৮, совбет 
এখন, сов 80-4 сов20-8 сов) = 4z3 – 8z 
80 = сов-1(423 _ 82) 
অর্থাৎ 8 costa = cos" (423 - 82) 
(ii) মনে কর, tan`tiz=0 2. Бапӣ е2 
8 tans - tan 30 _ 8z – 25 
469, ৮০৪৪০ সতত "কু 
৮ 82 - 23 
.. 80 = tan ভুত 
8z - z? 


7-0 
অর্থাৎ 3 tang з 
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3.10. বিবিধ উদাহরণ : 
উদ্দাহরণ 1. নিয্ললিখিতগুলির মুখ্যমান নির্ণয় কর : 
0) sin (Ts (ii) сов-20 (iii) бап" У9) 
(іу) сов”? (-5®) (v) вес") (уі) вїп^(—4) 
G) মনে করা ta, sin 2—0 2. sing- Ja А 0-4 
(4) মনে করা যাক, ০০৪-%(০)১-৪ 7. сов 0-0 ** 0-9 


(iii) মনে করা যাক, бап ~H- ,/ 8/0 /. tan0= - у8 .. ৪. -$ 
V8 бл 


(iv) মনে করা যাক, ০০৪-ম(- م‎ 2. o0 ৪8 


(у) মনে করা যাক, ৪৪০-:2-৪ ৪০০৪০ .. 0=5 
(vi) মনে কর! যাক, sin (-ИЙ-0 +* sin 0= -3 ** 0= -& 


উদাহরণ 2. ০০৪-:(-$) এর মুখ্যমান ও সাধারণ মান নির্ণর কর। 
মনে করা যাক, cos (-4-0 ** cos= -4 ¿2 0= в 
бо মুখ্যমান = “এবং সাধারণ মান = r + 27 
উদাহরণ 3. প্রশ্নগুলির উত্তর কর £ 
(i) ০০৪-(০০৪৪)- কত? 
(ii) 09008870754) = কত ? 
(iii) 5107 (5)+০৮-)-ক্তা ЕТ! 
(іу) sin(sin”* &+608-1 4 )=কত? 
(v) сов(ап-22 + ০০৮-)- কত ? 
(vi) вес-2(2) = cos"? 2 হইলে £ এর মান'কত? 
ән: оо 0) é a 15-1 
(iv) «1 (у) 0 (vi) a=} 
Ба 4. প্রমাণ কর: tan" o= cost 4? 
মনে কর, tan“! ৮৮6 2. tan সত 


12 ত্রিকোণমিতি 
вөс20--1 + tan 0 =1+ 1850 = 1585 
০০৪২০-$$$% <. соз0-49 [+ চিহ্ন ধরিয়া ] 


cos-* 49=9. °, tan 1 49 =с0871 42. 


চিত্র সাহায্যে প্রমাণ : 


পার্শ্ববর্তী চিত্র হইতে (исап = 40 

44:74 410 কোণের বিপরীত বাহু-.9 EAR 
2 абуне УШ? = 1681-41 зб 

сов =. 79 .. @=cos`t į? 
HÉ হইতে, ৪1075 3%; 9 
tan-t zy =cos-t 40, 

841544 5. tantita wiy সকন প্রকার বিপরীত বৃত্তীয় মানে 
প্রকাশ কর। 

Тет সমকোণী (штан 0 কোণের. 6. 
বিপরীত বাছ বা аҹ PN=8 এবং 6 কোণের 


সংলগ্ন বাহু বা ভূমি 0114 এবং অতিভুজ š š 
PO= ү8° +42=5 
মনে কর, tant 4-0 |, 6809 -$ А 3 
% віпдш% 5 @0@=sin-1'$ 
сов Ө6--% 2. 0-совті 
совес = § 1. 0 = совест 8 
js sec @=& . 0=sec-: $ 
Жо б={ Л 6=c0t-: $ 


উদাহরণ 6. প্রমাণ কর যে, 
sin“? $+8in-2 ক ০০৪-হ 4% 
মনে করা যাক, sin? $ex ^ Sin <= 
এবং sin ү;-р 7, віп 8=/ 
cos <= /l-sin2 <= (1-3 = у=} 


এবং сов 8=J1-sin2 8= /1-Y6&= J4 =н 


+ ا 
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54151 হইলে, соз (< + В) = сов < cos В —sin < sin р 
=#šxiš-ix y (=39 

5 <+B=cos-1l 4 

2. вїп^% $+sin”* Pç=cos t $$. 
উদাহরণ 7. দেখাও যে, 

sin-* TG соз 73 5-1 

মনে করা যাক, sint To" St «- 5 
1. сов4- /l-sin2 <= Ү1-%- = 

1 У. 1 
tan <= 710579. = 


7 9 ва sing = tan”? () 


"আবার, মনেকরা যাক, ০০৪-+ FB" ë চা 
sin B= ү1-—сов В = /1-#= = = 5 
шар-- = 

1 


ঠা B= tan পিত্ত... тіні 3 


А Чаче ебат: + + + 68075 ыз И ы tł ремет $) 


=tan-1 (1)=% 


উদাহরণ 8. প্রমাণ কর £ 


2 8075 #+{ап7®* {= 
বামপক্ষ = tan” т 15 харї + 
={ап^® 2 х $) + tan”? $ 
=tan-* +tan" + 


= =] із ғ1 $s 
তি T З И 


=tan-1 (1) 
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84544 9. প্রমাণ কর : 
tan-* д + соб (2+ 1) 69075 (1+2 +s?) 


যেহেতু, соё: (z+ нага i) 
1. tan-1igz+ceot"1t(z+1l1)=tan"`tz+Utan"i (535) 
m+ L 
=tan" t ‚+ ={ап^(1+ +g?) 
1-2-- 
2-1 


উদাহরণ 10. প্রমাণ зя: 
tan” ‡ + tan” $+690-5% + ап” t= 5 


4144074 প্রথম ও দ্বিতীয় পদ একসঙ্গে এবং তৃতীয় ও চতুর্থ পদ একসঙ্গে লইয়া 
পাই__ 
= tanı tE ০ 
বামপক্ষ = tan Те +tan কু 
=tan- (ХЫ) + tan” (FE ) 


=tan"l#+tan-15, 


-tan- 0 дапр 
=tan-1(1)=+. = ডানপক্ষ 
উদাহরণ 11. দেখাও যে, 


вес?(фап 12) + cosec?(cot-*8)=15 
মনে করা যাক, tan” 2=4 
এবং c০৮-:৪=8 ү. cot B=8 


7. Фбап4-2 
12 বামপক্ষ = вес2< + совес? в 
=1 + tan 4+ 1+ сов 
=1+4+1+9=15 = ডানপক্ষ 
উদাহরণ 12. প্রমাণ কর : 
4(соё-1 8+ совест 1,/ 5) = х 
মনে করা যাক, совес-: +/-৪ 1. совесб- /5 


с0520 = совес20 -1-4 2, со40-2 


.. б=со{°22 
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2. বামপক্ষ = 4(cot- 18 +০০৮-5 2) 
=4(tan”*ğ + tan 12) 


2 +š '. 
=4xtan t Ras =4xtan 4 


= 4 xtan-1(1)=4 х1 = r. = ডানপক্ষ 
উদ্দাহরণ 13, প্রমাণ কর £ 
5- 


-b 
апга +tan- Te + tan 7te = tana 


বামপক্ষ = tanta – tan 2b + tan" *b — tan" Cc + tan” e 
= апт ta, = ডানপক্ষ 


উদ্দাহরণ 14. প্রমাণ কর £ 


ќап-1 /z=+; cos (1 


মনে করা যাক, бап”! гей s 0৮09. ул 
2. 69020-% 

1-ізп20 1-2 

1- {ап?@ 1:2 


94 509 =) 2 b=} ০০৪-০(452) 


É 2). সুডানপক্ষ 


এখন, ০০826 = 


2. tan”? /z=% cos" 
উদাহরণ 15. সমাধান কর £ 


gsin-igz + sin” 19a = 8 


মনে করা যাক, sin-1 = < এবং sin 12z = В 
2. sin <=z এবং sin B=27 
2. сов4-,/1-2% এবং cos p= /l-4z2 
ете সমীকরণ হইতে পাই, 
<+8=% 
“, сов(«+Д)=сов 5 
বা, сов < cos В - 817) < віп f=} 
বা, /1-а%,/1-4%-:%2-4ф 
বা, +/1 _ 622+ 42574 + 228 
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উভয়পক্ষের বর্গ করিয়া, 1- 5r? 4424 =} +92 4424 
বা, 7272-34, 2? = বু 
а= + уй 
উদাহরণ 16. প্রমাণ т: 
tan бы ০০৪- 2) +tan 6-і соз-і =. 
মনে বরা যাক, coef, 2 0080-6 
.. বাম পক্ষ = (ар (F +$) tan (Z - 9) 
=l+tan$ 1—tan $ 
1-бап $* I+tan Н 
=(1+tan $)2+(1-tan $)? 
1-{ап? @ 
„Alttan? p) a 
l—tan? § “сова 
উদ্বাহরণ 17. প্রমাণ কর ঃ 
বি )-০%, 9 =e [B. E. Ent. 74] 


l-g sin % £ -sin ó 


b 
-2.-৫--ডানপক্ষ 


ќад -1 


-1 | Z cos ó Р 4 cosg \_ 
һа বত (22547 < এবং соста (= в 
-. 2 сов ф _ cos ó 
5 ШЕРТТІ) 255% Қ дің $ 


2-віп ó 
বা tan іт সণ 
tan «- tan 8 
AGEL Or Y. 
%сов% хт-вїпф 
=l—-zsn cosg 
1+2 °os ¢ (z — sin $) 
(l-z sin ф). сов % 
2.7 соз? ф—(х®—вїп (1-2 sin 4) 
“cos % [1 —z sin ¢ + 2(2 — sin %)] 
Z соз? ó—z +z? sin ó + sin ó -z sin? Ф 
(l-g sın ¢ + 22 -z віп ф) cos ф 
т? sin ¢ + 817 4— 2z віп? ф 
"сов ф 1-2z віп ó + 22) 


sin ¢ (1-22 sin $+ z?) 
“сов ó (1-22 sin фай) "400 


৯৮ -------- 


 — ص‎ 


” 
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2 4-p=ġ, অর্থাৎ ten (TEES 3) = cob as =ф 
-ডানপক্ষ 
প্রশ্মাল! 8 


1. নিয়লিখিতগুলির মুখ্যমান নির্ণয় কর : 
(i) cos" š (ii) sin-1 (- 3) (iii) tan"11 
(іу) cot” y8 (v) cosec-1 (- 2) 
2. নিয্ললিখিতগুলি 5919 সকল প্রকার বিপরীত বৃত্তীয় মানে প্রকাশ কর : 
(i) sin” + (ii) cos“! jy (іі) tan": 
প্রমাণ কর £ i 
3. tan“! 68072 š=1x 
4. tan"! ру 68072 у = tan”? } 
5. 08072 §—tan”1 i= 
6. tan”* 1+tan”t 2 + апт: 8=л. 
7. tan” 1+ tan”? ঠ +tan”1 3=, ` 
8. 2 tan” ++ 08072 L=tan- 1 38. 
9. апі f +cob7 76-бап! $. 
10. 2 соі-1 5 + соі-1 7+2 ০০৮৪ 8-7. 


০৮৪, 


Ef 
AE ар EF. Д 


-1 0-6 
11. tan Tgp + 007 га 


12. tan”? ++ апі 12 ел -sint $$. 

13. sin“? $#+8sin"1 Py+8in"1 шӛл. 

14. сов-1 } +cos"1! 18 +cos"1 еіл. ` \ 
15. 2 ап: }+ 9৮075 ‡=tan”" $$, 

16. tan” ‡+tan” š=3 cos": $ 

17. sec2(tan"18)+ cosec2(cot"14)=27 

18. віп ০০৪৪০-% cot (ап”!2-2 

19.  tan-(cot г) + cot” (tan 2) = x — 22 


20. tan (h sin" 122 -+4 ০০৪-% i >)” gt 


৮০ 


[সংকেত £ মনে কর a=tan0,b=tanó] 


18 ত্ৰিকোণমিতি 
সমাধান কর £ 
21. sin-tz=cos"tz 22. tan” tz _9০৮-£% 
23. 6৪০.-(92) + шаңда) 57 
24. сост + sin 1-7 
5 4 
25. віп? 5 +sin" 12 -5 
т 
26. tan-t гі; =i tante 
1+2 
27. віп- 12 + віп-1(1- 2) = cos ts 
28. 6৪0-5( + 1) + бапа - 1) = 98071 
29. віп-і2-+віп- (1-2) =віп-і у1-22 
30. sina + 2 
cos zx — cos“ ty = ўл 
31. А+В+С=лх এবং 4=tan-12, В-бап”18 হইলে দেখাও যে 
б=1т. 
32. যদি 60-24-0802 + 80758 =š হয়, তবে 
প্রমাণ কর যে, yg + zz + zy =1 
33. যদি tan”? z +tan”* у +tan”t z=x হয়, তবে 
প্রমাণ কর যে z + + #=zt/z. 
“34. sin (z сов 0)= сов (r sin 0) হইলে, 
প্রমাণ কর যে 20= +sin-1 $. 
35, віп-1 z+8in-1 y +810- z=x হইলে, 
` প্রমাণ কর যে 2/22 +y /1—у%#+я,/1—4% = aya. 
36. cos“ z+ cos" у= 0 হইলে, দেখাও যে, 
—2zy cos 0+ у? = віп? б. 
37. B= ০০৮-% /cos 4—tan”* усов < হইলে দেখাও sin f = tan? $. 
38. sin [2 ০১৪-২ {cot (2 tan-* 2))]-0 হইলে 
দেখাও যে a= +1 বা lt у. 
39. প্রমাণ কর ০০08 tan-* віп соё-1 9 у 1 


2+9 


— T রা... 
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40. প্রমাণ কর tan-*({ tan 24) + tan-:(cot A)+tan- (cob 4) = 0 
41. প্রমাণ কর tantan tz + tan”*y + üan” 12) 

= cot(cot tæ + cot "ty + cob” 12) 
42. যদি cos" lz + cos" ty +cos7 14 =r হয়, প্রমাণ কর যে, 


22 +y? +22 +2 = 1 
қ. /2-& А ০--% = 2-6 
43. প্রমাণ কর sin" ৩ Z. р-п کل‎ 


44, প্রমাণ কর tan (2 644 tan না (90-523) 
45. যদি ay =a? +1 হয়, তবে প্রমাণ কর যে, 


ai E Bl এ š 
tan таа নক Б ГВ. Е. Ent. ’68] 
5 а b 
46. যদি tan" Tra tan"? ігі হয়, তবে দেখাও যে а, b, с 
একটি সমকোণী ত্রিভুজের তিনটি বাহু। [B. Е. Елі. 69] 


উত্তরমালা 
1. (0 3 Gi) -4 (ізі) 5 (іу) 3 (у) 


1 
син 


2. (D сов: УВ, {ап s совест? 2, seori- p соғ: y8 
(iv) вїп^* 4$, tan-* Ж совест 143, sec "13, сор" 


бї) sing, cos- Iy ০০৪৪০- y5, sect МЕ cot "19 
ia “ғ 2. +1, 23... 14-і 24. 3 25. 18 
26.: + Jp’ 27. 04% 28, $বা-4 29. 0414, 


30. z=}; y=1. 


নবম অধ্যায় 


ত্রিভুজের ধর্স 
( Properties of Triangles ) 


9.1. আমরা জানি প্রত্যেক ত্রিভুজের ছয়টি অঙ্গ__-তিনটি বাহু ও তিনটি cata | 
আবার, বাহু হিসাবে ত্রিভুজ তিন প্রকারের £ বিষম বাহু, সমদ্বিবান্থ ও AJINE | 
এবং কোণ হিসাবেও faga তিন প্রকারের : ис, সুলকোণী ও সমকোণী। 
ABC ত্রিভুজের শীর্ষবিন্দুগ্ুলিকে সাধারণতঃ А, B ও 0 এবং উহাদের বিপরীত 
বাহুগুলিকে যথাক্রমে а, b ও c অক্ষরগুলি দ্বারা স্থচিত করা হয়। 4 কোণের 
বিপরীত বাহু BC কে а, В কোণের বিপরীত বাহু АО কে b এবং О কোণের 
বিপরীত বাহু AB কে ০ বলা হয়। ত্রিভুজের ক্ষেত্রফলকে A 41 S (capital) দ্বারা, 
অর্ধপরিসীমা, বা $৫৮+০+০) কে s (small) দ্বারা এবং পরিব্যানার্ধ ও অস্তঃ- 
ব্যাসার্ধকে যথাক্রমে R ও r দ্বার! সুচিত করা হয়। 

ত্রিভুজের 418, কোণ, ক্ষেত্রফল, অন্তঃব্যাসার্ধ, পরিব্যাসার্ধ ইত্যাদি সংক্রান্ত বিভিন্ন 
সূত্র বর্তমান অধ্যায়ে আলোচিত হইবে। 

9.2. ত্রিভুজের কোণের sine-rule : 

যে কোন ত্রিভুজের বাহুগুলি বিপরীত কোণের sine aq সমানুপাভী/; 
অর্থাৎ 420 ত্রিভুজের, 

৫ 


еше, А sinB sin C 


А а ১৫০৫ 
(ii) (ii) 
9.1, চিত্র 
মনে কর, АВО একটি ত্রিভুজ_ 
ত্রিতৃঙ্টি () নং চিত্রে 742612, (1) নং চিত্রে Hace এবং (iii) নং চিত্রে 
সমকোণী। faga তিনটির চিহ্নিত О কোণ যথাক্রমে সুস্মকোণ, 1729146 সমকোণ | 
প্রমাণ করিতে হইবে যে, সব ক্ষেত্রেই 
а x b ы с 
sind sin В 8100 
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А হইতে BC বা বর্ধিত ВО এর উপর AD aa টান। (811) নং চিত্রে АР, 
АС এর উপর সমপাতিত হইল | 


এক্ষণে (i) নং ও (ii) নং চিত্র হইতে, А 
віп ৪৫742) “. АР-с sin B......(1) 
И АП Ар г 
вїп 4040 ы” কী AD=b sin ACD:-........(2) 


কিন্তু (i) নং চিত্রে LACD= LO এবং (ii) নং চিত্রে 2 АС) -180%- C. 
tersa? sin ACD -віп С. 
(2) হইতে AD = sin0 ... ... .., (8) 
<. (1) ও (8) হইতে, c sin B=b sin 0 
. ই 
sin. B sin C 
н সার eS AO 0 
(iii) নং চিত্রে 20-90, „. sin B রাগ 
с 7১707477902 
রা O TO [ sin 05810 90°=1} 
b с 
তিনটি ক্ষেত্রেই, zîn 3" O 
এইরূপে, B হইতে АС এর উপর 84 টানিয়! প্রমাণ করা যায় G, 
a с 


sin А sin O 
অতএব যে কোন ত্রিভুজ্জে, 
226 
51048 sinB sin C 
9.3. বিকল্প প্রমাণ | 


(iii) 


()নংচিত্রে ABO ত্রিভুজ সুক্মকোণী--() নং চিত্রে АВО সুলকোণী faga 
Н. 8. Trig.—6 


82 ত্ৰিকোণমিতি 


А যাহার LA са এবং (Hi) নং চিত্রে АВО সমকোণী ত্রিভুজ যাহার L À সম- 
কোণ। (i) নং ও (ii) নং চিত্রে BO যুক্ত করিয়! পরিধি 758 বর্ধিত করিলাম, উহা 
পরিধিকে D বিন্দুতে ছেদ করিল। DO যুক্ত করিলাম। তাহা হইলে উভয়- 
ক্ষেত্রেই BD বৃত্তের একটি ব্যাস হইল | 

BD=2R এবং / BCD =এক সমকোণ ( 549% কোণ ) G) নং (бст 
L A= L D (একই gata কোণ ) 


4 ` ВС а 
віп А-віп D= pp IE 


а 
sin А কা 
(ii) নং চিত্রে ABDC {аз চতুৰ্ভুজ | 
LA+LD=x7l, L A=x- LD. 
ВС а 


2. sin Аевіп (л- Рр) =sin р-р" 


а 


терн 


(i) নং চিত্রে £ 4 সমকোণ এবং BO=a = 27 


а 


% і = Каи ФГ J উই 
5 sin 4=1 ЖЕТЕ 


а 
а 2R 
А যে কোন faza 1-28 


এইরূপে, 40 যুক্ত করিয়া বর্ধিত করিলে উহা যদি পরিধিকে E বিন্দুতে ছেদ 
করে, তবে CE ও ВЕ যুক্ত করিয়া প্রমাণ করা যায় যে, 
b с 
іп ВЗВ এবং দূত ০28 
а 5 с 
774% Жуту sinh ГИТАР, [ প্রত্যেক эщ" =2 বলিয়া ] 
a b c 
অন্থুদিদ্ধান্ত। 5০-৪8-88০৪ 
2. i) a=9R sin 4, & 727) sin B, c=2R sin 0. 
(ii) a:b:c=sin A : sin В: sin С. 
9.4. প্রয়োগ £ батса তিনটি বাহু ও তিনটি কোণের মধ্যে G) «Ұр 
বাহু ও উহাদের একটির বিপরীত কোণ অথবা Gi) দুইটি কোণ ও উহাদের 
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একটির বিপরীত বাহু নির্দিষ্ট থাকিলে agada অপর অঙ্গুলি সহজেই নির্ণয় করা 


যায়। 
АВО ত্রিভুজের a, & ও 4 নির্দিষ্ট। с, B ও C নির্ণয় করিতে হইবে | 


সমাধান। а: b=sin A: sin B 
4 & ৪1 
вїп 1৪-%9 4 [ যেখানে a, b ও 4 নির্দিষ্ট J 


В এর মান জানা ধাইবে । এক্ষণে, 4 ও B এর মান হইতে 0 এর মান 
নির্ণয় করা যাইবে। 
আবার, a, sin А, sin C জ্ঞাত বলিয়া 


a= Sin 0 হইতে 6 এর মান জ্ঞাত হইবে। 


sin А 


9.5. ত্রিভুজের বানুগুলির সাহায্যে উহার যে কোন কোণের Cosine প্রকাশ 
করা যায়। ইহাকে Cosine rule বলে। 
প্রমাণ কর যে, АВС fagra 
a? =b? +c? – 200 cos А বা соз MA 


তার ডি „+ 82 
b2=c2?+a2-2ca сов В বা cos B= 24 


S084 з UPOO 
c? =a? + b? — 2а cos С বা cos C= 24% 


9.1. চিত্র আকিয়া এরূপ তিনটি ত্রিভুজ লওয়া হইল | 
(i) নং চিত্রে ABD সমকোণী faga হইতে, 
AB? = AD? + BD? 
= AD? +(BC—CD)? 
= AD? + ВО? + CD? -2BC.CD 
=(4D? + CD?) + ВО? -2BC.CD 
= BC? + АС? -2BC.AC. сов С 
c? = а? + 02 —2ab cos С 
অর্থাৎ 2ab cos C= a? +02 - с? 


2402-02, 
G qat da с 
poz 2ab | 
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(i) নং চিত্রে АВР সমকোণী ত্রিভুজ হইতে, 
АВ? = AD? + BD? 
= AD? +(BC + ср)? 
= AD? + BC? + CD? + 2BC.CD 
= BC? + (4D? + CD?) +2BC.CD 
= BC? + AC? +2BC.AC. cos ACD 
= a? +02 +2ab cos (л — 0) 
с? = а? + b3 — 2а cos О 
অর্থাৎ 2b сов C= a? + 52 - с? 
2 2.02 
селін, 
Gii) নং চিত্রে АВС সমকোণী ত্ৰিভুজ হইতে, 
АВ? = ВО? + АС? 
с? = 2 + 52 
= a? +b? - 9ab. 0 (77 cos б-сов 90° =0 ] 
= 42 + 02 -2ab cos С 


е) 6০৪ gatb - 62 


Zab ™ 
অতএব, যে কোন ত্রিভুজে, 
оов 0০৮৯৬ 
2ab 
অনুরূপ প্রণালীতে অপর দুইটি ae প্রমাণ করা TH | 
ষ্টব্য। কোন ত্রিভুজের বাহগুলি নির্দিষ্ট হইলে কোণগুলিও নির্দিষ্ট হয়। 
9.6. প্রমাণ কর যে, যে কোন ত্রিভুজে, 
a=b cos C +c cos B 
b=c cos A +a cos С 
c=a cos B+b cos A 
[ পূৰ্ববৰ্তী অহচ্ছেনের স্তায় তিনটি ত্রিভুজের চিত্র ifn নাও ] 
9.1. চিত্র আকিয়া এরূপ তিনটি ত্রিভুজ тез! হইল। 
(i) নং চিত্রে О কোণ সুক্মকোণ এবং 
BC=BD+CD= АВ cos ABD + А0 сов ACD 
а= c cos B +b cos С. 


faga ` . 
(ii) নং চিত্রে 0 কোণ স্ুলকোণ এবং 
BC= BD _ CD = АВ cos АВО- АС. сов ACD 
=e сов В – b сов (180° — 0) 
а=в cos B+b соз О (|7: cos (180*- 0) = -cos 0. 1 


(іі) নং চিত্রে О কোণ সমকোণ এবং 
ВС = АВ cos АВС = c cos В 
^ G=c cos В +6 cos С Bas 


.. 


অতএব যে কোন fagra, 
G= c сов B +b сов 0. 


"8404 অপর тш ছুইটিও প্রমাণ করা যায়। 
97. ত্রিভুজের 416 দ্বারা উহার অর্ধ কোণগুলির sine এর প্রকাশ | 
আমরা জানি যে কোন (азса, 

b2 + 3ی‎ =a? 
206 
b2 +с2 — а? 
1-сов 4=1- — Sior 
2be – b? — с? +a? 
тч 28০ 
A аЗ-(5-о)? 
З ш --% 
(a+ b — e)(a — b + e) 
p 9% 
_(@+®+0- 2с)(а + b +c- 2b) 
৪০ 
(2s — 2с\(25 — 2b) 
fa 29৫ 


0-90 7, ӛсов0-01 


сов A= 


Іс ত্রিভুজের পরিসীমা =2$ ] 


298 - 008-5) 
FQ. 45: 


.. sin? 4. = নটর 


Èn pE, 
[< 48154. ধনাত্মক 


2 


86 


e. ত্ৰিকোণমিতি 


অনুরূপ প্রণালীতে প্রমাণ করা যায় যে, 
p CE € (Ss — а)(в — b! 
а zaye এবং sin 2-,/ ED ) 


9.8. ত্রিভুজের বাহুদ্বার! উহার অর্ধ কোণগুলির cosine এর প্রকাশ | 


আমর] জানি যে, কোন fagra 
4০582 +0 – а? 
90৫ 


02 +02 — а? 


cos 


^ l+cos 4=1+ 
2 Ођс+ 2 + с — а? 
2 ---------- 
9 сов о 
(0+ 0° - а? 
2с 
(b+c+aXb+e-a 
ч be 
_(৫+৮+০)(৮+&+০- 9а) 
86৫ 
22s- -2a) _ 2s(s - а) 
bo AN 
cos? 1-4-0 [2s=a +b +0] 


s(s – а) 
be 


4<90° বলিয়া cos 2 ধনাত্মক ] 
অনুরূপ প্রণালীতে প্রমাণ করা যায় যে, 


B 28. s(s – Б) c_ 8(8-с) 
cos = 
2 এবং cos 7 gm ЖЕ 4 


9.9. জের খাত ধারা উহা сема кеген এর গ্রকাশ। 
আমরা জানি যে, কোন бүгө, 
іһ4-,/4-50-9 4. 


8)8 -а) 


z. Á 

А жет 
tan ын »-- 56559, NAT 
ап 4 5 * দার а) 


ত্রিভুজের ধর্ম > Ро 87 
А NN ACEDIOED bs — с) 


5(5-а) 


পভাবে В. /(8-с/8-а) 
অনুর , tan 2 3 5) 


С /(-а/8-Ь) 
এবং tan 2 АУ. са 


9.10. ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল নির্ণয় : 
G) দুইটি বাহু ও weg কোণের sine আকারে 1 ত্রিভূজের ক্ষেত্রফল 

নির্ণয় £ ধরা যাক АВО ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল A নির্ণয় করিতে হইবে। 
ВО এর উপর Ар яч টান। 


তাহা হইলে, ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল қ 4 
=4x ভূমি x উচ্চতা / 
5. ді BAD а © 


в D 
={а. sin C. 
; 47) চিত্র নং 9.4 
40 = sin G 
AD= AO sin 0 
Л = зађ sin О, =b вір С] 


8424, প্রমাণ করা যায় যে, 
Л = Бе sin А এবং A =šca sin В. 
অতএব, Дех (যে কোন ছুই 4191 গুণফল ) 
х(444%/% কোণের sine) 
Gi) তিনটি বাহু আকারে ক্ষেত্রফল নির্ণয় £ 


А-Мсвіп A=ibc .2 віп 2 сов 4 
লিনা... 


= у/@-Б(#-с). ss =) 
A= үзі as ঠ$-০), যেখানে $= (a+b +o). 
+ 2s=a+b+eo 
s -a=}(2s - 2a)=Y(b+c- a) 
wrr, ৪- &-(০+৫- b) এবং (4-с) = (a + ৬-০) 


ж» А ত্ৰিকোণমিতি 


A= 8167৮ + 98++০-2)8067 a- 8)758-9)- 
=}/ (a+b +oD +0 -— a (o F@— b)(a + 0 - 0) 
579৮1 
; @ .. 
আবার, A= 86০৪109৮88০ gn I А КЕ -В) 


+ a=% 
.. А-ж 
аб š R= ০৫ 
অনুজিদ্ধান্ত। OLE > Б 
6) 7৮০45৩০4৮৪৫, 
অন্থরূপে, sin 0৮22 এবং sin 0-22, 
9.11. баб স্থত্রগুলি প্রতিষ্ঠিত কর :— 
| ы BE CLEC A 
22% | 2 
C-A c-a B 
e ны 


A-B a-b © 
ттер, 
[ উল্লিখিত din ত্রিভুজের tangent-rule বলা যায়। ] 
с š b —sin B 
ШЫ জানি, ন УВ “sin O ° o sin O 
যোগ ও ভাগ রকি গ্রয়োগ করিয়া পাই, 
8-с sin В-віп С 
%%с sin B +sin С 


E TR 


810 79098 — 


2 4. 
= cot 
та (054) un 20 
= cot (00-4) tan 2 


= tan tan = 


ত্রিভুজের ধর্ম 
উভয় অক্ষকে tan 4 দ্বারা ভাগ করিয়া পাই, 


b-c A 
БОО бетті а: 


В-0 5-0 А 
অর্থাৎ, tan দিনটি ৮৪০৪ 


840%, প্রমাণ করা যায়, 


0-А с-а В 
баа 2-4 52 
А-В а-% с 
Мата е 
বিভিন্ন সূত্রের প্রয়োগ: 
Balza 1, a=3, ৮-৪২/৪ এবং 4= 30° হইলে, В এর মান নির্ণয় 
কর? 
b 
আমরা জানি, পপ sin B 
4 8৪ 3548 
= жа সত “sin B f sinB / 
2 6028-8 /8 2 өбіп В-У- 1২ 


9 
„ В-60%41 1207, 
9418442. প্রমাণ কর যে АВС (аҙся 
В-0 
2 
IS E E a 
sind віп B sin 0 
a=2R sin А, b=2R sin В, c=2R sin G 
ӛзе k= L: a sin В +sin О 
W. віп sin 4 


9 ге сов 5-0 


(0+0) sing =a сов 


আমরা জানি, 


2 sing cos 4 


[ 0. U. 1991] 
রা 
VIA IF SSN 
নয 
4 š 
4 $j 
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3 : Tra 
sing cos 4 віп 830 = sin(90 _ 2)-<оф%- 
-0 
Pak ফু j- 
in 4 
sin চু 


y B-C 
** (বজ গুণন দ্বার! ) (D +e) sin 4=a сов — 


উদাহরণ 3. যদি a=9b5 এবং 4= 8 হয়, তবে প্রমাণ কর O = 60°. ' 
[ R, Е. Ent, °75 ] 


আমরা জানি, 2 А 


sin А sin B 
5 віп 4 ے‎ С 
sinB b 
sin A=2 sin В 
sin 8B =2 sin В Г 4-8В) 
З віп B -4 sin? B=2 sin В 
4 sin? B -sin B=0 
or, віп B(4 sin?B - 1)=0 
“ হয়sin B=0 বা, sin? B =} 
কিন্ত B40 .. sin B=} (ধনাত্মক মান লইয়া ) 
В=80° ৮, 45590», 
2; C =180° – (90° + 80°) = 60° 


Batza 4, প্রমাণ কর, b? sin 20402 sin 2В 4л 
(В.Е, Ent, 75) 


а=9) 


4144%--02, 2 вір C сов C +с2, 2 віп B cos В 
= 20 віп О. b сов С+9с sin В. с cos В 
= 2D віп C( сов 0 + с сов В) (7 віп C=c sin В) 
= 2а віп С 
= 4х ġab віп 04১, 


= 
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উদাহরণ 5. (a2 + b2) sin (A= В)-(а2-92) sin О হইলে প্রমাণ কর 
AABO সমদ্বিবান্থ অথবা সমকোণী। [B. E. Ent. 67) 
` (а? +02) sin (A — В)-(а2-%2) sin G 
(а? +b°Xsin А сов B -cos А sin В) = (a? — b?) sin 0 


э а 52-03-59 “b 02 +с2-а? ү _ с 
বা, (z + 0°) (GF PTT) ән gj 008-0008 

8149.29. کی ی و‎ 
বা, (a2 +b?) E ый износа. = (a2 – Ьу? 


বা, (a? +&2)(62 – 52) – (a? — b°)? =0 
বাঁ, (a? - 2242 +b? — с?) =0 


হয় а? - b2 = 0 2 аЗ 03 
22 a=b 22 AABO সমদ্বিবাহু 
অথবা a? +02-505 1 AABO সমকোণী 1 


A ABC সমদ্বিবাহু অথবা রুনি ! 


উদাহরণ 6. АВС fagra сов A= 
সমদ্বিবাহু | 
4% IZANTA, cos এল 


sin В b - b 
কিন্তু ШЕТ cos 4-2 
"2с сов A= =c сов À +a сов С 
2. 20 сов A -c сов А ға сов С 


3 2. 1 асов 4 
77 ¿cos A=a сов C `. ж 


টি হইলে, দেখাও যে {дуз 


сов А _ sin 4 
сов O sin 0 


sin A_ sin О 
Pg অর্থাৎ tan A = tan О 


A=C ৮, AABO maate 
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প্রষ্মমাল। 9 (а) 
1. АВС ত্রিভুজের a =48, b=85, 0-60" হইলে, c এর মান নির্ণয় wq | 
2. কোন ত্রিভুজের বাহুগুলি যথাক্রমে z, y, / 22 +a кұ? হইলে, বৃহত্তম 
কোণের মান নির্ণয় কর। 
АВС faga নিম্নলিখিতগুলি প্রমাণ কর : (8-14) 
3. а sin (B — C)+ sin (C — A)+ c sin (4-В)-0 
[ P.U. 1987 J 


4. sin “ала 08 


m+ а 


a+b A ЕВ 
s; FE Kr tan * cob a 

sin (B — -06) b2 - e? 

Sin. їп (В +0) а? 


(s-a) tan 2-ө-% tan প্ল-৫-9 tan © 


a 


8. (৮+০-০) tan 5 -(с+а—Ь) tan В —(а+5-) tan © 


9. asin (4+в)=ф+‹) sin 4 


10. a? (sin? В-віп? 0)+ b? (sin? С —sin2 4)+ 
2 sin? A- ві? B)=0 


b2- a? 0л 
11. =. віп 24+ "е віп 2B +2 + Sin 20 = 0 


4 B с 
12. bo cos? gt oa cos? gt 40 сов? gms 
13. (0—6) cot & A+ (o= a) cot } B+(a — b) oot 3 C=0 
[ সংকেত cot HAEA ইত্যাদি মান বসাইয়া | 
14. а? ০০৮ Á+ 2 oot B + с? cot 0. 4/১ 
এ. [ সংকেত oot “= O? +e aî) ইত্যাদি মান বলাই | 


15. যদি কোন fagra сов В 08 4, হয়, প্রমাণ কর যে базар 
সমদ্বিবাহ্‌ 1 [ B.H.U. 19441 
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16. বদি কোন ত্রিভুজের দুইটি কোণের cosine এর অমুপাত বিপরীত 4185054 

অনুপাতের সমান হয়, দেখাও যে ত্রিভুজটি хуй! [ 0.0. 1924 1 

17. প্রমাণ কর যে, কোন ত্রিভুজের দুইটি কোণের cosin: উহাদের বিপরীত 
বাহুর সহিত বিপরীত ভেদে থাকিলে, ত্রিভুজটি সমদ্বিবাহু অথবা সমকোণী হইবে | 


[ С.П, 19281 

1 ৩ 

18. АВС бата = + "зур দেখাও যে ০ =60°, 
PUJ 


19. АВС (азсз, যদি a* + 44045205092 +b?) হয়, তবে দেখাও 
যে O =455° বা 185°. 
20. দেখাও যে a cos A+ cos B+ e cos С--4В sin А sin B sin 0 


[ A.U. 1944 J 
21. দেখাও যে а sin B sin C+bsin C sin A+e sin А sin В 
„3А 
R 


22. যদি sin А: sin C =sin (4 - B) : sin (B — O) হয়, তবে প্রমাণ কর 

যে ৫৪, ৬2, с? একটি সমান্তর лой 

23. а сов? 9+০ cos? 4,8 % হইলে, দেখাও যে а, b, ৫ সমান্তর শ্রেণীতে 
আছে। [ P.U. 1941] 


24. যদি АВО fagra cot 3-5 হয়, প্রমাণ কর যে LB CT | 


25. АВС fagra, сов A= এবং cos B =$ হইলে 


а%%-с 
47576 এর মান নির্ণয় কর। 


26. যদি কোন r: sin 6-22, сов 9 হয, প্রমাণ কর যে 


a—b=(a+b tan $ 959 [ B. E. Ent. 19611 


27. প্রমাণ কর ДАВС এ (a? - b° — с?) tan A +(a2 - b? + с?) бап 


B=0. [ B. E. Ent. 711 

28. cot А+со& B + соё 0- уЗ হইলে, প্রমাণ কর যে ত্রিভুজ ABC 

সমবাছ। [ В. Е. Ent. 741 
উত্তরমালা 


1. 48 2. 190° 25. + 
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9.12. ত্রিভুজের পরির্ব্যাার্থ 2 
আমরা পূর্বেই দেখিয়াছি 


a b с 
sin A sinB ЕС R= 


abe = афс 
“2 sin S Sosin Д sin À 4A 


913. ত্রিভুজের অন্তর্ব্যাসার্ধ ঃ 
মনে কর, АВС ত্রিভুজের অন্ত:ববত্তের 
কেন্দ্র I এবং ব্যাপার্ধ r. 
মনে কর, ВО, СА এবং АВ অন্তঃ- 
тегт মথাক্রমে D, E এবং Р বিন্দুতে 
স্পর্শ করে। B 
তাহা হইলে, ID=IE=IF=r 
IA, IB ও IC যুক্ত করা হইল। 
এখন, ДАВОС = AIBC + AICA + AIAB 
=4B0.ID +404.IE+4}4B.IF 
= фат + 2874 ior 
= ğr(a + b+ e) 
= ү8 


আবার, а= ВС=- BD + DO 


=r ক во 0 


2 9 
В 
à сов দু сов 2 
লাক বু 
এ 2 
y NOE 0 
s 2tsin 9 ০০৪ ç 
کر‎ засы < _ 
sin 2 sin Š 


2 2 


% 


A 


ত্রিভুজের ধর্ম 9৮ 


тела s B s И] ЗЯ 
= r=a sin 2 sin вес ~ 
. EB A OT St 

2 Ë sin Asin Ç sin с, 2 
соз 5 


Е 28-7] 


ЖЕ. МЕН е, 1 
-4В біп-;, сов 2 sin 2 sin 9% 


cos 9 


=4R sin 4 sin А sin ` ө ИС) 
পুনরায় АР= ДЕ, BD=BF এবং CD =0E 
А1 AF+ BD + CD »অর্ধ পরিসীমা = s. 
AF+BC=s 2, AF=s-a=A8E: 
58404, BF=s-b=BD এবং CE=s-c=0CD 
AAIF এর ТЕ-АР tan ТАҒ 


йе r=(s—a)tan 4 


অমুরূপে, r=(s-b) ша 2 ы @ СШ) 


о 


এবং 7=(5 – с) бап 2 

(1), Gi) এবং (i) এ প্রকাশিত tas সাহায্যে 
ত্রিভুজের অন্তর্ব্যাসার্ধ r নিরূপণ করা যায়। 

9.14. ত্রিভুজের বহির্ব্যাসাধ : 

মনে করা যাক, ABO ত্রিভুজের 4 কোণের বিপরীত 
44% 476293 কেন্দ্র 1, এবং алі, । | 

মনে করিলাম, ВО, বর্ধিত AG এবং বর্ধিত АВ, 
বৃত্তটিকে যথাক্রমে D, E এবং F বিন্দুতে স্পর্শ жя | 

তাহা হইলে, I,D=I,E=I,F=r,. 


96 гїї 
АТ,, BI, ও CI, যোগ কর। 
এখন, ЛАВО= AI, AB + AT,AC - AI, BO. 


=+4АВ.Т,Е++4АО.Т,Е—{ВО.Г,Рр. 
=r, + 8675 - Far, 
-іғ.(в-0-а) 
= 47,(а+0+с- 9а) 
= 47,(98- 2а) = ۳)8 - а) 

^ A=r,(s-a) 


. 7,---- 


59414, r. এবং r, যথাক্রমে В এবং О কোণের বিপরীত 4144 বহিঃবৃত্তের 
аля হইলে, 


у Ч 
те লা pana 


Ta” 


আবার, a= DO= BD+ CD 
=r, cot I, BD+r, cot 1507) 


=+, соё (90° =В|++, cot (90°- 2) 


Кыс £15৪-২0৪০-2)-9০-8 
с 
এবং ¿ILOD-90'-] 


+ 
Б 
Б 

ыс 


" 
a 
ші 
5 
851৯৪ ৯০:৯১:৮৩|১৩ Pf by 
Га 
в 
а|«|® 
س‎ 
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asd 
70 
cos 2 cos а 


«+ Тіла COS 2 ০০৪ 9 вес 4. 


2 


=2R sin А ০০৪৪ сов ç sec 4. 


=2R sin А сов 8 cos Gx —— 
008 — 
2 
айша ১৫০০৪১০৪০৮০ 
- sin g 908% 909 eos ভু x 
008 — 
2 
қ ғұ-АВвіп ০০৪ 2- cos 0 
৮ C A 
অনুরূপে, 7,-4В віп —- ০০৪ g сов T 78 37 (ii) 


এবং Fs =4Rsin А сов £ cos E 


পুনরায়, ДЕ=А0 +0E=b+0D + 
এবং AF=AB+BFEF=c+' BD 


(8% 477-477, Р 
2. 2A4E=b+c+ BD +CD r = 
»০+০+০-৫+&+০ 


2. ФАЕ=9в 2 АЕ-вг. 
আরার, ААТ,Е হইতে, I E=AFtan T, AE 
.. তল 5 tan 4 
5. Tr = 5 бап +В ১১ ee (Hi) 
r =s tan 30 


G), Gi), (11) স্থত্রগুলি হইতে rı, rs, ra নির্ণয় করা যায়। 
H. 8. Trig.—7 
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না E ағыз 
উদ্বাহরণ 1. প্রমাণ কর £ жің tE P 


-b ‚5-с 
= কহ тақ. 
বামপক্ষ A г 
পা = 38 -28 
Дулу А 


ah 


Af 
উদ্দাহরণ 2. প্রমাণ কর যে, sin А +sin B+sin Om =. 


KER 
Vo sz sin B =; 


' আমর! জানি, —=2R 


a b 
sin А-аұ»біһ B=, sin0 = 2 


et ó а 


2R “2R 
উদাহরণ 3. প্রমাণ টা t+ +r,- ? 77 47) 
е2 A a а (2 — а) 
= 4)28 -a- b). А. 
(-а%-4)" ৪৪০) 
= Ae" у) 


РА 5(5 - с) + (s - айз – b) 
=A says bys =| 


— + o) + ab} 
(7 A= 48854755559 ] 


< Ге a+bh+ce=9s] 
-4В E =] 


= 


ত্রিভুজের ধর্ম 71889 
9415444. r, =r, +r, +r হইলে প্রমাণ কর যে бара সমকোণী। 
[B. Е, Ent. 701 


Ту +r, +r š 


сънна TS পা 

বা A.G —А@+-%-)_ /৬.৫ 

› %8-а) (s-b(s-c) (৬-৮)(১-০) 
88 - (= (s — b)(s — e) 
52 —as = 52 —(b +0),8 + be 

2, be=s(b+c-a)=Ya+b-+olb+eo-a 

বা, (b+c)? – а? = 2০ 

বা, 52+ с =а? 


n ব্রিভূজটি সমকোণী | 
উদাহরণ 5. 5. যে কোন ত্রিভুজে প্রমাণ কর যে, 
ате ыы! 
к а а [B.H.U. 1956] 
a+b+c 98 
АША” "а 
25 е abc 
“AAR Е рак 
4 = 
SAR gp A 
2Rr [ 4 2] 
estat 9(0) 
1.0) কোন ত্রিভুজের বাহুগুলি যথাক্রমে 4, 5 এবং 7 হইলে, agafa 
অন্তর্ব্যাসার্ধ (844 কর। 
Gi) কোন ত্রিভুজের বাহুগুলি 25, 89 এবং 40 হইলে, উহার uF сет 


ব্যাসার্ধ নির্ণয় কর। 
2. কোন ত্রিভুজের বাছুগুলি যথাক্রমে 5,8 এবং 5 হইলে, প্রমাণ কর উহার 


ছুইটি 404% পরস্পর সমান | 
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* প্রমাণ কর যে কোন ত্রিভুজে 
3. (i) r,+r,+r =4R+r 

Gi) 4Rrg = abe 
&-০+ 0-а a-b_ 


4. + 0 
Tı Ta Ta 

5, Tattar tria = 82 
gars 90-7, a= тт 

B ту, Ға +s 
7. (75770075175) =а? 
8. (-7)05-70(5 =1)=4Rr?. [A.U. 1949] 
9. сов 4%-сов В+ сов 01 + (0.7, 1958] 


10. acot 4+ ০০৪-+০ cot С =R + +) 
а 


জা ০০৪ A=2R cos À ইত্যাদি] 


1. A2=r r, r, rs এবং ইহার সাহায্যে দেখাও 
УУ C OU! 


[সংকেত : G ০০৮ À = 


і A ৪2৩০৮] cob 3 соб 2 ІВ.Е, Ent. °69] 


2 
12. যদি 8R? =a? +b? +0? হয়, তবে দেখাও যে ক্রিতৃজটি সমকোণী। 


13. যদি কোন ত্রিভুজের একটি বহিবৃতত্রর।ব্যাস ত্রিভুজের পরিসীমায় সমান হয়, 


তবে প্রমাণ কর যে ত্রিভুজটি সমকোণী। С 


14. যদি কোন faga 2-3-5) =2 হয়, তবে দেখাও যে ত্রিতুজটি 


সমকোণী। 


15. যদি কোন ত্রিভুজের eFC ক্ষেত্রফল S এবং বহিব্বত্রগুলির ক্ষেত্রফল 


যথাক্রমে 5,, Sg, 8, হয়, তবে প্রমাণ কর যে, 


е VB JB VSa vS, 


1. (i) vš (ü) 9 


দশম অধ্যায় 


сеї তালিকার ব্যবহার 


( Use of Trigonometric Tables ) 


10.1. সূচ়ন| : বর্তমান 10.1 অধ্যায়ে ত্ৰিকোণমিতিক কোণান্গুপাত সম্পৰ্কিত 
4944 লগ তালিকা ব্যবহারের নিয়ম সাধারণভাবে আলোচিত হইবে | প্রসঙ্গত 
উল্লেখ কর! যাইতে পারে যে ত্রিকোণমিতিক সমীকরণের লৈখিক সমাধানে উক্ত 

তালিকার ব্যবহার আংশিকভাবে করা হইয়াছে। এই পুস্তকের শেষ অংশে সংশ্লিষ্ট 
তালিকাণুলিসন্নিবিষ্ট করা হইল | 

Table I. Natural sines এবং Cosines Table. 

এই 118)19-টিতে একই সারিতে 1’ অন্তর 0° হইতে আরম্ভ কারয়! 90° পর্য্যন্ত 
কোণের sines ও cosines এর মানসমূহ দেওয়া আছে। Sine এর মানগুলি 
লিখিত হইয়াছে উপরের বাম দিক হইতে ক্রমে ডান দিকে এবং উপর হইতে নীচের 
দিকে। আর совіпе এর মানগুলি লিখিত হইয়াছে নীচের ডানদিক হইতে ক্রমে 
বামদিকে এবং নীচ হইতে উপরের দিকে। তালিকাটির উপরের Natural sines 
এবং নীচে Natural cosines লেখা আছে। তালিকাটির মূল অংশে 10 অন্তর 
অন্তর কোণের sine এবং cosine (ezl আছে 45 414% mean difference 
অংশের তালিকায় 1 অন্তর অস্তর sine এবং cosine এর ব্যবধান লিপিবদ্ধ করা 
হইয়াছে। মনে রাখ| দরকার যে, কোণের পরিমাণ O° হইতে 90° পর্যন্ত বৃদ্ধি 
পাইতে থাকিলে sine এর মান 0 হইতে বৃদ্ধি পাইয়া 1 হয়. কিন্তু ০০৪1৩ এর মান 
1 হইতে হাঁস পাইয়া 0 পর্যন্ত হয়। অতএব কোণ বর্ধিত হইলে mean difference 
তালিকায় প্রদত্ত মান sine এর ক্ষেত্রে যোগ, কিন্তু cosine এর ক্ষেত্রে বিয়োগ 
করিতে হয়। অধিকন্তু mean difference তালিকায় কেবল সার্থক অন্ধগুলি 
লিপিবদ্ধ আছে, স্থতরাং যোগ বা বিয়োগ করিবার পূর্বে প্রয়োজনমত বামদিকে 59 
বসাইক্স! উহাদের পাচ দশমিক স্থান 44 করিয়া লইতে হয়। 

941544: Table I. ব্যবহার করিয়া নি্নলিখিতগুলির মান নির্ণয় কর : 

G) sin 60° 28’ (ü) сов 29° 42° 
(i) вір 60° 28 = 086892 + "00114 
= 087006. 
(ii) cos 29° 42 = "86899 — -00029 
= "86868, 
Table IL. Natural Tangents এবং Cotangents Table. 
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উক্ত Table এ 0° হইতে 90° পর্যন্ত 1 বাবধানে Tangent এবং Cotangent- 
এর মানসমূহ অন্তর্ভুক্ত করা হইয়াছে। Sine গু cosine এর 919 এক্ষেত্রেও 
mean difference এর তালিকাস্থিত অস্কগুলি পাচ দশমিক স্থান পর্যন্ত পূর্ণ করিয়া 
কোণের বর্ধিত মিনিটের ww Tangennt এর ক্ষেত্রে যোগ এবং оч 
ক্ষেত্রে বিয়োগ করিতে হইবে | 
উদাহরণ £ Table ব্যবহার করিয়া নিম্নলিখিতগুলির মান নির্ণয় কর : 
(i) бап 25% 25“ (i) cob 65° 457 
(i) tan 25° 257--0:47841--:00179 
= 0'47520, 
(ii) cot 65° 45°= "45222 – 00176 
= "45046 
Table III. Logarithmic Sines এবং Совіпев Table : 
9 কোণের লগারিদ্মিক sine ও cosine এর প্রতীক L sing ও L ০০৪ এবং 
L sin 0=10+ log sin 0 € L сов 0 =10 + og cos 6, অর্থাৎ 0° হইতে 
90°-এর মধ্যে কোন কোণের sine ও cosine এর সাংখ্যমান 1 অপেক্ষা тэт; 


অতএব Q সমস্ত সংখ্যার লগারিদ্ম্‌ খণরাশি | তালিকাকে খণরাশি মুক্ত করিবার ' 


জন্য কোণাহ্ুপাতের log এর সহিত প্রতিক্ষেত্রে 10 যোগ করিয়া! L sinê ও 
L сов 0 এর তালিকা প্রস্তুত করা হইয়াছে । এই তালিকার ব্যবহার পদ্ধতি 
natural sine ও cosine তালিকার অনুরূপ | 
উদ্দাহরণ £ Table ব্যবহার করিয়া নিক্নলিখিতগুলির মান নির্ণর কর। 
G) L sin 86° 35“ (i) ІП сов 45° 892“ 
(i) L sin 86° 857--9:77499 + 00086 
22 «977505 
(ü) L сов 45° 82°= 9:84566 - "00096 
= 9۰84540, 
Table IV. Logarithmic Tangents এবং Cotangents Table. 
এই তালিকাটিতে mean difference তালিকা সহযোগে 14ব্যবধানে 0° হইতে 
90° পৰ্যন্ত L tan 0 এবং Li cot 0 এর মান দেওয়া আছে। 1. tan 0= 10 + 
log tan 0 এবং L cot 0=10+ log cot 0. এই তালিকাটির বাবহার প্রণালী 
Natural tangent ও cotangent তালিকার уж Ш tan 9 নির্ণয়ের 
ক্ষেত্রে mean difference যোগ করিতে হয় এবং L cot 0 এর ক্ষেত্রে উহা বিয়োগ 
করিতে হয়। 
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উদাহরণ: Table ব্যবহার করিয়া নিক্ললিখিতগুলির মান নির্ণয় কর : 
(i) L tan 52° 86° (ü) L cot 44° 28° 
(i) L tan 52° 86 = 10۰11502 4+ 00157 
| = 1011659 
(ii) L cot 44" 987-10:01011- "C0202 
| = 10:00809. 
| 10-2. সমানুপাতিক অংশের তথা £ 
কোন চলরাশির মানের অতি সামান্য পরিবর্তনের gg উহার অপেক্ষকের অনুরূপ 
| মানের যে পরিবর্তন হয় তাহা Ә চলরাশির মানের পরিবর্তনের সমান্থপাতী | 
| ইহাকেই সমানুপাতিক অংশের তথা বলে। এই তথ্যটির প্রয়োগ বিশেষ প্রয়োজনীয় 
এবং ইহাকে সত্য বলিয়া গ্রহণ কর! হইয়াছে। ইহার প্রমাণ আমাদের পাঠ্যতালিকা 
বহির্ভূত ৷ নিম্নলিখিত 8416414 তথ্যটির প্রয়োগ প্রণালী দেখান হইল। 
941544: দেওয়া আছে L бап 79° 51740” = 10'7415657 
L tan 79° 51” 50" = 10717476819, 
(4 কোণের L tan = 107476532, সেই কোণটি fada কর। 
এস্থলে যে কোণের L ба = 107476582 তাহা 79°51 5৬" এবং 79951740” 
এর মধ্যবর্তী | 
মনে করা যাক্‌ নির্ণের কোণ 79951” 40" + 2" তাহা হইলে, 10" এর 89 অন্তর 
--10:7476872-10:7475657 = "0001215 এবং 2” এর জন্য অন্তর 
= 10:7476589 - 10-7475657 =-0000875 
| .. সমানুপাতিক অংশের তথ্য অনুসারে, 
. æ 270000875 875 175 
10 0001215 1915 248 
1750 
242" 72( প্ৰায় ) 
5 Рб কোণ= 79° 51 40" + 7"2 i 
=79° 51' 47.2 
Butz: দেওয়া আছে L сов 86° 40' = 9'9042411 ; L вес 86°40’ 
` এর মান নির্ণয় কর। 
L вес 86° 40’ = 10 + log вес 86° 40” 


2104196 (< 36° o) 


=10 + log 1 - log сов 86° 40” 
-10- log сов 86° 40” 

= 10— (10 + log сов 86° 40”) +10 
= 20 — L сов 86° 40” 

= 20 – 9'9042411 

= 1007589. 


ee = 
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প্রশ্থমাল। 10 
1. Table ব্যবহার করিরা নি্নলিখিতগুলির মান A কর : 
() sin 25° 44 (i) sin 58° 28° 
(iii) tan 58° 37’ (iv) cos 29° 4% 
(у) cot 44° 28 (vi) L cos 72° 98! 
(vii) L tan 59° 86 (viii) Li cot 65° 4৮ 
(ix) L sin 29° 17 (х) L cos 35° 427 


2. দেওয়া আছে L sin 87” 43°50” = 9-7867159 এবং L sin 87° 44” 
=9'7867424 ; L sin 37° 43’ 56” এর মান Afa কর। ; 

3. দেওয়া আছে: L соз 817 44'=9:9147722 এবং L соз 81° 45'= 
99146952 ; L сов 34° 44 27" এর মান নির্ণয় কর | 

4. দেওয়া আছে L бап 22°37 = 99197205 এবং 17 এর অন্তর = 8557; 
L tan 22787722” এর মান AR কর এবং যে কোণের L tan = 9'6195288 
সেই কোণটি নিৰ্ণয় কর। 

5. দেওয়া আছে L ০০৮ 68°52'50” =9:5868778 এবং 10" এর অন্তর = 
10000626; যে কোণের T, ৩০৮-9'5868939 সেই কোটি নির্ণয় কর | 

6. দেওয়া আছে L cot 69%26”.-9:5257779 এবং L cot 62°27’ = 
9`5258589; L cot 62°26'47" এর মান নির্ণয় কর | 

7. দেওয়া আছে L соз 86°29’ = 99059247 ; L seo 36°29° এর মান 
নিৰ্ণয় কর। 

8. দেওয়া আছে L sin 44°1738” =9'8440554 ; L, cosec 441738" 
এর মান নির্ণয় FF | 


উত্তরমাল! 

1. (1) 0498418 (1) 0:80264 
(iii) 0698981 (іу) 086863 
(v) 00809 (уі) 947894 
(vii) 1011659 (viii) 965867 
(ix) 968940 (х) 990960 

2. 978673815 3. 99147834 

4. 96198509; 22851 287 

5, 68° 52 49" 6 6. 95254497 

7. 100940758 8. 101540146. 


একাদশ অধ্যায় 


ত্রিভুজের সমাধান 
(Solution of Triangles) 
11.1. ত্রিভুজের সমাধান s 
একটি ত্রিভুজের ছয়টি অংশ-__তিনটি বাছ ও তিনটি কোণ। এই অংশগুলি 
পরম্পর নিরপেক্ষ নয্ন। নবম অধ্যায়ে বিভিন্ন та সাহায্যে প্রমাণিত হইয়াছে যে 
ত্রিভুজের বিভিন্ন অংশগুলির পরস্পরের মধ্যে лт বিগ্যষান। ত্রিভুজের তিনটি বানু 
ও তিনটি কোণ এই ছয়টি অংশের মধ্যে যেকোন তিনটি দেওয়া থাকিলে ত্রিকোণ- 
মিতিক za ও তালিকা সাহায্যে অপর бабе Бб করা যায় এবং এইরূপে 
ত্রিভুজের সমস্ত অংশগুলিই নির্ণীত হয়। এই afana ত্রিভুজ সমাধান করা বলে। 
11.2, ত্রিভুজের তিনটি অংশ নিম্নলিখিত বিভিন্ন প্রকারে দেওয়া থাকিতে 
পারে। 
(1) তিনটি বাহু 
(2) তিনটি কোণ 
(8) দুইটি বাহু এবং অন্তর্ভুক্ত কোণ 
(4) 520 কোণ ও একটি বাছ 
(5) ছুইটি বাহু ও যে কোনটির বিপরীত কোণ 
faga সমাধানের উক্ত বিভিন্ন ক্ষেত্রগুলি নিয়ে পর পর আলোচিত হইবে। 
11.2 () তিনটি 41% দেওয়া আছে 
মনে করা যাক, АВО ত্রিভুজের a, b, ৫ বাহু তিনটি দেওয়া আছে। উহার 
যে কোন একটি কোণ, ধরা যাক, A fad করিতে হইবে । এইরূপ ক্ষেত্রে সাধারণতঃ 
নিম প্রদত্ত wa দুইটির যে কোন একটি 41445 হইতে পারে। 
(i) соғ4- i এবং (ii) tan а= Еа 0). e се) 
কিন্তু উচ্চতর Ес. প্রমাণিত হইয়াছে হে 4198 মানযুক্ত sine 41 cosine এর 
তালিকা হইতে কোন কোণের প্রাপ্ত মান অপেক্ষা L tan এর তালিকা হইতে প্রাপ্ত 
মান বিশুদ্ধতর হয়। RaT, বান্তবক্ষেত্রে 4 নির্ণয় করিতে হইলে (i) নং таба 
পরিবর্তে Gi) নং чаба প্রয়োগ বিধেয়। ক্ষেত্রবিশেষে (i) নং табе প্রয়োগ কর! 
যাইতে পারে। নিয়ে প্রদত্ত উদ্দাহরণগুলিতে ইহা স্পষ্ট হইবে। 
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উদ্াহরণ 1. কোন ত্রিভুজের বাহু তিনটি 2,3,4; বৃহত্তম কোণটি নিৰ্ণয় 
কর। দেওয়া আছে, 
log 2--:80108, к 8= "4171218 
І бап 52° 14'=10:1108395 
L tan 52° 15'=10.1111004 [ Ç; U, 1999 J 
এস্থলে, ৪. $(24+৪8+4)-& বৃহত্তম বাছ 4 কে aq সুচিত করিলে, 
বৃহত্তম কোণ A pis করিতে হইবে। 
s - 0080). 2 
4. HA 3 R ) ДЕСТЕ ІНЕ 
ar a 710. 
; 917 N23 
.. Шіап4-10-410610- log 2 — log 8) 
= 10+ 3(1- "80108 -4771918) 
অতএব দেখা যাইতেছে যে L tan 14 এর মান L tan 52° 14’ এবং L tan 
52° 15/ এর মধ্যবর্তী হইবে। 
4 কোণটি 59° 15’ এবং 59" 147 এর মধ্যে আছে 
মনে করা CF, 34 = 52° 1472” 
অতএব, 27-44 জন্য অন্তর 
₹10'1109244--10+110889 
= '000(849 
আবার, L tan 52° 15’ = 101111004 
L бап 52° 14’ =10:1108895 
1' বা €0" এর জন্য অস্তর-:0002609 | 


নি... 1.1: -- 60 x 849 
> 960 2 = 2600 =19:5 ( প্ৰায় ) 


о Hebr 14166 অর্থাৎ 4 = 104° 28” 89”. 

948942. কোন ত্রিভুজের বাহগুলি 9, 10, 11; 10 বাহুর বিপরীত কোণ 
Аба কর। দেওয়া আছে log 2-' 80108, L tan 29° 80’ = 97526420, 
L (ап 29° 29 =9:7528472, [ ৫. U. 1948] 

মনে কর a- 9, b= 10, c=11 

s=4(9+10+11)=15 


এক্ষণে, {ап ВЕЕ 
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শর্তাঙ্গসারে 10 а বিপরীত В কোণ fad করিতে হইবে। 


tan 7 B_ = EEN: s-a) _ /(15-11(15-9) 
ss- EE T 1515-10, 


= ৮: _82 
15, == 100 
B 
Lian Z -10- ов 89- log 100 ) 


=10 + (log 25 - log 102) 
=10 + 4⁄5 log 2-2) 

=10 + 2(5 x '80108 — 2) 

= 10 + 4(1:50515 – 2) 
-10-іх:49485--10-:247495 
=9'7525750 


L бап =: এর মান L tan 29° 29” এবং L tan 29° 80” এর 5049) 


হইবে। 
2 কোণটি 29° 29’ এবং 29° 80” এর মধ্যবর্তী হইবে 
মনে কর 7০19 29” a” 
, 21 এর ag অস্তর -9:7525750 _ 97528472 
= '0002278 
আবার, 1 বা 60” এর 5% অস্তর = 97526420 — 27528472 
= "0002948 


‚2 _ = “0002978 9278 
7 €0 700099482048 


8 
д ০৮22১১০4464 (পর) 


P - 29° 29 4674 
B = 58° 59 82" ‘8 (প্রায়) 
অর্থাৎ B= 6° 6989". 


108 5 ত্ৰিকোণমিতি 
উদাহরণ 3. ৫.৪, b= /2, c= (8+1; база সমাধান কর 
чая A, B ও С এর মান নির্ণয় করিতে হইবে! 

b? +0? -a_2+( (8+1 -4 
0с . 9 /X /8+1D 


= 9у8+1) ТА. be 
০৪+৫৪-০ _(/8+1'+4-@ 
বু ЫБ экы 875) 


_6+2 У8 -2У%(Уу8-1) /8 Е =30° 
Җуз+)ў) 4 /8:1І) 9 ам SU 


.. C=(100°-45°— 80°)= 105°. 
11.2 (i) তিনটি কোণ দেওয়া আছেঃ 


তিনটি নির্দিষ্ট কোণের সমান কোণবিশিষ্ট অসংখ্য faga হইতে পারে এবং এই 
সকল ত্রিভুজ সদৃশ হইবে। সুতরাং এক্ষেত্রে বাহুগুলির HAS নির্ণয় করা যাইতে 
পারে। কিন্তু বাহুগুলির নির্দিষ্ট মান fad করা অসম্ভব। অর্থাৎ ত্রিভুজের সম্পূর্ণ 
সমাধান অসম্ভব | 
নিম্নলিখিত жая সাহায্যে বাহুগুলির অনুপাত নির্ণয় ৰুৱা যায়। 
д এনা, টি 
віп 4 віп В sin С 
অর্থাৎ 2:0: с=віп А: sin B :sin O. 
উদাহরণ 1. কোন ত্রিভুঞ্জের কোণ তিনটির পরিমাণ যথাক্রমে 60°, 45° ও 
75%; উহার বাহু তিনটির অমুপাত নির্ণর ¥7 | 
মনে কর, A=60°, B=45°, 0 =75° 
(8.2277); ПАЛЫҚ Ай 
sin sinB sin G 
@: b £০-৪10. 60°: sin 45° £ sin 75° 
a y8, 1 „y8+1 
9, "b > 2 
= /6:2:/8+1 [2V2 দ্বারা গুণ করিয়া] 
Фай 2. কোন (ато কোগগুলির অনুপাত 1: 2: 8, উহার 
বাহুগুলির অনুপাত নির্ণয় কর। 
মনে কর, কোণ তিনটি যথাক্রমে 0, 29 ও 80 


совА = 


এখন, 
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Д 0+920+80=180° বা 69-180* ~ 0-90 


.. কোণ তিনটি যথাক্রমে 80°, 60° এবং 90° 


a 5 с 
মরা জানি, sind sinB sin О 


৮5:68: 2০৯৪1) A4: sin В:віп С 
= sin 80° : віп 60°: віп 90° 


-1:,/8:29, 
উদ্দাহরণ 3. কোন ত্রিভুজের сов А-%, соз В-ф হইলে а: ৬:০ এর 
মান নির্ণয় কর। 
sin A= /1-cos2 A= /1-38= у=? 
sin B= yI- сов? B= /1- = J$ 
sin C= sin{180° — (А + B)}= sin (4 + B) 
= sin Á cos В + cos А sin В 


=p. + g4 = e TIL 
a b: с=віп A: віп B: sin О এ 
-ҙііі < 
=8:4:5 
: eaii 11(a) 
1. কোন бауга a=18, ӛ-90,с-92; L tan $ এর মান নির্ণয় কর। 
দেওয়া! আছে 
log 2= '80103, log 8=:4771218 [G.U. 1915) 
2. কোন бауга বাছ তিনটি 24, 22, 14; ক্ষুদ্রতম কোনটি নির্ণয় কর। 


দেওয়া আছে, 
L tan 17°88’ = 92000492 


1’ এর 59 অন্তর =499, 


3. ত্রিভুজের বাহুগুলি 7,8,9; উহার কোণগুলি (848 কর। দেওয়া আছে, 
log 2 = `8010800 


L tan 24140” =9:6505069, L tan 24°5'50" = 96505694, 
L бап 29°1270"=9'7474183 4: L tan 29°12780"=9'74746%7, 
[G.U. 1988] 
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4. একটি ত্রিভুজের বাহুগুলি 9, 8, 4 এর সমান্থপাতী হইলে উহার বৃহত্তম 
কোণটি Ra কর। দেওয়া আছে 
log 2 = "80103, log 8-- "4771218 
L tan 59714” --10:1108892, L бап 52°15’ = 10:1111004. 
(С.Л). 1929] 
5. কোন ত্রিভুজের বাহু তিনটি 82, 40, 66; বৃহত্তম কোণটি fade কর। 
দেওয়া আছে, Р 
log 207 --2:8159708, log 1073 = 80805997 
L cot 66°18’ = 9'6424849 এবং 1” এর অন্তর = 0008481, 
4. কোন ত্রিভুজের বাহুগুলি 5, 6, 7; উহার чача কোণ A কর। 
দেওয়া আছে, 
log 6-7781518, L сов 89714” = 9'8890644, 1' এর জন্য অস্তর = 1082. 
7. কোন ত্রিভুজের a, b, c বাহুগুলি যথাক্রমে 4, 5,6 ; B কোণ RAR কর। 
сте] আছে, x 
log 2--"80108, L сов 27°58’ 9'9464040 
1 এর জন্য অন্তর = 669, (6.17, 1941] 
8. কোন ত্রিভুজের বাহু তিনটি 15, 19,94; উহার বৃহত্তম কোণ fad কর। 
দেওয়া আছে, 
log 5'7 = "75587,1, сов 88°59’ = 8'24908, 
17 এর 99 অন্তর = 718 [C.U. 1986) 
9. একটি ত্রিভুজের কোণগুলির অম্পাত, 2 £ 8 : 7; উহার বাহুগুলির 
অনুপাত নিৰ্ণয় FF | 
10. কোন ত্রিভুজের কোণগুলি 105°, 60° এবং 16° ; উহার বাহুগুলির 
অনুপাত fad কর | 
11, কোন faga cos A= fy এবং сов B=}; হইলে, a £ ৬:০ 
নির্ণয় ¥7 | 
12. যদি A=45° 76০ হয়, প্রমাণ কর с: а-(/8%1);2| 
13. কোন ত্রিভুজের a= ү8-1, b= уб, с-2 হইলে ব্রিভূজটি সমাধান 
কর। 
14, কোন ত্রিভুজের কোণগুলির অনুপাত 7 £ 2 £], প্রমাণ কর যে ক্ষুদ্রতম ও 
বৃহত্তম বাহুর অন্থপাত (8 — y5): 2. 
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15. একটি ত্রিভুজের বাহুগুলি 4,7 এবং 9 এর সমানুপাতী, ব্রিতুজের কোণগুলি 
1444 কর, দেওয়া আছে log 2 = 8010800 \ 
L бап 12756 = 9349329 ; 1' এর অন্তর =0:000598 
L tan 24°5`=9`650981; 1744 „ =0:000889 


উত্তরমাল! 
1. 96733997 2. 87549 3. 4=48°1198" (প্ৰায়); 
В-58948%( aita ); 0 = 78°2454" (প্ৰায়) 4 104°9889" 


5. 182°84782" (প্রায়) 6, 78°2747" 7. 55°4616" . 

8. 88%94079” оа (з +1) 

10. (/3+1): ү6:(ү8-1) 11. 12:5:18 13. А=1$, 
В =120°, O = 45° 15. 4-95%9%16”; B=48°11228" ; 


С-106%6%%», 

11.200) দুইটি বাহু ও 49% কোণ দেওয়া আছে £ 

মনে কর, ত্রিভুজের b, c ছুই বাহু এবং উহাদের অন্তর্ভূত কোণ A নির্দিষ্ট আছে। 
ত্রিভুজের অপর দুইটি কোণ B ও С এবং তৃতীয় বাহু ৫ নির্ণয় করিতে হইবে | 

মনে কর, b>2>c তাহা হইলে 7১০, 

আমরা জানি, В%0-186-4 অর্থাৎ 226.) -4 


В-С %5-с А 
আবার, tan —— 42 “2% 


$ 070. 5-с А 
^ Ltan =g =10+log (2. cot Ç 


= og (-০)-1০ (b + c) + L, cot а 


б, 5 
এক্ষণে, b, ০ ও 4 নির্দিষ্ট বলিয়া L tan B- ий, অতএব 28-6 এর 
মান নির্দি্ট। 
B+C B- 


এবং ত 0 এর ম্লান হইতে পার و‎ 


আবার, B ও С জানা হইলে না I" Йй“ 826. att সাহাযো তৃতীয় 
বাহু a নির্ণয় করা যায়। 

Фи 1. কোন ত্রিভুজের ছুই বাহু 3 ফুট ও 5 ফুট এবং «Ұ%% কোণ 
120°; অপর কোণ দুইটি নির্ণয় কর। দেওয়া আছে 
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log 4'8= "6812412, L tan 8°12 =9'1586706 এবং 60" এর অস্তর= 
8940, [C.U. 1949] 
মনে কর b= ফুট এবং ৫= 8 ফুট .. 4190 
2. бап Ды а cob ا‎ cot 60° 
Е 
4 V8 vV 
2 2 tan 8 ত6-10+1০8 1- 3 log 48 
=10+0- 3 х1:6812412 
= 10 - "8406206 


= 9`1598794 

কিন্তু L tan 8°12 =9'1586706 

B-C 
2 


. B-C ৮ 


2 L tan >L tan 82197 


মনে কর, 8¢ = 8°19%” 
2" এর জন্য অন্তর = 911598794 - 9:1586706 


= 7088 [ দশমিক বিন্দু বাদ দিয়া] 
আবার, 60” এর wg অন্তর = 6940 
5% 2-58 ve = T0 x 60 
2 a=48 (প্রায়) 
Sve (B= 0)৯81245%. 0.02.2 .. (OD 
আবার, 3(B + 0)=90'-4=90°- 60° = 80° ... (ду 


.. (De (9) হইতে, যোগ ও বিয়োগ করিয়া, 
73-88-1248” এবং 01719, 
উদ্দাহরণ 2. একটি ত্রিভুজের দুইটি বাছ 80 ফুট ও 100 ফুট এবং www 
কোণ 60°; অপর কোণ দুইটি (544 কর। 
দেওয়া আছে log 8-- 47719 এৰং L tan 10°58'86” = 9:28489, 


[ G. U. 1946 | 
মনে কর, 58-100 ফুট, с-60 ফুট, 


В-0 5-с 


এক্ষণে, tan —— "a 


L tan 2 
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“Буе cob 14 


_ 100-80 
еї: oo eg 00 80-5/8. 


20.10 + log 1 5 УЗ 
=10+10g- 87 # 
=10 - $ log 8 
=10- $ х *47712 
=10 - 68 

= 9'28482 

= L tan 10°58'86” 


১,১82 61058580718. () 


Ве 2 


আবার, ০৪ -90%- А д 90° – 80°=60° ... (9) 


2 


2 


.. (1) ও (2) যোগ বিয়োগ করিয়া 
B=70° 58” 86” এবং C = 49° 6” 94”, 


উদ্বাহরণ 3. কোন ত্রিভুজের ৫70, 5-85 এবং O=86 507 10"; 


অপর কোণগুলি নির্ণয় কর। 
= 104771218. 


দেওয়া আছে log 8=:4771218, L cot 18° 26%" 


А ও B কোণ নির্ণয় করিতে হুইবে। 


A-B а-% 
tan — = a+b 


০০৮ 


С 10-85 


7 ШЕТТЕГІ cot 18% 26’ 6” 


=$ cot 18° 26’ 6” 


оа т нһ428 


.. log tan a 


H. 8, Trig.—8 


= - log 8 +L cot 18° 26 6“ 


= — ‘47171213 + 8 
=10 


22-10-10-0 аа 4— 
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> 4 By 1 A-B=90 ... (1) 
আবার, 4 + B =1809 - 0 = 1800 – 860 52/19 
=1480 1748”... (9) 

.. (1)+(2) দ্বারা 24 = 90° + 14380748” 28807,48" 
2 4-1164 

(2) - (1) ছারা 2B = 14807,48" 900 5307/48” 
2. B=268354” 

উদ্দাহরণ 4. কোন ত্রিভুজের = ২/৪, ০-] এবং 4-80; fagat 


সমাধান ক [ С. U. 19511 
এস্থলে В, 0 এবং a Rf করিতে হইবে | 
80০84 
tan 742 ta 
-.У8-1 У8%1 Де 2. у8+1 
бт /8-1 БЕН іт 
-1. 
z B0 n В-0=90. 
আবার, B+ C= 180° - 80° = 150° 
22 2B=240° с, B=120° 
এবং 90-66 быз 
পুনরায় А-80 1 А-0 бї! ас 


@= ` [ ° “0-17 


11.2. (iv) দুইটি কোণ ও একটি বাছ দেওয়া আছে : 

মনে কর ত্রিভুজের এ বাছটি এবং যে কোন দুইটি কোণ নির্দি আছে | ত্রিভুজের 
তিন কোণের সমষ্টি ছুই সমকোণ ব118০* বলিয়া তৃতীয় কোণটিও নির্দিষ্ট হইবে। 

এক্ষণে অপর TE b ও c নির্ণয় করিতে হইলে 


а b ৫ 
віп A sin B “sin Ç 


এই সূত্রটি ব্যবহার করিতে হুইবে। 
উদাহরণ 1. কোন ত্রিভুজের B=45, ০10 এবং a=900 ফুট। 
b fafa কর ; দেওয়া আছে 
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` log 2=:80108, L sin 55°=9 9138645, log 1726'4=8-2371414, 
log 1726:5 = 8'2871666. [ C. U. 1947 1 
В-45, C=10° Л А-ш180%-(45%--10%--180%- 55° 
sin 4 -віп (180° = 55°) = sin 55° 


а 5 y: š Ту? 
খন, sha ап Л ^ Әзіл А=@ sin В 


log b +L sin А =log a+ L sin B 

.. log &ল1০& a+L sin B-L sin А 
= log 200 + 10 + log віп 45° — L sin 55° 
=log 2+2 log 10+10+108: я -99189615 


=log 2%2-10-1041-%1022-9%9198645 
= ‡ log 2 + 12 — 9:'9188645 


= x '80108 + 12 — 9:9188645 
ш-19:1505150--9:9138615 
--2:2871505 


এখন, log 179:65--9:2871666 

এবং log 179:64--9:2371414 
01 এর 9% অস্তর = :0000252 

log b এর মান log 172:64 এর মান অপেক্ষা! বেশী " 
ло 8>17264, মনে কর b=172'64 +z 

2244 জন্য অন্তর _9:87105 - 22871414 


= ‘0090091 
RO OE BL PE 
.. 917252 .. ৮17 01 0036 ( প্ৰায় ) 


2. b =179:64 + 0086 
= 179:6486 ফুট (প্রায়) 
941544 2. কোন ত্রিভুজের b=10, 4-45, В-66%4290; 9 নিৰ্ণয় 
কর । দেওয়া আছে, 
log 2 =`8010800, log 7598629 "8864131, L sin 66°42’ = 
99680538, 1! এর эр = 544. tC. U. 1906 ] 


a b Х a = sin 4 10 x sin 45° 
sin A sin B `` sin В віп 6642/20% 
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6. log ০1০৪ 10 +105 3% - log sin 66°42/20” 
=1 — š log 2—(L sin 66°42’20" - 10) 
-11-%х79010800 - Г, sin 66742720! 
-“11--:1505150--(9:2080588 +0000181) 

[ I এর অন্তর = 0000544 
.. 90”44 অন্তর ='0000181 ] 
= 10:8494850 - 9:9680719 
= 8864181 
= log 7:698622 
1. = 62. 


laie 11 (b) 
1. কোন ত্রিভুজের b=14, ৫০511, 480) В এবং О নির্ণয় কর। 
(দেওয়া чї, 7 | 
` log 2 = "80103, log 8 = 4771918 
L tan 11°44’ = 98174299 | 
L (ап 11°45’ = 98180640. [ B. H. U. 1948] 
2. একটি ত্রিভুজের দুইটি বাছ 25 ও 175 এবং чуз কোণ ৮4০) 
ত্রিভুজের অপর দুইটি কোণ নির্ণয় কর। দেওয়া আছে, 
log 9 = "80108, T, tan 68°= 10292884, Т, tan 18°47’ = 9:389724, 
L tan 18748/--9:890970, [ O. U. 1981 1 


[ সংকেত: cot 4 соб ат" =~ tan 68" ] 


3. АВС ত্রিভুজের a eb বাহুর, অন্থপাত 7:8 এবং чуу কোণ 
0-60"; 4 ও B নির্ণয় কর। দেওয়া আছে, 

log 2=*8010800, log 8='4771213, Г, tan 84°49’ = 9:*8408776, 
1” এর অন্তর = 2699. [ P. U. 1940 ] 

4. একটি ত্রিভুজের দুইটি ag ধখাক্রমে 15 /3 cm, ও 15cm. এবং 
IgG কোণ 80%; অপর কোণ দুইটি নির্ণর яті 


(жоға: cot 15° = ৮৪1] 
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5. কোন faxa b=27, с-98, 4 44803 B এবং O নির্ণয় н! 
দেওয়া আছে, 

log 2='8010800, L cot 22°15’=10'8881591, L tan 119/- 
9:2906718,1” এর অন্তর = 6711. 

6. АВО faga А =41°13'22", В 71°19'5" এবং a=55, b নির্ণয় 
ক্র Loo দেওয়া আছে, log 55=1:''408627, log 179069 -4:89797 75, 
L sin 41%18/22"--9:8188779, L sin 7121975” = 9:'9764997, 

7. কোন (азса а-80,%-20 «40-997; А ও B নির্ণয় কর, দেওয়া | 
আছে, L cot 11° = 10°7118477, L бап 45°48’ = 100121294 

L tan 45°49’ = 10°0128821, log 2=`8010800. 

8, কোন faga 4= 60°, B =75°, а=2 ҮҘ, ত্ৰিভুজটি সমাধান FF | 

9. কোন aga a=70, b=85, 0-86%9219!; অপর কোণ Фр” 
নির্ণয় 941 দেওয়া আছে, log 8-- 4771918, L cot 1872676” = 10'4771918 


উত্তরমালা 

B= 71447995", С = 48° 15'805 
B= 764722", 05491257181 j 
4-944954, В-95176! j 
8৮190% 0-80 | ЕРЕ 
B = 184852", 0-56418" 
0 = 19068 
4৮124418497 B= 881111" 
0-45, b= УЗ( у8+1), 0=2 уй 
A = 116°8854", В =26°28'54” 

শা দুই বাছ ও উহাদের একটির বিপরীত কোণ দেওয়া 
আছেঃ 

মনে কর, АВО ত্রিভুজের দুই 418 ৮ ও ৫ এবং k বাছৰ বিপরীত কোণ B 
দেওয়া আছে। бачай সমাধান করিতে হইবে অর্থাৎ ৫, А এবং O বাহির 
করিতে হইবে। 

৫ sin 


b 
“ча, a0" sin В বা sin О= ЕЕ 


Ы 2 


m a o N н 


ою м а 
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এই чая সাহায্যে 0 কোণের মান নির্ণয় করা যায়। কিন্তু এস্থলে তিনটি 
বিভিন্ন ক্ষেত্র উপস্থিত হইতে পারে । যথা, 
(i) csin B>b অর্থাং sin ০১]. 
0 নির্ণয় করা যায় না এবং কোন ত্রিভুজ অস্কনও সম্ভবপর AT | 
(ü) csinB=b J sinC=1 ~. C=90 এবং 4» 90*-79, 
me এক্ষেত্রে АВО একটি সমকোণী ত্রিভুজ হইবে, যাহার c= 90° এবং 
e2=a2+0b2 বা a= {о 5 
> 2. এক্ষেত্রে а, А এবং ০ বাহির কর! সম্ভব | 
(iii) csin В<% অর্থাৎ sin 01. 

0 এর মান নির্ণয় কর! সম্ভব। কিন্তু পরস্পর সম্পূরক দুইটি কোণের 
sine সমান হয় ЖТ ত্রিভুজের এই কোণটি xw 4170 হইতে পারে। অতএব 
"бё টি মান тепчи পরস্পর সম্পূরক এবং উভয়ঙ্ষেত্রে sin 0 সমান। 

- এখানে তিনটি বিভিন্ন ক্ষেত্র উপস্থিত হইতে পারে। 

সি যদি ০১০ হয়, তবে B>0 হইবে। 
2.2 0 cata হইতে পারে না, অর্থাৎ 0 тч হইবে। B ও 0 নির্দিষ্ট 
হইলে, 4 কোণের মান 4 +7+0180* এই সম্বন্ধ হইতে জানা чїч পরে 
টি 297 =~ এই wa সাহায্যে a এর মান জানা যায়। 
1 ৫ক্ষত্র 2. ০ হইলে B=C হয় এবং এক্ষেত্রেও O FACT হইতে পারে 
॥ না। ROAR (কে TCT কল্পনা করিলে ক্ষেত্র 1 এর у এক্ষেত্রেও (гуз: 
একটি মাত্র সমাধান সম্ভব। 
ক্ষেত্র$ ১<০ হইলে В<0 হইবে l স্থতরাং C 74094 বা স্থুলকোণ 
‚ উই হইতে পারে। 2 8১০ এবং В ОПЕ থাকিলে чүп সমাধান হোগা 
Таза পাওয়া সম্ভব । C এর প্রতিটি মানের ww A fen হইবে এবং ইহার 
মান А+В+СО=180° za সাহায্যে পাওয়া ষাইবে। পরে sine rule এয 
সাহাযো a বাহু নির্ণয় করিতে হইবে। 
যেহেতু ক্ষেত্র 8 নং এ ত্রিভুজের ছুই প্রকার সমাধান সম্ভব এই әт ইহাকে 
সমাধানের Ҹу ক্ষেত্র ambiguous case) বলা zq | 
উপরের ক্ষেত্রগুলি হইতে লব্ধ দিদ্ধান্তসমূহ সংক্ষেপে ANC উল্লেখ Fa 
যাইতে পারে 
কোন ত্রিভুজের bo, B Бб এবং 
(i) ৮০৪17 В হইলে, সযাধানযোগা কোঁন farga হইবে না। 
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= 
Gi) ӛ-свіһ B হইলে, সমাধানযোগ্য একটি সমকো ণী ত্ৰিভুজ পাওয়া যাইবে 1 
(Ші) যদি ০১৯০ হয় ( স্থতরাং ৪৯০ sin В), তবে একটি মাত্র 47 
ত্ৰিভুজ হইবে এবং ০ সুস্্রকোণ হইবে 1 


(іу) যদি ০৯০ sin В এবং ০ হয়, তবে দুইটি সমাধানযোগ্য ত্রিভুজ 
পাওয়া যাইবে 1 


দ্যর্থক ক্ষেত্রের জ্যামিতিক আলোচন! 2 


কোন бугча দুইটি বাহু b, c এবং b এর বিপরীত কোণ B নির্দিষ্ট আছে। 
B কোণের সমান করিয়া / АНХ আক এবং AB=c লও। AD maad ` 


AX এর উপর эч হইলে, АР sin B 


AD= АВ sin B=c sin B А 
এখন А কেন্দ্র এবং ব্যাসার্ধ লইয়া একটি বৃত্ত অস্কিত করা হইল। 7 
1 নংক্ষেত্রঃ b<csin В, অর্থাৎ <4D হইলে, {ай BX বাহুর সহিত 
আদৌ মিলিত হইবে না, অর্থাৎ কোন faga পাওয়া সম্ভব হইবে না (9 at 
চিত্র দেখ | - 


г 


2%%06%: b=csin B অৰ্থাৎ=4D হইলে, Şe চুকে D বিন্দুতে 
স্পর্শ করিবে এবং реб бега সমাপতিত হইবে । অতএব একটি সমকোনী 
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রি উৎপন্ন হইবে এবং সমাধানযোগ্য একটি ত্রিভুজ পাওয়া যাইবে । [11 নং 
চিত্র দেখ ] 
3নংক্ষেত্রঃ 6১০ এবং ৪৯4৭) হইলে 440 BXcs В বিন্দুর উভয়দিকে 
অবস্থিত 0 ও О, বিন্দুতে ছেদ করিবে। এক্ষণে АВО, ত্রিভুজের АВ ও АС, 
বাছদ্বয় যথাক্রমে о ও b এর সমান হইলেও АВО, কোণ নির্দিষ্ট В কোণের সম্পূরক 
হইবে। স্বতরাং АВО, সমাধানযোগ্য নয়। এক্ষেত্রে একটি মাত্র ত্রিভুজ পাওয়া 
সম্ভব। [ (ii) নং চিত্র দেখ J 
= ধনংক্ষেত্রঃ 6১০ ৪1 В অর্থাৎ ১৮47), কিন্ত ৪০ বা АВ হইলে 
АВС, ও АВО, দুইটি সমাধানযোগ্য ত্রিভুজ পাওয়া যায়। ইহাই দ্ধার্থক ক্ষেত্র । 
[ Gv) নং চিত্র দেখ ] 
উদাহরণ 1. কোন буса b=165, с-208 এবং В = 85°10’, А এবং О 
নির্ণয় কর। দেওয়া আছে, 
| log 1:65--21749, log 2:58 ="41162 
а L sin 85°10'=9:76089, L віп 64°14 = 995452 
а= бө ә: с) с-% ৪10 В 
958 
I 165 
722. L sin C=log2:8-log 165 + L sin 85710! 
. =2:41162 - 2°21749 + 9 76089 
=9'95452=T, sin 64°14' 
22 C=64°14 অথবা (180° - 64°147) বা 1146 
222 এইক্ষেত্রে >b বলিয়া ০১৮, স্থতরাৎ 0 এর উভয় тай গ্রহণযোগ্য | 
* л 4=180°- (85°10 +64°14') = 80°86' 
и অথবা A= 180° – (85°10” + 115°46')= 294 
উদাহরণ 2. কোন fagra ৫6, ৮4 এবং 4-40; অপর দুইটি কোণ 
бт. দেওয়া আছে, z 
log 2--:80108, L віп 84726 = 9-7528919 
L sin 84°27”=9*7525761 [B.H.U. 1951) 
чата) 7, 4১9 এবং А т! 
sir 4_4 1 4৬ 


এখন, sin B= "SAE Tā 10 


е. “^ Bsin.C= віп 85710” 
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L sin В = 10+ 5 log 2- log 10 ) 
=9 + § х ৪0108-9 752515 к 
কিন্তু L sin 84%277--9:7595761 ‚ 
এবং L sin 84°26'=9 7528919 


¿ 1741607 এর অন্তর = 0001842 
এবং L sin 73759759559 
І, sin 84°26'=9:7528919 


1. (В – 34°26’ এর অন্তর =`0001891 
В - 84°26’ “0001881 1831 


6 018107 1849 

+ ° 1881 „ _ 18810 

ВИ 7378486৮154) * x 60" = = 807 
= 6918? 


5 В-84926”59”:8 . 
O = 1809 _ 45° – 94926! 69” *8 
= 1000380" “2 
উদাহরণ 3. কোন fagra a=30, b= 800, В সমকোণ হইলে 4 এর মান 
নির্ণয় কর। দেওয়া আছে, 
L sin b944’ =9`9995595 এবং 17 এর অস্তর = 12565 
Z=," ЕТИ в-? ৮০4৭9) sind 
sin B=10 sin 4 
বা, sin 90° = 10 sin 4 ~, sin A= X 
2 L sin A=10+log 1- log 10=9 
কিন্ত L sin ৮44455999৮9 ., А>5944 
মনে কর, A= ০44 
2. 2” এর অন্তর 9 - 8'9995595 
=4405 [দশমিক বিন্দু বাদে] 
কিন্তু 1' বা 60" এর অন্তর = 12565 
54406025445. 
12565 
2 A= 594421. 


} 
к 


x 60 = 21” 


estar 11 (С) 
1. কোন faga а=9, b= /6, А-459; (аз সমাধান কর | 
2. () কোন aga a= 8, ৮৮9 /8, 4= 80°; В নিৰ্ণয় কর। 
(i) а=8, b=8 এবং А=80° হইলে দেখাও যে সমাধানযোগ্য কোন 
faga হইতে পারে না। 
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3. কোন faxa ৫-৪, b=7, A=190° i B এবং 0 নির্ণয় কর । দেওয়া 
আছে . log 2 = "8010300, log 83 = "4771213 
log 7= 8450980 ` 
L sin 49-10+-59:8795587 


L sin 49217: =9:8796875 
4. ABC faxas a,b এবং А নির্দিষ্ট থাকিলে, প্রমাণ কর TAF ক্ষেত্রে 


e এর দুইটি মানের অন্তর 2 /42-42 sin? A এর ANA | 


[সংকেত £ а2 = 02 +02 -9৫ cos А [ B. H. U; 1928 ] 
.. e2-29bccos 4 +-৫৪-0 
সমীকরণের বীজ দুইটির чүп নির্ণয় করিতে হইবে ] 
5. 4-16, ০=25 এবং 0- 60° হইলে, АВО fagra অপর কোণগুলি 


নির্ণয় কর। দেওয়া আছে, 


log 2='80108, log 8="4771218 
L віп 88°35’ 5:7486024 
607 এর ag অন্তর = "0001897. 


6. নিম্নলিখিত উপাতবিশিষ্ট ত্ৰিভুজ সমাধানযোগ্য কিনা আলোচনা কর ঃ 
G) В-809%,с-4, b=1 
Gi) B=800, ০-4, b=2 
(in) B= 800, ৫-4, 5-38 
P (iv) В-809,с-4, b= 4 
(v)  В-809, с=4 3-5 
[সংকেত: sin В-віп 9009-43 < csin В-4хі-9 
G) &-] eLo sin B 
4: সমাধানধোগা ত্রিভুজ পাওয়া অসম্ভব | 
(1) ф=2 ), b=csinB 
.. সমাধানযোগ্য একটি ত্ৰিভূজ হইবে | 
(i) 8-8 ৮ b>osin В, কিন্তু ৪০ 
** সমাধা: যোগ্য দুইটি ত্ৰিভুজ হইবে। 
бу) b=4 ) b>csin B এবং b= c 
2. সমাধানযোগা একটি farga হইবে | 
(у) b=5 ৮, ৪১৯০ sin B এবং ৮৯০ 
22 সমাধানযোগ্য একটি ত্রিভুজ হইবে। ] 
উত্তরমালা 
1. 0) B=600, ০1৮০ e= /8+1 (8) B=1900,0-150, e =) /8—1 
2. 6০০ বা 120০ 3. В-49916%)” = 1004955" 
5. 4-98989” 8422” р--81920 25°73” 


দ্বাদশ অধ্যায় 
উচ্চতা ও 799 


( Heights and Distances ) 


12.1. ত্ৰিকোণমিতি সাহায্যে পরোক্ষ পরিমাপ ছারা কোন বস্তুর উচ্চতা ও 
দূরত্ব কি প্রণালীতে নির্ণয় করা যায় সে সম্পর্কে প্রাথমিক আভাস দশম শ্রেণীতে পাওয়া 
গিয়াছে। বর্তমান অধ্যায়ে সকল বিষয়ক ব্যাপক ও কঠিনতর ক্ষেত্রসমূহ 
আলোচিত হইবে । এই জাতীয় প্রশ্ন সমাধানে ত্ৰিকোণমিতিক কোণ ও বাছ 
সম্পর্ষিত সাধারণ тая প্রয়োগ প্রয়োজন হইবে । নিয়ের ক্ষেত্রগুলি লক্ষ্য করা যাক। 

122. অনুভূমিক তলে অবস্থিত দৃশ্যমান দুর্গম কোন বস্তুর উচ্চতা ও 
দুরত্ব নির্ণয় ঃ 

মনে করা যাক РМ দুর্গম ча এবং একই অনুভূমিক তলে অবস্থিত А হইতে 
I P এর উন্নতিকোণ <, РМ এর উচ্চতা= এবং AM = d; h এবং ৫ নিৰ্ণয় 
করিতে হইবে। 

প্রথম প্রণালী : সম্ভব হইলে А হইতে РМ এর দিকে যে কোন অংশ 
АВ(=а) মাপা যাক। মনে কর, B হইতে P p 
বিন্দুর উন্নতি কোণ B. 

চিত্র হইতে, a= AB= AM - BM А 

=h cot < — h coti В д. ЖА 
-দ 5) চিত্র 12.1 


sina віп В 


=k Bin В сов < — sin < сов 8 


sin < sin f 
=h віп (8— <) 
sin < sin В 
а sin < sin f 
sin (8 — <) 
h= a sin < sin B coscc (8 — <) “< (i) 
а= AM = ০০৮ < 


А А cos < 
=а sln < Sin f соѕес (8 — <)x —— 
B (8 ) sin< 


d=a cos < sin р 60860 (8 ~ <) “= (ii) 
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দ্রষ্টব্য (i) নং ও (i) নং xa দুইটির উভয় পক্ষের log লইয়া ডানপক্ষের 
qaa A করিয়া উহাদের 06106 লইলে যথাক্রমে ও 4 পাওয়া যাইবে | 


দ্বিতীয় প্রণালী £ঃ А হইতে, PM এর P 
দিকে কোন অংশ মাপিয়া "өзі অসম্ভব হইলে, 
А হইতে সুবিধামত অপর যে কোন দিকে АВ-а ñ 
Tl লওয়া যাক। 

А6 М 

4 বিন্দুতে P এর উন্নতি কোণ পূর্বের ন্যায় < 578 
এবং PAB ও" РВА কোণ দুইটি নির্ণয় করিলে aN $ 
ধরা যাক £ PAB=0 এবং 2 РВА=ф | 

চিত্র হইতে АРВ fases, — ба 19.9 

৫০৪২ н) ss ORF তি না, 

sing sin АРВ вір{1809—(0+ Ф) sin (0+4) 

asin ¢ 


ETT) еа sin ¢ cosec (0 + %) 

1 h=PM= AP sin x= a sin < sin é ০০৪০০ (0+ 4) 

এবং d= AM = AP cos қ-а сов < sin ¢ 0989০ (0 + $) 

аў! পূর্ববর্তী নিয়মে h ও ৫ 644 করা যাইবে? 

123. দুইটি দৃশ্যমান দুর্গম বস্তুর দুরত্ব নির্ণয় š 

মনে করা যাক, Рв Q দুইটি দুর্গম 
44 যাহাদের মধ্যবর্তা দূরত্ব নির্ণয় করিতে 
হইলে পর্যবেক্ষণের পক্ষে স্থবিধা বলিয়া দুইটি 
অবস্থান 4 ও B লওয়| যাক এবং মাপিয়া 
উহাদের দূরত্ব মনে করা যাক ৫ হইল। A 
বিন্দুতে উৎপন্ন তিনটি কোণ PAQ, PAB 
এবং QAB এর মান Ёё করা হইল ба 123 
এবং মনে করা যাক উহাদের পরিমাপ যথাক্রমে 0, < এবং হইল। আবার В বিন্দুতে 
উৎপন্ন АВР এবং ABQ стат পরিমাণ মনে করা যাক যথাক্রমে y 60 
হইল। 

এখন ДАРВ হইতে, 


AP шо BB ১০২ ৭০৪৫ 

sin y sin АРВ sin (180 - (<+) 
এ EY 
ain 47)” © ০০৪৪০ (< +y) 

АР = а sin у совес (< +y) 
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чэн" AAQB হইতে 49, “OB a e G Tas 
হর ташы совес (8 + 6) 
40 -а sin à ০০৪৪০ (8 + д) 
এক্ষণে, PAQ ত্রিভুজ হইতে, 
PQ°=PA2 + QA? — 29PA.QA.cos 0 
PQ= УРАЗ%04%-2Р4.04.<ов 0 

এক্ষণে, ডানপক্ষে РА ও QA এর মান বসাইলে PQ এর মান নির্ণীত হইবে। 

Bataa 1. এক ব্যক্তি কোন নির্দিষ্ট দিকের সহিত 0, কোণ নতি-বিশিষ্ট 
দিকে 1 মাইল হাটিয়া পুনরায় উহার সহিত 0, নতি-বিশিষ্ট দিকে 1 মাইল হাটিল। 
রওন। হওয়ার স্থল হইতে তাহার শেষ অবস্থানের দূরত্ব (final distance) এবং শেষ 
অবস্থানের নতি (final bearing) নির্ণয় কর | [ G. U. 19501 

মনে করা যাক লোকটি ОХ নির্দিষ্ট 
দিকের সহিত 0, কোণ করিয়া 0 হইতে A 
পর্যন্ত 1 মাইল গেল। আবার ОХ <q 
সমান্তরাল AE রেখার সহিত 0, কোণ 
করিয়া А হইতে В পর্যন্ত 1 মাইল গেল। 
তাহা হইলে OA=AB=1 মাইল। 


АС ও BD সরলরেখাঘয় ОХ এর উপর চিত্র 124 
эч টানা হইল। লোকটির শেষ অবস্থান। qoa OB ও LBOD নির্ণয় 
করিতে হইবে। 


ЛАВЕ হইতে, ВЕ- АВ sin 0, =sin 6, 
এবং АЕ-АВ сов 0,-сов 0, 
আবার, A400 হইতে, АС-ОА sin 0, =sin 0, 
এবং 00= 04 сов 0, =соз 0, 
পুনরায় ДВОР হইতে 0B? = 0D2 + BD? : 
=(00 + CD)? +(ВЕ+ ED)? 
= (сов 0, + cos 0,)? + (sin 0, + віп 0,)2 
=2+(сов 0, сов 0, + sin 0, sin 62) 
=2+2 cos (0, - 0,) 
=4 сов? 1(0, — 0,) 
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OB=2 cos লি 
BD віп 0, +sin 0, 
OD сов0, + cos 0, 

9 віп 3(0, + 92) cos 30, — 0,) 
79 cos 8095 +02) соз (0. -0,) 
=tan 1(0, + 0.) ы 
1В00-%0,%0.) 
farta দূরত্ব =2 соз 1(0, —0,) মাইল 
এবং নির্ণেয় নতি = 2(0, + 92). 


উদাহরণ 2. একটি উড়োজ্জাহাজ সোজা অনুভূমিক রাস্তার উপর দিয়! যাইবার 
সময় কোন একটি অবস্থানে উহার বিপরীত 4144 পর পর দুইটি মাইল ফলকের 
অবনতি কোণ < ও দেখা গেল। দেখাও যে রাস্তা হইতে উড়োজাহাজের 


tan <. tan f 
উচ্চতা бап алыр ты [G. U. 1952 1 


মনে করা যাক, P উড়োজাহাজের অবস্থান এবং উহার বিপরীত পার্শ্বে অবস্থিত 
A, B পর পর দুইটি মাইল ফলক, অর্থাৎ AB=1 মাইল। РМ উড়োজাহাজের 
উচ্চতা | | 


ГРАМ = <, L РВМ = 8. 


бап ВОр= 


P 
চস 
А РАМ হইতে, РЫ. а А ае" 


AM = РМ cot < 
HW PE 
এবং АРВМ হইতে. pyr=tan 8 Á M В 
BM = PM сор চিত্র 12.5 
АМ%ВМ-АВ-14%ң 


РМ ০০৮ <+ PM cot B=1 


3 1 ы 1 
аг: «+со 8 1 ча 


tan В 


= tan ৭০ 60019 
tan < + tan 8” 
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উদাহরণ 3. একটি টাওয়ারের দক্ষিণে অবস্থিত 4 (4425 উহার উন্নতিকোণ 
80° এবং А হইতে পশ্চিমে “а” দূরত্বে অবস্থিত B বিন্দুতে উহার উন্নতিকোণ 18” 
দেখাও যে টাওয়ারের উচ্চতা [ C. 0, 1959] 


ডোর ও 
у4-2у5 
মনে করা যাক PN টাওয়ার ; N বিন্দুর ঠিক দক্ষিণে A বিন্দুতে L PAN = 30° 
এবং 4 বিন্দুর ঠিক পশ্চিমে а পরিমিত দূরত্বে অবস্থিত В বিন্দুতে LPBN=18° 
টাওয়ারের উচ্চতা PN নির্ণয় করিতে হইবে | 
সর্তান্ছসারে, LPNA এবং £ PNB প্রত্যেকে সমকোণ। 


EN lan s= 1. 2 АМ-//ӘРМ 


আবার, টি 18° = —— 
У5-1 4 
-“4 * 0 уб 
246-і 
У10-2,/5 
0+2 y5 
BN= 471 PN 


এক্ষণে BAN fagra 4 সমকে:ণ 
BN? - А№ = АВ? 


10+9,/5 
(272-8). Ра 

বা, ын PN?=a? বা, E. PN? =a? 
урут РМа т. рғ - АУЫН 


224% у5-1( o аа 
ы 67/5ҒІ) BT) 


৮. PN -— 

অর্থাৎ নির্ণের উচ্চতা বট 
9415444. fT তলে কোন বিন্দু হইতে একটি পাঁহাড় চুড়ার উন্নতি 
45° দেখা গেল এবং এ তলের সহিত 15° কোণে নত চড়াই পথে рута দিকে 600 


728 ত্ৰিকোণমিতি 


গজ উঠিয়া 3 বিন্দু হইতে рун উন্নতি 75 
দেখা গেল । পাহাড়ের উচ্চতা নির্ণয় কর 1 

মনে করা যাক, PN পাহাড়, AN 
অমুভূমিক রেখা, А বিন্দুতে Р এর উন্নতি 
LPAN=45°, AN এর সহিত 15° 
কোণে নত চড়াই পথ АВ এর দৈর্ধ্য 500 ` 
গজ। В বিন্দুতে P aq উন্নতি / PBM 
-/.РЕМ-15% 

L APR =15 – 45°=80°, 


L АВР= 180° – 2 PAB- / APR 
= 180° — 80° — 80° =120° 


: айс! 
এখন, РМ=РА sin 45 নু ৪74 


PA ШАР”. 
АРАВ হইতে in 1905 sin 120° sın 30° 


sin 120° _ ув 
РА- АВ =н 


নির্ণের উচ্চতা PN = এ 12 ча 109 я 
= 250/6 গজ। 
উদাহরণ 5. কোন দণ্ডের পাদদেশের সহিত সমভূমিতে অবস্থিত কোন বিন্দুতে 
Ф দণ্ডের উপরের অর্ধাংশ যে সম্মুখ কোণ করে তাহার tangent হয় š ; à বিন্দুতে 


x2=500 /8 গজ 


সমগ্র দণ্ডের 444 কোণের tangent নির্ণয় wq | [ B. Н. U, 1949] 
মনে করা যাক, AB দণ্ডের দৈর্ঘ্য 2a এবং A 


0 উহার মধ্যবিন্দু ৷ % 
4 মনে কর দণ্ডের পাদদেশের সহিত একই C 
ভূমিতে অবস্থিত D বিন্দুতে £4D0=4« এবং 
£800-8 এবং BD=b; তাহা হইলে АЙ 
tan (4 + p) এর মান নির্ণয় করিতে হইবে। E 


ava 87758 бщ 12.8 


tan 87 এবং tan (4+ 0) = 96: 
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+. tan (<+0)=2 бап £. 
tan < + tan 8 


বাঃ 1-сап« tang 


=2 tang. 


k + tan в 
বা, লে АЙЫ ар”? tang. 


1+3 tang 
8 - tan 
4, 6 tan 8-2 tan? 8=1+3tan р 
বা, এ tan? 68-8 tan g 31-0 
^ (2 tan 8-1) tan g-1)=0 
. бап В= 411 
7. 2 р в=1 বা 2. 
অর্থাৎ tan(<+0)=1l বা 2. 
9841544 6. 18 ফুট দীর্ঘ একটি খুঁটির অগ্রভাগ হইতে একটি মন্দিরের চুড়ার 
в তলদেশের উন্নতি কোণ ও AS কোণ যথাক্ৰমে 52741 ও 27207; মন্দিরের 
উচ্চতা ও খুঁটি হইতে উহার 4:4 0444 কর। P 
দেওয়া আছে, tan 52°40 =1:31110 এবং tan 


বা, =2 tang 


h š ৬ 
27255 518781 к 8 
যনে করা যাক, PN মন্দির এবং উহার উচ্চতা Br 
h ফুট । AB খুটি এবং PN মন্দির হইতে উহার в 
দূরত্ব ৫ ফুট। 
В হইতে ВСІРМ টানিলাম, তাহা হইলে А N 
BO = d এবং CN=18 ফুট |! চিত্র, 12'9 ' 
sin PO z18 
tan 52 40 = аа 
22-18 
(ап 52407 
এবং tan ra= СЫ. B 
М 18 
йе tan 977257 
h—18 18 


tan 524407 tan 2795 


H. 8, Trig.—9 
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tan 62°40 _ jg 131110 
tan 27220 * 51878 
= 45 49 (প্রায়) 


fafi উচ্চতা ॥= (4১:49 +18)=68:49 ফুট (প্রায়) 


r. 15 = Sn n 
এবং নির্ণের দূরত্ব ৫ 7057751878. SŠ 


=34 70 ফুট (প্রা 
Batt 7. কোন gera 400 ফুট উর্ধ্বে অবস্থিত একটি বিন্দু হইতে এক 
উড়োজাহাজের উন্নতিকোণ 45° এবং হৃদের জলে উহার প্রতিবিশ্বের অবনতি কোণ 
75"; হুদ হইতে উড়োজাহাজের উচ্চতা নির্ণয় কর। ধরিয়া লও যে উড়োজাহাজ 


জলতলের যতট। উপরে, প্রতিবিশ্ব 981914 এ তলের ততটা নীচে আছে | 
[B.H.U. 1949] 


মনে কর, Р উড়োজাহাজ এবং Р“ উহার প্রতিবিদ্ব। ВО জলতল এবং 
পর্যবেক্ষণ (44 4 জলতল হইতে 200 ফুট 80647, অর্থাৎ 4B=200 ফুট | 
হইতে Bacal PP এর উপর АМ লঙ্ব। А বিন্দুতে Р এর উন্নতি কোণ 
РАМ-45 এবং P এক অবনতি কোণ PAN =75° ; sé হইতে PO = P'O 
এবং 477 200 ফুট = CN | CP উচ্চতা নিৰ্ণয় FETS হইবে | 
AAPN হইতে, PN = AN tan 45° 
AAP হইতে, PN = AN tan 75° 


PN _ AN tan 45° _ tan 45° 
РМ AN tan 15° tan 75° 


PN +P N_ tan 45° + tan 15° 
PN PN tan 15°-ап 45° 


PN+ PN =PP=2PC 

РМ-РМ-СР%СМ-(СР-СМ) 
“СР%СМ-СР»СМ-9СМ 
2PC sin 45° сов 75° + віп 75° сов 45” 


SUN” sin 72° сов 46° — віп 40” сов 72° 


PO 5810 (45° + 75° ) „зїп 120“ 
cN “sin 0০০০ 455 sin 80° 


РО _ 9১. 28 


h-18=18x 


СУ” 


` 


À উচ্চতা ও দূরত্ব j 181 
РС- /8.CN= /3 АВ— 200 /8% 
= 200 x 1'782 ফু; = 846°4 ফুট 
2 По উচ্চতা = 840'4 ফুট | 

উদ্দাহরণ 8. কোন fafi বিন্দু হইতে একই чуу রেখায় একটি পাখী: 
সমবেগে উড়িতেছে এবং একই সময় অন্তর পর পর চারিৰার উহার উন্নতি কোণ 
যথাক্রমে <; B, y ও ঠ হইল । প্রমাণ কর যে, 

cot < — cot? 6= 8 cot? В — cot? y) [F.D.C.A.T. 1966] 

মনে করা যাক, О নির্দিষ্ট বিন্দু এবং সমবেগে BOAT পাখীর একই সময় www 
পর পর চারিটি অবস্থান যথাক্রমে 4, В, С, D হইল | 

A, B, C, D বিন্দুগুলি হইতে অনুভূমিক রেখা OX এর উপর যথাক্রমে Aa, 
Bb, Ce, Dd লম্ব টানা হইল । তাহা হইলে সৰ্তানুযায়ী, 


চিত্র 19.11 
£40৫-০০০/.7309-18, L COc= y, L'DOd = ó 
এবং ab=be=cd Гг AB=BC=CD] 


এবং Aa = Bb = Ce = Dd= (ধরা যাক ) 
এক্ষণে, Оа = h cot 4, Ob = À cot 8 
Oc= h cot y, Od = h cot 6 
h (cot В – соб «)--а% 
À (cot %--০০৮ 8)=be 
এবং А (cot 5 - cot %) ed. 
cot В -cot <=cot y- cot В = cot š — cot y 
(: аӛ-іӛс-са) 
cot «=2 cot 8- cot y, cot ë = 2 cot у-соб В 
7. cot? < – cot? д-(2со62-соб у)? — (2 cot у-боб 8)? 
=4 cot? B+ cot? у =4 cot? у соё? В 
= Boot? 8- cot? y) 
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উদ্দাহরণ 9. r ফুট ব্যাসার্ধ-বিশিষ্ট একটি গোলাকার বেলুনের কেন্দ্রের 
উন্নতি কোণ যখন В, তখন сааб দর্শকের চক্ষুতে < 
কোণ উৎপন্ন করে। বেলুনের কেন্দ্রের উচ্চতা নির্ণর কর। ও 
মনে কর, АХ অমুভূমিক пй! О বেলুনের саң ыз 
এবং ইহার উচ্চতা ON = h ও А দর্শকের অবস্থান | w Z 
40 «т. АХ এর সমতলে বেলুনটির AP ও 40 5 
দুইটি পাকি, pA 
তাহা হইলে, L PAQ =< এবং 40479. А N MX 
ıı AX aq উপর. ON ও PM ач টানিলাম এবং ON চিত্র 12.12 
এর উপর PR mç টানিলাম। ON, АР ж S বিন্দুতে ছেদ করে। 
এক্ষণে, 1 РАО- +1 PAQ =1< 
যেহেতু POS সমকোণী fags at: PRLOS 
£ POR = L RPS =ч#[#ч L PAM=8-1< 
কেন্দ্রের উচ্চতা ON = OR + RN = OR + PM 
Ў ২৯০০০০৪7202 + AP sin РАМ 
=r cos (8 —1<)+ ОР cot O4P sin (8-і«) 
=1 008 (8 -3<) tr cot $4 sin (8 - ік) 


TER [sind < cos (8 -1< )+oos 14 


віп (৪-3*) 


nf sin (34+ 8-4) 
sin < 


= sin 8 
sin y < 


etatai 12 


1, যে দিকের নতি МББ সেই দিকে এক ব্যক্তি প্রথমে 10 কিলোমিটার 
এবং. তৎপর Q অবস্থান হইতে 18১ নিতে আরও 10 কিলোমিটার গেল | 
বাত্রাস্থান হইতে লোকটির শেষ অবস্থানের (74 এবং তাহার শেষ নতি б কর | 
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2. একটি টাওয়ারের পাদদেশের সহিত একই অন্ুভূমিক রেখায় অবস্থিত দুইটি 
বিন্দু হইতে টাওয়ারের অগ্রভাগের উন্নতিকোণ যথাক্রমে 0 ও ¢ দেখা গেল। যদি 
টাওয়ারের উচ্চত! Л হয়, তবে পর্যবেক্ষণ বিন্দু দুইটির মধ্যে দূরত্ব কত? 

[ G. U. 194] 


3. А বিন্দুর ঠিক উত্তরে অবস্থিত একটি টাওয়ারের উন্নতিকোণ < এবং 4 
বিন্দুর ঠিক পশ্চিম দিকে অবস্থিত B বিন্দুতে উন্নতিকোণ B, দেখাও যে টাওয়ারের 
উচ্চতা 

АВ sin < вір б 
у Vsin*« вш: 8 ` 

4. দুইটি беч খুঁটির মধ্যে দূরত্ব 120 ফুট এবং উহাদের একটির উচ্চতা! 
অপরটির өңі উহাদের ভুমি বিন্দু সংযোজক রেখার মধ্যস্থল হইতে উহাদের 
অগ্রভাগের উন্নতিকোণ দুইটি পরস্পর 9441 খুঁটি দুইটির উচ্চতা নির্ণয় কর। 


5. একই уру তলে অবস্থিত দুইটি টাওয়ারের মধ্যে দূরত্ব 120 ফুট | 
পর পর উহাদের দুইটি পাদবিদ্দু হইতে এক ব্যক্তি দেখিল যে একটির উন্নতিকোণ 
অপরটির উন্নতিকোণের দ্বিগুণ । কিন্তু উহাদের মধ্যস্থল হইতে দেখিলে উন্নতিকোণ 
দুইটি পরস্পর পুরককোণ। প্রমাণ কর যে উহাদের উচ্চতা যথাক্রমে 90 ফুট ও 
40 ফুট | қ ОРДО. 1939 Бар. 1 

6. কোন সোজা রাস্তার উপর দিয়া Careia অবস্থিত একটি উড়োজাহাজ 
হইতে Q রাস্তার উপর পর পর দুইটি মাইল পোষ্টের অবনতি কোণ 45° ও 80° দেখা 
গেল। রাস্তা হইতে উড়োজাহাজের উচ্চতা কত? Г 0.17. 194] ] 


7. এক 4/6 একটি পাহাড়ের চূড়া হইতে একটি 0141 80° অবনতি কোণে 
দেখিতে পাইল | উহা! তাহার ঠিক fas বরাবর তীরের দিকে আসিতেহিল। তিন 
মিনিট পরে নৌকাটির অবনতি 60° দেখ! গেল। নৌকা সমবেগে চলিতে থাকিলে, 
উহা আর কত সময়ে তীরে পৌছিবে? ГН, 8. 1964 1 


8. একটি ব্যোমযান ABO অন্ভূমিক সরলরেখা হইয়া আকাশপথে চলিতেহে। 
একই шт সমতলে দণ্ডায়মান একজন দর্শক 4, В, 0 বিন্দু তিনটির উন্নতিকোণ 
যথাক্রমে <, 8,7 দেখিল। যদি B বিন্দু 40 এর ws fas হয়, দেখাও যে, 


2 cot p = cot < + cob y. 
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9. অঙ্গভুমকতলে দণ্ডায়মান 106 ফুট উচ্চ একটি স্তম্ভ à তলে 58 ফুট দীর্ঘ 
ছায়া নিক্ষেপ করে, সুর্যের উন্নতি কোণ নির্ণর কর। দেওয়া আছে, 
log 2--"80108С0 
L tan 68° 26^10:3009994 
1744 অন্তর -:0008159, 
10. 12 ফুট উচ্চ কোন স্তম্ভের উপর স্থাপিত একটি প্রতিমুত্তি শুস্তের পাদদেশ 
হইতে 16 ফুট দূর tan 3 কোণ উৎপন্ন করে। প্রতিষূর্তির দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 
11. 6 ফুট উচ্চ একটি aer উপর 10 ফুট উচ্চ একটি মুর্তি আছে। স্তম্ভের 
পাদদেশের সহিত একই «таж রেখাস্থিত একটি বিন্দুতে স্তম্ভ ও 305 সমান কোণ 
উৎপন্ন করে। স্তম্ভের পাদদেশ হইতে বিন্দুটির দূরত্ব নির্ণয় কর | 
12. 1599 উচ্চ একটি দণ্ডের অগ্রভাগে 5 ফুট দীর্ঘ একটি পতাকা আছে। 
পতাকার শীর্ষের সহিত সমন্তরে সমান উচ্চে অবস্থিত দর্শকের চক্ষুতে দণ্ড ও পতাকার 
44214 সমান হইলে পতাকার অগ্রভাগ হইতে দর্শকের দূরত্ব নির্ণয় কর। 
13. একটি খাড়া gA উহার পাদবিন্দুর সহিত একই তলে অবস্থিত Р বিন্দুতে 
সম্মুখকোণ < উৎপন্ন করে এবং P হইতে খাড়া h ফুট ere” Q বিন্দুতে দুর্গের 
পাদবিন্ুর অবনতি কোণ В; দুর্গের উচ্চতা নির্ণয় কর | ГН. 9. 19721 


14. ভূষি হইতে 15 মিটার উধের্ব অবস্থিত একটি Өч হইতে একটি খু'টির 
N ও тиа উন্নতি ও অবনতি কোণ чаак 17° 19. ও 8° 367; খুটির 
উচ্চতা এবং খুঁটি হইতে বিন্দুটির দূরত্ব নির্ণয় কর। দেওয়া আছে, 

tan 17° 19'=-81179, tan 8° 86'=15128 

15. 18 ফুট দীর্ঘ একটি (фа অগ্রভাগ হইতে একটি মন্দিরের psta ও তল” 
দেশের উন্নতিকোণ ও অবনতি কোণ যথাক্রমে 59° 41 ও 27° 25” মন্দিরের উচ্চতা 
ও খুটি হইতে উহার দূরত্ব й wq | দেওয়া আছে, 

tan 52° 40/-181110, tan 27° 95/— 1878, 

16. жтт তলে কোন বিন্দু হইতে একটি পাহাড় চূড়ার উন্নতিকোণ 45° 
দেখা গেল এবং এ তলের সহিত 30 কোণে নত চড়াই পথে চূড়ার দিকে 2 মাইল 
উঠিয়া এ বিন্দু হইতে psta উন্নতি 60° দেখা গেল। পাহাড়ের উচ্চতা Аб কর। 

[ E. D. G. A. T. 1962 ] 
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17. 2৫ (40 বিশিষ্ট একটি rge রেখার প্রত্যেক প্রান্তে একটি পাহাড়ের 
শীর্ষের কৌণিক উন্নতি 0 এবং এবং রেখাটির মধ্যবিন্দুতে কৌণিক উন্নতি ó প্রমাণ 
а sin 0 sin ф 
Уш + g)sin(g—0) 
[ U. P. B. 1955 ; Н. 5. 1969 ] 
18. 59%Ң4 তলে wags ABCD একটি আয়তাকার মাঠ এবং উহার 
wg কোন বিন্দুতে PM একটি Waw খুটি A, B, 0, D কৌণিক বিন্ুগুলিতে 
Р {үа উন্নতি কোণ যথাক্রমে <, р, y, 6 হইলে, প্রমাণ কর, 


কর যে শীর্ষের Way উচ্চতা 


cot2< — cot? 8 = cût ê - 0082. 


19. নদীতীরে দণ্ডায়মান এক ব্যক্তির, নিকট অপর তীরে এবং ঠিক বিপরীত 
দিকে অবস্থিত একটি দুর্গের শীর্ষের উন্নতি GO 4) হইল। Q ব্যক্তি 60 ফুট পশ্চাত 
বরাবর পিছাইয়া গেলে শীর্ষের উন্নতি কোণ 80° হয়। এ দুর্গের উচ্চতা ও নদীর 
প্রসার fA কর। ГН. S. 1970] 


20. একটি অট্টালিকার 2654 4 হইতে একই NEF সমতলে দণ্ডায়মান 
h উচ্চতাবিশিষ্ট আলোকন্তভ ВО এর Дайр B এবং পাদবিন্দু 0-এর কৌ'ণক 
অবনতি বথাক্রযে < এবং В 


অটলিকার উচ্চতা বাহির কর এবং দেখাও যে, 
2. À cos В 
TTT [ H. 8. 1971] 
21. একটি পর্বতের উপর অবস্থিত একজন পর্যবেক্ষকের চক্ষুতে FERT তলে 
অবস্থিত তিনটি টাওয়ার সমান কোণ উৎপন্ন করে; কিন্তু উহাদের পাদদেশের অবনতি 
কোণ যথাক্রমে <, ৪ ও у হয়। টাওয়ার তিনটির উচ্চতা যথাক্রমে а, b, с হইলে, 
প্রমাণ কর 

81009?) , sin(y _ <) sin(x - £) _ 0 

asing — sing  csiny =" 
ГЕ. D. С. A. Т. 1966] 


22. কোন হ্রদের 40 ফুট উধ্বে” অবস্থিত একটি বিন্দু হইতে একখণ্ মেঘের 
উন্নতি কোণ 80° এবং жоя জলে উহার প্রতিবিস্বের অবনতি কোণ 45°, হৃদ 
হইতে মেঘখণ্ডের উচ্চতা (844 কর | [ E. D C. A. Т. 1965 ] 
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উত্তরমাল। 
10 /3 কি.মি. 65° 2. hsin (¢ — 6/віп ¢ sin 0. 
60/32 ফুট ; 80/й$ 6. 1:87 মাইল (প্ৰায়); "87 মাইল (প্রাঃ) 
ц ба 9. 68° 26’ 5'8” 10. 20 ফুট 
12 ফুট 12. 10 /9 ফুট 13. 7০০6 В tan < 
459 BI ; 992 মিটার 15. 45'49 ফুট (প্রা); 847 ফুট (প্রাঃ) 
уЗ+1 মাইল 19. 80 /3 ফুট ; 80 ফুট 
উচচতা=h cos < sin p/sin (8 — <) 22. 149'2 ফুট | 


বৈশ্লেষিক জ্যামিতি 


( Analytical Geometry ) 


প্রথম অধ্যায় 
স্থানাঙ্ক (Co-ordinates ) 


কোন সমতলে কেহ যদি নিদিষ্ট নিয়ম অনুযায়ী চলিতে থাকে, তাহা হইলে 
তাহার পরিক্রমণপথকে জঞ্চার পথ (Locus ) 771 এই সঞ্চারপথ হইল একটি 
জ্যামিতিক চিত্র। পরিক্রমণকারীর সঞ্চারপথ নির্ণয় বৈশ্লেষিক জ্যামিতির (Analytical 
Geometry ) অন্যতম উদ্দেশ্য ।  সঞ্চারপথ বা জ্যামিতিক চিত্রের বিভিন্ন ধর্মের 
অগ্থসন্ধান এবং বিশ্লেষণও ইহার আলোচ্য বিষয় । এই সকল সমস্তা আলোচনার 
ক্ষেত্রে বীজগণিতের ব্যবহার অপরিহার্য। দুইটি চলরাশিযুক্ত একঘাত অথবা fars 
সমীকরণের সমাধান প্রণালী এবং এই সমাধানের জ্যামিতিক অর্থ বুঝিতে হইবে। 
বীজগণিতীয় অপনয়ন পদ্ধতিও প্রয়োগ করিতে হইবে । মোটকথ! বীজগণিতীয় 
্রক্রিয়াসমূহের সহায়তায় বৈশ্লেষিক জ্যামিতির та ও তহ্সমূহের প্রতিষ্ঠা করিতে 
হইবে! 

জ্যামিতির এই স্বতন্ত্র ধারার প্রবর্তক ছিলেন বিখ্যাত ফরাসীদেশীয় গণিতবিদ 
Rene Descartes ( 1596--1650 ) | 

L অবস্থান £ কেহ যদি সর্বদা ‘নাক বরাবর” চলিব বলিয়া ভ্রমণে বাহির হয়, 
তাহ। হইলে তাহার সঞ্চারপথ হইবে একটি সরলরেখা । কোন সমতলে কেহ যদি 
সমতলস্থ একটি স্থির অবস্থান হইতে সর্ধদা সমান দূরত্বে থাকিয়! ভ্রমণ করিতে থাকে, 
তাহ! হইলে সে একটি বৃত্তাকার পথ স্থষ্টি করিবে | এক্ষেত্রে ভ্রমণকারীকে একটি স্থির 
অবস্থান হইতে эб সমান দূরত্ব বজায় রাখিতে হইবে । ইহাই হইবে পরিভ্রমণের 
নিদিষ্ট т | 

তাহ! হইলে দেখা যাইতেছে যে সঞ্চারপথ নির্ণয়ের পূর্বে ভ্রমণকারীর অবস্থান 
জানিয়। নেওয়া প্রয়োজন | ব্ল্যাকবোর্ডের উপর চক্‌ দিয়া যে কোন একটি FRR আকা 
হইল। এখন এই ফুট্‌কির অবস্থান কিভাবে নির্ণয় করিবে? ফুটবল খেলার মাঠে 
কোন একজন বিশেষ খেলোয়াড়ের তাৎক্ষণিক অবস্থান কিভাবে নির্ণয় করিবে? 

সাধারণত দূরত্বের সাহায্যে আমর! অবস্থান. নির্ণয় করি। একই সরলরেখায় 

Н. 5. Geom.—1 
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অবস্থিত টেলিগ্রাফ পোষ্টগুলির অবস্থান কিরূপে নির্ধারণ করিবে? পর্যবেক্ষণকারী যদি 
ওঁ সরলরেখাতেই স্থির দাড়াইয়া থাকে, তাহা হইলে ওঁ স্থির অবস্থান হইতে পোষ্টগুলির 
দূরত্বই উহাদের অবস্থান Васа fs করিবে শু দূরত্বই নয়, পর্য-বক্ষণকারীর 
কোন্‌ দিকে উহার! অবস্থিত তাহাও জানা চাই। এক কথায় একটি পোষ্টের 
অবস্থান জানিতে হইলে একটি দিকচিহ্যুক্ত দূরত্ব বা রেখাংশ জানা প্রয়োজন | 

মাঠের মধ্যে অবস্থিত ফুটবলটির অবস্থাও অনুরূপ দূরত্বের সাহায্যেই নির্ণয় করিতে 
হইবে। মাঠের একটি ধার AB হইতে ফুটবলটির দূরত্ব ! নির্ণয় করিলেই ফুটবলটির 
অবস্থান জানা যাইবে না। কারণ Q একই 
ধার হইতে একই দিকে | দূরত্বে অবস্থিত 
অসংখ্য অবস্থান Pas Ps, Paet Pu othon 
যাইবে 1 অতএব ফুটবলের অবস্থানটিকে নিদিষ্ট 

চিত্র 1 করিয়া বলিতে হইলে মাঠের আর একটি sm 

ধার AC হইতে ফুটবলটির দূরত্ব 1“ জানিয়া লইতে হইবে 1 এই দুরত্বটিও এই রেখার যে 
боя ফুটবল অবস্থিত সেই দিকেই লইতে হইবে | এই দুইটি দূরত্ব জান! থাকিলে 
ফুটবলটির অবস্থান নিরিষ্টরূপে জান। যাইবে । এই দূরত্ব ছুইটিকে বল! হইবে ফুটবলটির 
স্থানাঙ্ক । এক্ষেত্রে এই স্থানাঙ্ক দুইটি ধারগুলির অবস্থানের উপর নির্ভরশীল। এই 
ধারগুলিকে বলা হয় লম্ব NFRA | 

1. কার্টেসীয় স্থানাঙ্ক (Cartesian co-ordinates): পরস্পর লম্ব দুইটি 
সরলরেখা AA এবং BB লওয়া হইল। মনে করা যাক ইহারা О বিন্দুতে 
পরস্পরকে ছেদ করিল। তাহা! হইলে 404 г 
এবং BOB একই সমতলে অবস্থিত হইল | ا‎ 
О বিন্দুটিকে বলে মূলবিন্দু (Origin ) | 
АА এবং BB রেখা দুইটিকে অক্ষরেখ। 
(axis) বলা হয়। এই অক্ষরেখা দুইটি 
সমতলটিকে মোট চারিভাগে ভাগ করিয়াছে | 
এই ভাগগুলিকে পাদ (Quadrant) বলা চিত্র 2 
হয়। এই পাদগুলি হইল £ প্রথম পাদ AOB, দ্বিতীয় পাদ ВОЛ”, তৃতীয় পাদ 
АОВ, চতুর্থ পাদ BOA. 

প্রথম পাদ АОВ এর উপর যে কোন বিন্দু P, "ет! হইল। АА এবং B রেখা 
দুইটি হইতে P, বিন্দুটির ল্বদূরত্ব যথাক্রমে LP, এবং МР, ЧЇ লওয়া হইল। 


স্থানাঙ্ক 3 
যনে করা যাক ইহাদের পরিমাণ হুইল যথাক্রমে x, একক ও уз একক। তাহা হইলে 
P, বিন্দুর স্থানাঙ্ক হইল ( x,,y, )। 

‘. MP,=0L=x, 
ІР; = ОМ=у, 

প্রথম স্থানাঙ্ক *,-কে ভুজ ( abscissa) এবং দ্বিতীয় স্থানাঙ্ক »,-কে কোটি 
( ordinate ) বলা হয় | 

এখন эгиш হইতে P, বিন্দুর সমান দূরত্বে অবস্থিত দ্বিতীয় পাদ 80:4-এ 
অবস্থিত P, বিন্দুটির স্থানাঙ্ক কি হইবে? লক্ষ্য করিয়া দেখ BB রেখা হইতে 
এই বিন্দুটির দূরত্ব %। | কিন্তু Р, বিন্দুটি BB রেখার যে পার্শ্বে অবস্থিত তাহার 
বিপরীত পার্শ্বে এই বিন্দুটি অবস্থিত । অতএব দূরত্ব সমান হইলেও এই বিপরীত 
দিকটিকে “—” (নেগেটিভ) চিহ্ন দ্বারা স্থচিত করিতে হইবে । অর্থাৎ P, বিন্দুটির প্রথম 
স্থানাঙ্ক_%*। আবার 44 রেখা হইতে P, বিন্দুটির দূরত্ব y, | কিন্তু 44 
রেখার যে পার্শ্বে P, অবস্থিত সেই পার্শ্বেই Р, বিন্দুটি অবস্থিত। অতএব P, বিন্দুটির 
দ্বিতীয় স্থানাঙ্ক Уз! অতএব P, বিন্দুটির স্থানাঙ্ক (-х,,у,)1 TIANA 
“СА এবং BB FT হইতে P, বিন্দুর সমান দূরত্বে অবস্থিত তৃতীয় পাদস্থ P, 
বিন্দুটির স্থানাঙ্ক হইবে ( —ху, -)5)1 কারণ এক্ষেত্রে AA রেখার যে পার্শ্বে P, 
বিন্দু অবস্থিত তাহার বিপরীত পার্শ্বে P, বিন্দুটি অবস্থিত হইবে । আবার B রেখার 
ঘেপার্খে P, বিন্দু অবস্থিত তাহার বিপরীত 9104 Р, বিন্দু অবস্থিত হইবে | অনুরূপ 
ভাবে চতুর্থ পাদ BOATS অবস্থিত AA এবং ВВ রেখাছয় হইতে P, এর সমান 
দূরত্বে অবস্থিত Р, বিন্দুটির স্থানাঙ্ক হইবে (ху, -у,)1 

কাজেই দেখা যাইতেছে যে প্রথম পাদে অবস্থিত যে কোন বিন্দুর উর স্থানাঙ্ক যদি 
ধনাত্মক ধরা হয় তাহা হইলে দ্বিতীয় পাদে অবস্থিত যে কোন বিন্দুর প্রথম স্থানাঙ্ক 
খণাত্মক এবং দ্বিতীয় স্থানাঙ্ক ধনাত্মক হইবে; তৃতীয় পাদে অবস্থিত যে কোন 
বিন্দুর প্রথম এবং দ্বিতীয় স্থানাঙ্ক উভয়ই খণাত্মক-হইবে ; চতুর্থ পাদে অবস্থিত 
сї কোন বিন্দুর প্রথম স্থানাঙ্ক ধনাত্মক এবং দ্বিতীয় স্থানাঙ্ক খণাত্মক হইবে। 

ЖА এবং BB অক্ষদ্বয়কে x ও y অক্ষ বলা হইবে | y অক্ষ হইতে কোন P 
বিন্দুর দূরত্বকে স্থানাঙ্ক এবং x অক্ষ হইতে বিন্দুটির দূরত্বকে y স্থানাঙ্ক বলা হইবে | 
অতএব Р বিন্দুর স্থানাঙ্ক Р(х, y) বা (x, y) | 

SFER OX, OY দির দুইটিকে ধনাত্মক এবং ОХ), ОУ দিক ছুইটিকে ধণাত্মক 
ধরা হইবে। 
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অতএব সমতলে অরস্থিত কোন বিন্দুর অবস্থান নিদিষ্টরূপে জানিতে হইলে উহার 
স্থানাঙ্কদ্ম অবশ্যই জানিতে হইবে। উপরে আলোচিত স্থানাঙ্কদ্মকেই ফরাসী 
গণিতজ্ঞ দেকার্তের নাম অনুসারে কার্টেসীয় স্থানাঙ্ক বল৷ হয়। ফরাসী গণিতজ্ঞ 
দেকার্তে প্রথম এই পদ্ধতি অনুযায়ী জ্যামিতির বিস্তারিত অনুশীলন করেন | 

2. ебе অক্ষ £ স্থানাঙ্ক নির্ণয়ের ক্ষেত্রে অক্ষদবয়কে পরস্পর аң হইতেই হইবে 
এমন কোন 4414121 মনে কর 44 এবং BB যে কোন দুইটি ছেদী সরলরেখা। 
ইহাদের ছেদ বিন্দু 0। তাহা হইলে Š সমতলস্থ যে কোন P বিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় 
করিতে হইবে । P হইতে BB এর সমান্তরাল করিয়া PL রেখাংশ টানা হইল এবং 
ЖА এর সমান্তরাল করিয়। PM রেখাংশ 
টানা হইল। L ও M যথাক্রমে 444 ও ВАВ 
রেখাদ্ধয়ের উপরে অবস্থিত। মনে কর МР- 
OL= x একক এবং LP=0M= у একক | 
তাহা হইলে P বিন্দুটির স্থানাঙ্ক হইল P 
(х, у)! এক্ষেত্রে АА এবং ВВ 
অক্ষদ্বরকে কার্টেসীয় তির্যক অক্ষ বলা হয়। 
লম্ব অক্ষের ক্ষেত্রে যেরূপে দিকচিন্ব নির্ধারিত হয় এক্ষেত্রেও অনুরূপ, প্রথাই অন্ুস্থত 
হইরে। 

এই গ্রন্থে আমরা কার্টেসীয় অক্ষ বলিতে 84 অক্ষই বুঝাইব। 

8. পোলার স্থানাঙ্ক (Polar Co-ordinates): স্থানাঙ্ক নির্ণয়ের অন্ত পদ্ধতিও 
আছে। এক্ষেত্রে একটি সমতলে একটি নির্দিষ্ট সরলরেখ! এবং উহার উপরিস্থ একটি 
নির্দিষ্ট বিন্দু লওয়া হইল। মনে কর 
নিদিষ্ট 44 সরলরেখার উপর 0 q р) 
একটি নির্দিষ্ট বিন্দু। তাহা হইলে а ү 
ЖА সরলরেখাটিকে বলা হয় প্রারম্ভ 
রেখা (Initial line) এবং 0 
বিনদুটিকে মুল বিন্দু বা পোল (Pole) চিত্র 4 (ক) 
নিলা হয়। এখন সমতলস্থ যে কোন P বিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় করিতে হইবে | O এবং 
£ যোগ কর। মনে কর OP=r একক. মনে কর ¿AOP=ƏO | তাহ! হইলে 


(৮ 9) হইল Р বিন্দুর স্থানাঙ্ক | একই (у, ө) বিশিষ্ট দ্বিতীয় কোন বিন্দু এই সমতলে 
পাওয়া যাইবে 41 | 


পা 
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স্থানাঙ্ক 4 5 
ОР রেখাংশটিকে afoma ভেক্টর বলা হয়। ОР-ғ এই রেখাংশটিকে 
সৰ্বদাই ধনাত্মক ধরা হইবে । Ө কোণটি ঘড়ির কাটার ঘূর্ণনৈর বিপরীত দিকে মাপিলে 
ধনাত্মক ধরা হইবে, ঘড়ির কাটার খূর্ণনের দিকে মাপিলে উহাকে খণাত্মক ধরিতে 
হইবে | 
ধনাত্মক ОР হইল ধনাত্মক Ө কোণের প্রান্তিক ( Terminal ) বাহু। ОР এর' 
বিপরীতদিকে অঙ্কিত রেডিয়াস ভেক্টরের চিহ্ন খণাত্মক ধর! হইবে | চিত্রে Р-О--Р” 
বলিয়া £ বিন্দুর স্থানাঙ্ক হইল (=, 9)। 


4. কার্টেসীয় এবং পোলার স্থানাঙ্কের সম্পর্ক : 

মনে কর OX এবং OY কার্টেসীয় অক্ষদ্বয় লওয়া 
হইল। О 54541 ОХ কে পোলার পদ্ধতির 
প্রারম্ভিক রেখা ধরা হইল | তাহা হইলে যে কোন P 
বিন্দুর কার্টেসীয় স্থানাঙ্ক (х,у) ধরা হইল। 
ওঁ একই বিন্দুর পোলার স্থানাঙ্ক লওয়া হইল 
(љө)1 ОР যোগ করা হইল! PLLOX 
টানা হইল। 


তাহা হইলে OL=x 
LP=y 

OP=r 

এবং 4 LOP=60. 


অতএব দেখা যাইতেছে, OL= OP cos Ө অর্থাৎ x=r cos 9......(1) 
এবং LP= ОР sin Ө অর্থাৎ y=r sin 9......(2) 
27. (1) এবং (2) হইতে পাই 


х*%+у?%=г* (০০529 51029) = г? 
е. те уху" (3) 
আবার tan = 
অতএব б-ша” 2 (4) 


অতএব (1) এবং (2) অথবা (3) এবং (4) কার্টেসীয় এবং পোলার স্থানাঙ্কের 
সম্পর্ক নির্ধারণ করিবে । Р বিন্দুর কার্টেসীয় স্থানাঙ্ক (х,у) জানা থাকিলে উহার 
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পোলার স্থানাঙ্ক পাওয়া, যাইবে (3), (4) হইতে। আবার (r, 0) পোলার স্থানাঙ্ক 
জানা থাকিলে এ বিন্দুর কার্টেসীয় স্থানাঙ্ক (1), (2) হইতে পাওয়া যাইৰে। 

П. অক্ষ পরিবর্তন : e: কোন একটি বিন্দুর অবস্থান নির্ধারিত অক্ষদ্বয়ের 
উপর নির্ভরশীল নয়। তবে বিন্দুটির স্থানাঙ্ক অক্ষদ্বয়ের অবস্থানের উপর নির্ভরশীল। 
একই সমতলে অক্ষ পরিবর্তন করিলে বিন্দুটির স্থানাঙ্ক অবশ্যই পরিবত্তিত হইবে যদিও 
উহার অবস্থান একই থাকিবে | 

1. অক্ষদ্বয়ের সমান্তরাল স্থানান্তর £ মনে কর ОХ এবং OY অক্ষ অনুসারে 
P বিন্দুটির স্থানাঙ্ক (х,у)! তাহা হইলে >s; OL= x, ОМ-у. 

এখন OX এবং OY এর সমান্তরাল করিয়। 
যথাক্রমে নতুন эрма O X° এবং ОУ” теті 

হইল। তাহা হইলে নতুন মূলবিন্দু হইল 0 

মনে কর, এই নতুন অক্ষয় অনুসারে পূর্বোক্ত 
Р বিন্দুর স্থানাঙ্ক হইল (х,у) স্পষ্টতঃ OL 
=x এবং OM =“ হইবে | মনে কর OX, OY 
অক্ষ অনুসারে 0 বিন্দুর স্থানাঙ্ক (<, 1). 

তাহা হইলে 0N= 4, МО”-ҙ. 

444 x=OL=ON+NL=ON+OL = a+ x 

এবং y=O0M=LP=LL+LP=NO'+LP=B+y' 

r সমান্তরাল স্থানান্তরের ফলে P (x, y) বিন্দুর নতুন স্থানাঙ্ক হইল-_ 

x= <+” x, у=8+у' 

এই тоша সাহায্যে একই P বিন্দুর (х, )) স্থানাঙ্ক জানা থাকিলে নতুন (х,у) 
স্থানাঙ্ক নির্ণয় করা যাইবে 1 আবার (х,у) স্থানাঙ্ক জানা থাকিলে (х,у) স্থানাঙ্ক 
জানা যাইবে। মূল বিন্দুকে কোথায় স্থানান্তরিত করা হইবে তাহা পূর্বেই নির্ধারিত 
থাকিবে। 

2. অক্ষদ্বয়ের ঘূর্ণন ( Rotation of axes); অপেক্ষাকৃত জটিল অক্ষ 
পরিবর্তনের বিষয়টি এখানে আলোচিত হইবে । এইবার মূলবিন্দুকে স্থির রাখিয়া 
ক্ষদয়কে চিত্রানুযায়ী 0 কোণ ঘুরাইয়া! দেওয়া হইল। তাহ! হইল পূর্বের ОХ, OY 
অক্ষয়ের নতুন অবস্থান হইল যথাক্রমে ОХ, OY | মনে কর পূর্ব অক্ষ অনুসারে 
P বিন্দুর স্থানাঙ্ক হইল (х, ))। নতুন অক্ষ অহসারে ইহার স্থানাঙ্ক হইল: 

(уі 


তাহ! হইলে ОБ=х 
LP=y YN Y к? 
এবং 012 x \ ÉN 
L'P= y' 


এখন স্থানাঙ্ক পরিবর্তনের TT বাহির 
করিতে হইবে। 


жфж; x=0L=0N-LN=0N-ML' 
= OL’ cos 0— PL! sin Ө 
= x с080-у sin fee (1) 
এবং y=LP= LM+ МР= NL'+ MP 
= OL! sin 0 + L'P cos 0 
тх sin 6--у” cos 0......(2) 
এই দুইটি সমীকরণ (1) এবং (2) হইতে TON পদ্ধতিতে x এবং) কে x 
এবং y এর সম্পর্ব হিসাবে প্রকাশ করা лїп! অথবা পূর্বোক্ত পদ্ধতিতে সরাসরি এই 
সম্পর্ক নির্ণয় করা যায়। অতএব যে কোন (x, y) জানা থাকিলে (৮, у) জান যাইবে। 
আবার (X, у) জান! থাকিলে (х, y) জানা যাইবে । উভয় ক্ষেত্রেই 9-এর মান পূর্ব 
নির্ধারিত থাকিবে। 


অনুশীলনী 1 
1. লেখচিত্রে (0,3), (0,0) এবং (3,0) বিন্দুগুলি সন্নিবেশ কর | এই বিন্দুগ্ুলিকে 
Зн ধরিয়া অঙ্কিত ত্রিভূজের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। [উঃ 9.1 


2. লেখচিত্রে (0,- 3), (3,0), (0,3), (= 3,0) বিন্দুগুলি সন্নিবেশ কর এবং 
প্রমাণ কর যে এই বিন্দুগুলি একটি বর্গ ক্ষেত্রের 84/44 | 

3. মৃলবিন্দু এবং (3,—6) বিন্দুর মধ্যবর্তী বিন্দুটির স্থানাঙ্ক লেখচিত্রের সাহায্যে 
নির্ধারণ কর। 

4. (0,2) এবং (O,— 2) বিন্দু দুইটির মধ্যবিন্দু কি হইবে 7 

5. чача স্থানাঙ্ক কি? 

6. মনে কর (x) একটি বিন্দুর স্থানাঙ্ক । যদি О<х< ! এবং О<у< 1 
হয়, তাহা হইলে (x, y) কোন বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক নির্দেশ করিবে? 
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7. ৯৯০ ছারা কোন বিন্দুগুলির অবস্থান প্রকাশ করা হইতেছে? 

8. 1<x<1 দ্বারা কোন বিন্দুগুলির অবস্থান প্রকাশ করা হইতেছে? 

9 44/44 এবং (6,0) чч মধ্যবিন্দুর স্থানাঙ্ক কি হইবে? 

10. মূলবিন্দু এবং (4,6) বিন্দুটির মধ্যবিন্দুর স্থানাঙ্ক কি হইবে? 

Й: ху=0 এই সমীকরণের জ্যামিতিক অর্থ কি হইবে? 

12. মূলবিন্দু হইতে (6,6) বিন্দুটির দূরত্ব কত? 

13. মূলবিন্দু হইতে (0,6) বিন্দুটির দূরত্ব কত? 

14. (-4,0) এবং (4,0) RTT দূরত্ব কত ? 

15. х>—1 এবং у>і এই দুই অসমীকরণের সাহায্যে কোন্‌ বিন্দুগুলির 
অবস্থান প্রকাশ করা হইয়াছে ? 

16. একটি বিন্দুর কার্টেসীয় স্থানাঙ্ক (2,3) | উহার পোলার স্থানাঙ্ক কত? 

17. একটি বিন্দুর কার্টেসীয় স্থানাঙ্ক (2,457) হইলে উহার পোলার স্থানাঙ্ক 
কত? 

18. একটি বিন্দুর পোলার স্থানাঙ্ক (360) | যুলবিন্দু হইতে উহার দূরত্ব 
কত? বিন্দুটির কার্টেসীয় স্থানাঙ্ক কত? 
19. একটি বিন্দুর কার্টেসীয় স্থানাঙ্ক (3,0) হইলে উহার পোলার স্থানাঙ্ক কত 
হইবে? 

20. মুলবিন্দুর পোলার স্থানাঙ্ক কত? 

2. (2, 60°) এবং — 3, 60°) {нү লেখচিত্রে সন্নিবেশিত কর। 


দ্বিতীয় অধ্যায় 
` প্রতিফলন, সরণ এবং ঘূর্ণনের কার্টেসীয় উপস্থাপনা 


( Cartesian representation of Reflection, Translation and 
Rotation ) 

І. প্রতিফলন (Reflection) : প্রতিফলনের ফলে কোন বিন্দু প্রতিফলন অক্ষের 
অপর পার্শ্বে উক্ত বিন্দুগামী লম্বের উপর সমান দূরত্বে উপনীত হয়। মনে কর OX অক্ষটি 
একটি প্রতিফলন অক্ষ । তাহা হইলে প্রথম পাদে 
অবস্থিত Рх, у) ба প্রতিবিস্ব হইবে 
Р(х,-у)1 আবার OY অক্ষের উপর P“ বিন্দুটির 
প্রতিফলন লইলে Р” аҹ পাওয়া যাইবে | এই 
বিন্দুটির স্থানাঙ্ক হইবে (=a, —y) г এখন OX їй 
অক্ষের উপর P” বিন্দুটির প্রতিফলন লওয়া হইল। ы Буға 
তাহা হইলে P” প্রতিবিষ্বটির স্থানাঙ্ক হইবে চিত্র 7 (ক) 

(= x, УІ এক্ষেত্ৰে স্পষ্টতঃই দেখা যাইবে যে OY অক্ষের উপর Р বিন্দুর প্রতিফলনের 
প্রতিবিস্বও এ একই P” (— x, ৮) বিন্দুর উপর পড়িবে | 

অতএব দুইটি পরস্পরচ্ছেদী লম্বরেখার উপর ক্রমান্বয়ে তিনবার প্রতিফলন লইলে 
প্রতিবিষ্ব একক প্রতিফলনের প্রতিবিম্বের উপর পড়িবে । এই ক্ষেত্রে ক্রমান্বয়ে চারিবার 
প্রতিফলন লইলে প্রতিবিশ্ব ৮ বিন্দুর উপরই ফিরিয়া আসিবে | 


কেন্দ্রীয় প্রতিফলন £ মনে কর মূলবিন্দু O এর উপর P(x, у) বিন্দুর প্রতিফলন 
-> ЕЗ -- — 
লইতে হইবে। ОР রেখাকে PO দিকে বর্ধিত করিয়া ОР-ОР কাটিয়া 461 


P এবং P” হইতে ОХ অক্ষের উপর PN এবং PN’ sm টান। তাহা হইলে 
ОРУ এবং OPN’ бузата 


ОР= ОР! 
+ ОМР= / ОМР/= 1 সমকোণ 
Z NOP= 4৮০৮৮ (বিপ্রতীপ কোণ ) | 
অতএব (ШЫ সর্বম। অতএব ОМ--ОМ” একং NP= - ГУ 
অতএব P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (—x,—y) 1 স্পষ্ট; ৮ বিন্দু OY এবং ОХ অক্ষদ্বয়ের 
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(অথবা ОХ এবং OY чтит) উপর ক্রমিক R প্রতিবিশ্ব 
Y হইবে। 

অতএব মূলবিন্দু ‘0’ এর উপর কোন 
Р বিন্দুর প্রতিফলন লইলে প্রতিবিষ্ব বিন্দুর 
স্থানাঙ্ক P বিন্দুর স্থানাস্কের বিপরীত Бете 
হইবে। 

| দৃষ্টান্ত? মনে কর ОХ অক্ষ হইতে! 
চিত্র 7 (4) একক দূরত্বে অবস্থিত একটি সমান্তরাল 
সরলরেখা АВ ае হইল। P(x, у) যে কোন একটি বিন্দু ' AB রেখার উপর Р 
বিন্দুর প্রতিফলন теті হইল। প্রতিবি্ব বিন্দুর স্থানাঙ্ক কি হইবে? 

মনে কর P বিন্দুর প্রতিবিষ্থ P” বিন্দুর স্থানাঙ্ক, (Ху)! PN ОХ টান | তাহা 
হইলে ОМ-х, NP=y এবং ММ-і. 


যার রা ү 204) 
йй АМ Па Gp 
আবার P'P=NP-—- NP” REY 
=ч, ШЫ МВ 
`. МР-ММ-РМ 
=ММ-} РФ? চিত্র 8 


অথবা, ر‎ 

ут2-у 

অতএব প্রতিবিষ্ব Р” বিন্দুর স্থানাঙ্ক হইল (x, 21— y). 

П. চজন ( Translation :) চলন হইল দ্বিপ্রতিফলন | একই সমতলে অবস্থিত 
নির্দিষ্ট দূরত্ব সম্পন্ন দুইটি সমান্তরাল সরলরেখার উপর একই দিকে কোন বিন্দু বা চিত্রের 
পরপর দুইবার প্রতিফলন ঘটিলে যে চূড়ান্ত প্রতিবিষ্ব পাওয়া যায় তাহাই চলন জনিত 
প্রতিবিশ্ব। এই প্রতিবিষ্বের অবস্থান নির্ণয় করিতে হইবে | 

মনে কর ABC ত্রিভুজের 4, Be C শীর্ষগুলির স্থানাঙ্ক যথাক্রমে А(х\у, Y1), 
Bixa, уз), 0১75) | এই বিন্দুগুলি প্ৰদত্ত বিন্দু। এখন OY অক্ষের উপর এই 
ত্রিভুজটির প্রতিফলন төлі হইল। 4° B” C হইল প্রতিবিদ্ব fava | এক্ষেত্রে A, B, C 
শীধগুলির প্রতিবিদ্ব যথাক্রমে А, В, C | 
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এই প্রতিবিষ্ব বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক হইল А(-х,,у.), B(- ха, уз), C(— xs, 
75) লক্ষ্য করিতে হইবে যে АВС ` ; 
এবং ABC базала দিকস্থিতি 
বিপরীতমুখী 1 প্রথমটির দিকস্থিতি ধনাত্মক 
(ঘড়ির কাটার ঘূর্ণনৈর বিপরীত দিক) এবং 
দ্বিতীয়টির দিকস্থিতি খণাত্মক (ঘড়ির 
কাটার ঘূর্ণনের দিক )। 

এইবার OY অক্ষের সমান্তরাল, OY অক্ষ হইতে 1 একক দৈর্ঘ্য দূরে অবস্থিত 
LM একটি রেখা ят হইল। LM রেখার উপর ABC ত্রিভূজটির প্রতিফলন 
чет হইল। абе হইল АВ С” (шуш! А”, В“, С“ হুইল, যথাক্রমে 
45 В, С শীর্ঘগুলির af | 

মনে কর A, B”, С” বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (х^, ул), (х,у) (Xas 
y) 44 এর хеб N Te | 


NA = _ x, “. A M=NM- NA =l-(-x,)=l+x, ` 
x, = NA“= NA+ A M+ МА“ 
-= NA+ 294M, ` АМ= MA“ 
= —x, + % I+ x,) 
=91+х, 
অনুরূপভাবে x, = 91 x, 
এবং xg =+ xa 


অতএব দেখা যাইতেছে যে, দ্বিপ্রতিফলনের ফলে 4 বিন্দুর চূড়ান্ত গ্রতিবিস্ব হইল 
471 A বিন্দুর ভুজ 2/4-% এবং কোটি y, | অনুরূপভাবে B” এবং ০ বিন্দুর 
স্থানাঙ্ক যথাক্রমে BOF xay) এবং ০214 %5১/৪)। অর্থাৎ প্রত্যেক ক্ষেত্রেই 
ভুজ 2/ দ্বারা বৃদ্ধি পাইয়াছে। 2! হইল প্রতিফলন অক্ষদ্বয়ের মধ্যবর্তী ব্যবধান 41 
দূরত্বের (8941 ইহাকেই চলনের পরিমাণ বলে। আবার ABC এবং ААВС” 
ত্রিভুজদ্বয়ের দিকস্থিতি একই 1 চলনের ক্ষেত্রে প্রতিবিদ্বের স্থানাঙ্ক চলন অক্ষদ্বয়ের 
অবস্থানের উপর নির্ভরশীল নয়, উহাদের মধ্যকার ব্যবধানের উপর নির্ভরশীল। একই 
1 দূরত্ব যুক্ত অসংখ্য সমান্তরাল অক্ষদ্বয় নির্ণয় করা যায়। উক্ত চলন OX অক্ষের খণাত্মুক 
দিকে প্রযুক্ত হইলে অনুরূপ ভাবে দেখান যাইবে ষে প্রতিবিষ্ব বিন্দুগুলির ভূজগুলি 
— 21 দ্বারা বৃদ্ধি পাইবে অর্থাৎ 27 দ্বারা হ্রাস পাইবে | 
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চলনের ক্ষেত্রে AA = NA“ МА-21--х,-х,-21- ба এবং চূড়ান্ত 
প্রতিবিদ্বের ব্যবধান । অতএব চিত্র ও চুড়ান্ত প্রতিবিষ্বের মধ্যবর্তী দূরত্ব 21 হইল 
চলনের পরিমাণ | 

TTT ও সমাধান 

1. 4012) 53,5) 055) 8% বিশিষ্ট fasaa উপর OY অক্ষ বরাবর 
খণাত্মক দিকে 6 একক চলন প্রয়োগ কর! হইল। баб প্রতিবিদ্বের স্থানাঙ্ক 
নির্ণয় কর। 

এক্ষেত্রে চলনের পরিমাণ = 6= 2,3 একক 521 

এবং চলনের দিক = OY অক্ষের দিক (atas দিক ) | 

অতএব А,В, С, বিন্দুগুলির কোটিগুলি 21-6 একক দ্বারা হ্রাস পাইবে এবং 
ভুজগুলি অপরিবতিত থাকিবে । অতএব 4, B, C বিন্দুগুলির নির্ণেয় স্থানাঙ্ক হইল 
(1,2-6), (3,5-6), (5,1-6) অর্থাৎ (1,— 4), (3,— 1), (5, — 5). 

2. মনে কর P(2,3) বিন্দুটির উপর OX অক্ষের ধনাত্মক দিকের সহিত 45° কোণে 


নত OL বরাবর 4 একক পরিমিত চলন প্রয়োগ 
করা হইল । afena বিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় 
কর। 

মনে কর OL রেখাটি ОХ অক্ষের ধনাত্মক 
দিকের সহিত 45° কোণ গঠন করে। OL 
বরাবর £/৮-4 একক রেখাংশ টান। 


о M N PMLOX, PNLOX এবং РКІ NL 
চিত্র 10 টান। 
তাহা হইলে MN= PR= PP’ cos 45-4, 2-2 /2 
ENE у 
এবং RP =4 sin 45 4-7223 
অতএব, P বিন্দুর স্থানাঙ্ক, ОМ=0М+М№=2+2 2 
এবং NP'=NR +RP”'=3+2 /2, 


Ш. ঘূর্ণন (Rotation): দুইটি өзендей সরলরেখার উপর কোন বিন্দু w. 
চত্রের ক্রমিক প্রতিফলন ঘটিলে সেই প্রক্রিয়াকে ঘর্ণন বলে। ঘূর্ণনের ফলে বিন্দু বা 


চত্রের প্রতিবিদ্ব পাওয়া wtw | প্রতিবিষ্বের দিকস্থিতি বিন্দু বা চিত্রের অনুরূপ থাকে | 
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মনে কর P বিন্দুটির স্থানাঙ্ক (x,y) | OY অক্ষের উপর ইহার প্রতিফলন ает 
হইল। প্রতিবিদ্ব হইল Р” (— x,y) | এখন ОХ অক্ষের উপর £ বিন্দুর প্রতিফলন 
желі হইল। প্রতিবিদ্ব P- х, – у) পাওয়া গেল। এখন PN ОХ টান। РР” 
এর মধ্য বিন্দু N’ লওয়া হইল। তাহা! হইলে 
OPN এবং ОР“№ fagara হইতে PN=P“N" 
(৮49, ON= ON г РМО = г РАМО 
=1 সমকোণ। অতএব fw sI 
অতএব ОР-ОР” এবং / РОМ=Р“ОМ' | 
অতএব Р,О,Р” একরেখীয় অর্থাৎ Р-О—Р'| চিত্র 11 
অতএব দেখা যাইতেছে যে OP রেখাংশ ঘড়ির কাটার ঘুর্ণনের বিপরীত দিকে ШЕЕ, 
ОР“ অবস্থানে আসিয়াছে । 4244 বস্তু: পক্ষে Р(х,у) বিন্দুটি 90° কোণে নত 
দুইটি পরস্পরচ্ছেদী সরলরেখার উপর পরপর প্রতিফলিত হইয়া Р” অবস্থানে 
স্থানান্তরিত হইয়াছে। ইহার নতুন অবস্থান হইল (— x, — y) বিন্দুটি О বিন্দুকে ста 
করিয়া মোট 2x 90° =180° нп আমিয়াছে। ঘূর্ণনের পরিমাণ তাই 180°, 

ছেদী সরলরেখা দুইটি যদি Ө কোণে পরস্পরকে ছেদ করে, তাহা হই ল যে কোন 
বিন্দু 41 চিত্র ছেদবিন্দুকে কেন্দ্র করিয়া 29 কোণ fal নতুন অবস্থানে আসিবে | 
ইহাই 444 পরিমাণ। 


অনুশীলনী এ 
І. একটি ত্রিভুজের শীর্ষ বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক (1,-2), (-2,3) এবং ( 3,3) ।, 
ত্রিভুজটির উপর.0% অক্ষের ধনাত্মক দিকে একটি এ একক চলন প্রয়োগ করা হইল। 
44 বিন্দুগুলির ася স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। উঃ (1, 0), (=2 5), (3, 5). 
2. একটি ত্রিভুজের শীর্ষবিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক (0,0) (0,1) (1,0)। OX অক্ষের 
ধনাত্মক দিকের সহিত 45° কোণ করিয়া ত্রিতুজটির উপর 3 একক পরিমিত একটি 
চলন প্রয়োগ করা হইল। শীর্ষগুলির প্রতিবিষ্ব নির্ণয় কর | 


SUS 3 3.8 

3. মূলবিন্দুর উপর (= 4, = 5) বিন্দুর প্রতিফলনের প্রতিবিষ্ব কি হইবে ? উঃ (4,5) 
4. একটি ত্রিভুজের শীর্ষগুলির স্থানাঙ্ক (1,2), (2,1), (3,3) | ঘড়ির কাটার ঘূর্ণনের 
বিপরীত দিকে 180° 544 প্রয়োগ করা হইল। শীর্ধগুলির প্রতিবিস্বের স্থানাঙ্ক কত? 
5 > %(-1,-2), (-2-1)(-3,-3) 
5. вужа ABCD এর উপর ОХ এর দিকে 3 সে.মি চলন প্রয়োগ w | চূড়ান্ত 

প্রতিবিশ্ব কি হইবে? দেওয়া আছে A (1,1), 8(3,-1), C (4,3), D (2,3). 
ë: (4, 1), (6,-1), (7,3) 


তৃতীয় অধ্যায় 
L দুইটি বিন্দুর দূরত্ব 


( Distance Between Two Points ) 
1. x অক্ষের উপরিস্থ ছুই বিন্দুর দূরত্ব নির্ণয় করিতে হুইবে। 
OX অক্ষের উপর যে কোন দুইটি বিন্দু P এবং Q লও। ইহাদের স্থানাঙ্ক 
হইল Р(х , О), (ха, о) 1 ү | 
ma Р এবং Q বিন্দুর দূরত্ব হইবে ` 
ІРО রেখাংশের দৈর্ঘ্য | 
অর্থাৎ 7৮০-০০-০৮ 


P (z; 0) 


(2১০) x 
PQ= x. — x, 
চিত্র 12 (ক) 
2 fim হইতে প্রদত্ত বিন্দু দর নির্ণয় করিতে হইবে। 
Р (х5) যেকোন বিন্দু Р(х, у) লও। ОР যোগ কর 
y / ў এবং РМ} ОХ টান। তাহা হইলে ON= x 
Ara এবং NP= y 
| ০ (ОР)? -(ОМ АР) 
Siy КҮК: жата 
ы b ы অথবা, OP = үшкір 
চিত্র 12 (4) ইহাই নির্ণেয দূরত্ব | 


> প্রদত্ত (х,у) এবং (৯০১১) বিন্দুব্যয়ের দুরত্ব নির্ণয় করিতে হইবে। 
যে কোন দুইটি বিন্দু P(x riy) এবং 0(%,১) লও PO যোগ কর। 


এখন PL | ОХ, OM ОХ এবং PN LOM টান | 
< OL=x,, LP=y, 
এবং ОМ-х,, МО=у, 
- (PQ)*=(PN)*+(NQ)° 
কিন্ত РМ-ОМ- OL=x,—x, 
‘এবং _ N0= МО- MN=y,- у, 


দুইটি বিন্দুর দূরত্ব. 15 
অতএব, РО?=(х,— х,)(у,–у,)* ` 
PQ= +(5_%,)৮1+05-55)* 

ইহাই নির্ণের দূরত্ব | 

8. তির্ধক অক্ষ: (xi, y1) এবং (xa Va) বিন্দুদ্বয়ের দুরত্ব fada করিতে 
হুইবে? 
মনে কর ОХ এবং OY অক্ষ্বয়ের মধ্যবর্তী কোণ <| প্রদত্ত বিন্দু দুইটি হইল 
15205) এবং O(x2,y2) | 


49 (৬৫92) 
এখন OY ll PL, OY | QM Ы 24; 
এবং OX ॥ PR টান | 2৫2 Ж 4 
তাহা হইলে OL=x,, ІР-у, Леуі 


ОМ= хь, MQ=y, 
এবং /ХОҮ- Z RP0=<. 
.. PR=LM=0M-0L=x,-x, (ба 14 
এবং Һ0-М0-МЕ-МО-ІР-у,-у, 
অতএব POR ত্রিভুজ হইতে পাই, 

PQ*=PR°+ КО? 2PR. КО cos ¿ RPQ 
=(х.— x1)" (руу) 9(x,—x,Xy,—y,) Сов <. 
5 PQS JG. x.) (у, y," Дк, xiya yi) сов < 
ইহাই নিৰ্ণের та i 
এই সুত্রে <=90° ধরিলে этч অক্ষের ক্ষেত্রে লব таб পাওয়া যাইবে 1 
£ পোলার স্থানাঙ্ক : তুই বিন্দুর দুরত্ব নির্ণয় করিতে হইবে: 
মনে কর P (r,,9,) এবং Q (/,,9,) প্রদত্ত দুইটি বিন্দু | 
а”) যূলবিন্দু বা পোল О এবং প্রারম্ভিক রেখা OX 
ধরা হইল। PQ যোগ কর। 
OP=r,, / XOP=9, 
এবং OQ=r,, Z Х00=0; 
2Р00-6,-89, 
এখন OPQ ত্রিভুজ হইতে পাই 
চিত্র 15 Рд* = ОР*+0@*— 90P.0Q. сов, РО 
=r,*+r,*— 9. r,rs Cos (9, — 0,) 


= Jr Fra" হেত соз a) ইহাই a 
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সমস্ত! ও সমাধান 
1. P (—3, —2) এবং Q (4, 5) বিন্দু দুইটির দূরত্ব কত? 
এক্ষেত্রে 70-15-0575 হ্যা, 
=VT4+T=1/T 
2. একটি ত্রিভুজের METER হইল P (5,7), Q (1,10) এবং R (= 3,-8), 
ত্রিভুজটির পরিসীম। নির্ণয় কর। 
এক্ষেত্রে PO= У(1-5%5(10-7)% 
= 4৯735 
=5 
QR= /(—3—1)*+(—8-—10 
= уд: + 18 
-2/85 
RP= /|5S—(—3)P+11—-(— SJ 
= /82°+ 155 
=17 
অতএব পরিসীমা =5+2 85+17=22+ 24/85. 
3. দুইটি বিন্দুর 2 এবং Q এর পোলার স্থানাঙ্ক P (2, 30°) এবং Q (5, 60.) 
বিন্দু দুইটির দূরত্ব কত? 
মনে কর P এবং Q এর কার্টেসীয় স্থানাঙ্ক P (xi, yi) এবং Q (Xs, ya) | 
তাহা হইলে 
х,=2. Cos 30°=2, М3. үҙ 


у1=2, біп 307-2,1-1 
Ха--5 cos 60° = 5, 1=$ 


Р0-,/6- %3)+ ET 


ER‏ -3+12+75/ 25-20 ۋت 
429—10y3‏ = 


হুইটি বিন্দুর দুরত্ব 17 


4. 4 এবং B RTA স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (2, 4) এবং (2, 6) | AB এর যে পার্শ্বে 
মূলবিন্দু অবস্থিত তাহার বিপরীত পার্শ্বে একটি সমবাহু ত্রিভুজ ABP আকা হইল। 
P বিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর | 

02,9৪৭; মনে কর P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (х, y) | 
К >" এখন AB=6—4=2 
(2,4) А? 2. АРЗ-(х-2)--(у- 4)* 
ВР? =(х— 2)" +0-6)* 
AB=2= AP= BP 
ы“ (х—2)#+(у—4)*=(х-2)* 
+0- 6): 
. y°—8y+16=y*°—12y+36 
е à 4y=20 
আবার, (х—2)*#++( у—4)*=2*= АВ" 
. х#-4х+4+(5—-4)#=4 
x*—4x+1=0 


б 
' 
i 
॥ 
3 
' 
t 
' 
H 
Н 
$ 
' 
' 
П 
` 
i 
M 


FP Powe oso 


যেহেতু AB এর যে পার্শ্বে মূলবিন্দু অবস্থিত তাহার বিপরীত 4100 P অবস্থিত, 
অতএব ধনাত্মক БЕ গ্রহণ করিতে হইবে। 
“১.4 এর স্থানাঙ্ক (2+ V 3,5) 


অনুশীলনী ৪ 

1. সুবিধাজনক একক নির্ধারণ করিয়া নিস্নলিখিত বিন্দুগুলিকে লেখপত্রে সন্নিবেশ 
কর এবং চিত্র অঙ্কন কর £ঃ_ 

(ক) (-3,0), (1,5), (2,- 3) 8% ত্ৰিভুজ | 

(খ) (2,0), (0,-2), (—3,— 5) 8% ত্ৰিভূজ | 

(গ) (2), (= 2,4), (= 1,—4), (4,- 3) Яг кууы! 

2. একটি বর্গক্ষেত্রের তিনটি শীর্ষ (0,0), (3,0), (0,3) দেওয়া আছে। চতুর্থ 
শীর্ষের স্থানাঙ্ক কত? উঃ (3, 3) 

Н. S. Сеош.—2 
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3. নিম্নলিখিত বিন্দুগুলির দূরত্ব নির্ণয় কর :-_ 

(ক) (-3,1), (4,5, O (ф—ф), (6,8) (я) (6,—6), (2,457, 
(8) (1, 60°), (3, 120°) (e) (2, 210°), (5, 3307) 

(5) (1,2) (S, 4), rR মধ্যবর্তী কোণ 60° ) | 

উঃ (ক) У65,(4)% VF, (2/19, (g) УТ, ©) 139; (5) 2 VT 
4. দেখাও যে (—2,4), (3,— 1), (= 1,—3) বিন্দুগুলি একটি সমদ্ধিবাহু ত্রিভুজের 


শীর্ষ । {туша ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর | উঃ 15. 
5. দেখাও যে (2,1), (0,0), (— 1,2) এবং (1,3) বিন্দুগুলি একটি আয়তক্ষেত্রের 
শীর্ষ । আয়তক্ষেত্ৰটির ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। উঃ 5. 


6. দেখাও যে (_2,- 3), (—3, 0), (2, 6), (3, 3) বিন্দগুলি একটি সামান্তরিকের 
শীর্ষ | 

7. (2,-3) কেন্দ্ৰ বিশিষ্ট এবং (—3, 1) বিন্দুগামী বৃত্ত আক। 

8. (34) কেন্দরবিশিষ্ট এবং (4 0) বিন্দুগামী বৃত্ত আক। TET দ্বারা OY অক্ষ 
হইতে কতিত জ্যার দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। উঃ 4/2. 

9. (2-3) কেন্দ্র বিশিষ্ট এবং (— 1, 2) বিন্দুগামী বৃত্ত আক। әри হইতে 
ছেদিত জ্যাগুলির দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। উক্ত জ্যাগুলির প্রান্তবিন্ুগুলির স্থানাঙ্ক কত? 

উঃ 10,2430, (—3, 0), (7, 0) ; (0,- /30-3), (0, /30—3). 

10. একটি বৃত্তের কেন্দ্র (4, 2) এবং ব্যাসার্ধ 5 | таба একটি জ্যার মধ্যবিন্দু 

@,— D হইলে аля দৈর্ঘ্য এবং পরান্তবিনদুয়ের স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। .. উ£4%3- 


П. (4) বিন্দুটি (2,3) এবং (— 1,—2) {нап হইতে সমদুরবর্তী হইলে x এর 


মান কত? আমা 
12. (29) বিন্দুটি OX এবং OY অক্ষয় হইতে সমদূরবর্তী হইলে а এর 
মান কত? উঃ %2. 


13. বৈষ্লেষিক পদ্ধতিতে প্রমাণ কর যে ত্রিভুজের ঢুইবাহুর মধ্যবিন্দুর সংযোজক 
সরলরেখা তৃতীয় বাহুর সমান্তরাল এবং সংযোজক রেখাংশ তৃতীয় বাহুর অর্ধেক | 

М. АВС ত্রিভুজের ভরকেন্দ্র G প্রমাণ কর যে, 

BC*+CA?° + AB? =3(GA° + GB?+ GC?) 

মনে কর АВС ত্রিভুজের শীর্ষগুলি হইল А(ху, 7২), B(x, Ja), C(xs Ys) | 
ভরকেন্ত G কে ча ধরা হইল। তাহা হইলে 

Ха+Ха+х»=0 এবং у, уу, =0 ক্স .. (1) 


দুইটি বিন্দুর দূরত্ব 24 
এখন BC? (х= x,)*+ (ya — ya)? 
= (xa? 255)- 25595 40554055)-2)5 Уз 
=2 ° Has) (x, Hx) F Fyt Fy). 
=x txs) 2,2,3) x,y... K) হইতে] 
=2(GB* + GCš)— GA? 
অনুরূপভাবে ০4272004204 Ср? 
এবং АВ%-264%--26В2- GC: 
48+4-8০+4-045- 3(GA:+ GB’ + СС?) / 
15. АВС ত্রিভুজের ভরকেন্্র G এবং P যে কোন একটি бр প্রমাণ কর যে 
О47--ОВ"--ОС?- GA4:+ GB: + 6С*-Е3СО* | 
[ P বিন্দুটিকে মূলবিন্দু এবং (х, ул), В(х,, уз), С(ха, ys) ধর 11 
16. АВС agma AD মধ্যমা BC বাহুকে সমদ্বিখপ্তিত করে। : প্রমাণ 
কর যে, АВ + 4C?=24D:+2BD: 
(В কে মূলবিন্দু এবং BC বাহু বরাবর OX অক্ষ ধর | ) 
17. (ху, уз), (ха, Ya), (xs, Уз), (x 95) বিন্ুগুলিকে ক্রমানুসারে যোগ 
করিলে একটি সামান্তরিক পাওয়া যায়। প্রমাণ কর যে, 7 


Ха+хв=ха-+х, 


এবং У: +Уз= узу 
18. দেখাও যে (2,60°), (24/3,90) এবং (1, 120°) শীর্ষবিশিষ্ট ত্রিভুজটি একটি 
সমকোণী (туз! fazaa ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। উঃ 43. 


П. রেখাংশের অন্তঃস্থ এবং абача বিভাঙন। 

মনে কর 52১০5) এবং О(хә, уз) RTT সংযোজক РО রেখাংশকে R 
FTO rı ra অনুপাতে বিভক্ত করিয়াছে | R বিন্দুর স্থানাস্ক নির্ণয় করিতে RA l 
ধর R এর স্থানাঙ্ক (х,у)! R বিন্দুটি যদি P এবং Q এর মধ্যবর্তী বিন্দু হয় (অর্থাৎ 
Р-К-0) তাহা হইলে এই বিভাজনকে অন্তঃস্থ বভাজন বলে ।  বিন্দুটি যদি 
£9:রেখাংশের বধিত অংশের উপর (যে কোন দিকে) অবস্থিত হয় (অর্থাৎ P-Q- R 
অথবা R- P- 0) তাহা হইলে এই বিভাজনকে বহিঃস্থ বিভাজন বলে। 
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ROC PR এবং RO রেখাংশ দুইটিকে বিপরীত দিকে মাঁপিতে হইবে | 
অতএব 7. এবং ra এর একটি чач হইবে [ 17(খ) নং চিত্রে RO খণাত্মক ] | 
সেইজন্তই উহাদের WEEE ধণাত্মক লওয়! হইল | 


চিত্র 17(ক) 


এখন Р, Q, এবং R হইতে ОХ জক্ষের উপর PL, 
হইল। অতঃপর PS | ОМ এবং 


চিত্ৰ 17(খ) 


ОМ এবং RN sm টান 
RV L QS টানা হইল (চিত্র 17(ক), 1704) দেখ ) | 


এখন ত্রিভুজ PTR এবং RVO সদৃশ বলিয়া উহাদের বাহগুলি সমানুপাতিক 
হইবে। 
РЕ РТ. FR 44 Ж (1), 
অতএব RQ RV vo 
অন্তঃস্থ বিভাজন : 


TR=NR-NT=NR-LP=y—y, 
VQ=MQ- MV=MQ- NR=y,-—y. 


К. Жыл MUN am ү 
fs Ха—х у,—у 


প্রথম এবং দ্বিতীয় অন্থপাতের সমত! হইতে পাওয়া যায় 
৫ 
অথবা (r,+r,) 21753577225 


12709417523 
Х----- == 
Patr, 


প্রথম ও তৃতীয় অন্থপাতের সমতা হইতে পাওয়া যায়৷ 
٥¬ туз = гуз гу 
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অথবা (7, Fra) у= уә + rayı 


% у= Vatra: |! 
5 73772 
লা 


অতএব অন্তঃস্থ R বিন্দুর স্থানাঙ্ক | Pitra rire 
বহিঃস্থ বিভাজন £ এক্ষেত্রে (1) হইতে পাই 


А ` ари рй =; 
= -(х-х,) (5—0) 
প্রথম ও দ্বিতীয় অন্থপাতের সমীকরণ হইতে পাই 
хас 08 Таба” 
т — Ts 
প্রথম এবং তৃতীয় অন্থপাতের সমীকরণ হইতে পাই 
7০757571752 
Р-Р, 
Ха Ху П1Уа- Ру: ): 


অতএব বহিঃস্থ R বিন্দুর স্থানাঙ্ক (cnt, hE 
арЫ š R (х,у) বিন্দুটি যদি Р(ху,у,) এবং Q(xa,ya) বিন্দুদ্বয়ের মধ্যবিন্দু 
ww তাহ! হইলে х= ই মং এবং دادر‎ 
সমস্যা ও লমাধান 
1; একটি ত্রিভুজের শীর্ষবিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক А(хі, Ja) B(xa, уз), C(xs, ys) 
দেওয়া আছে। ব্রিতুজটির ভরকেন্দ্রের স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর 
দিন মনে কর ВС বাহুর মধ্যবিন্দু D | 
তাহ! হইলে D বিন্দুর স্থানাঙ্ক 
j sta жм) | 
2 , 2 . 
"আমর! জানি ত্রিভুজটির этен " 
G(x, у), AD зяў 2:1” 


eG কারু 
= جوج‎ a= অনুপাতে বিভক্ত করিৰে। ' 
ЖТА 
GD Т 


Ба 18 
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, 2ХаҒха 
А Е +1. ШЕ; Ұй 
ы 2+1 та E 
2,575 r 
এবং y= 2 Mh Уз ورور ر‎ 
2+1 Жж д 


অতএব ভরকেন্দ্রের স্থানাঙ্ক P 27251] 
— 
2 4-2, 3) এবং Б4,-5) সংযোজক  রেখাংশকে АВ এর দিকে R পর্যন্ত 
এমনভাবে বর্ধিত কর যেন AR রেখাংশ АВ রেখাংশের তিনগুণ হয় R বিন্দুর 
স্থানাঙ্ক বাহির কর। 


মনে কর R বিন্দুর স্থানাঙ্ক (xy) 1 এক্ষেত্রে R বিন্দুটি বহিঃস্থ ভাবে AB রেখাংশকে 
3:2 অনুপাতে বিভক্ত করিয়াছে | 


অতএব R বিন্দুর স্থানাঙ্ক (16,-21). 
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অনুশীলনী 4 
1. নিম্নলিখিত বিন্দুগুলির মধ্যবিন্দু নির্ণয় কর : Ра 
(ক) (-5-4,(52 খে) (-5,0, (6, $). (0) (acos, & 910 0) / 
(2১53) (3) ; (7, š), (аг, 241). উঃ কে) (1,-1), (4) G, 9). 
2. নিম্নলিখিত বিন্দুগুলির ত্রিখণ্ডক বিন্দুগুলি নির্ণয় কর £ 
প্রত্যেক ক্ষেত্রে প্রথম বিন্দুর নিকটতর faqes বিন্দু কোন্টি ? 
(ক) (8,6), (3,0) (খ) (—2,—2, (6, б), (9) (11, 1), (0, 0) 
উঃ (ক) (8, 4), (4, 8) প্রথমটি | 
3. একটি সামান্তরিকের তিনটি শীর্ষ (1, 3), (—3,—1), (3,5)। চতুর্থ শীর্ষের 


স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। উঃ (7, 3), (--1,7),(--5, 9). 
4. (7,-3) এবং (5,-6) সংযোজক রেখাংশকে 2 894% বিভক্ত কর। 
বিভাজন বিন্বুগুলির স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। ~ উঃ (5А, 38) 


5. (1,3) Вч (4,5) এবং ( $, 0) 841% কোন্‌ অনুপাতে ig doti ? 
8:22 3. 


6. একটি বৃত্তের কেন্দ্র (3, 2) এবং Te (4, 5) বিন্দু দিয়! যায়। বৃত্তটির (4, 5) 
বিন্দুগামী ব্যাসের অপর প্রান্তবিন্দু নির্ণয় কর। Ф (2, — 1). 

7. АВС ত্রিভুজের ВС বাহু P বিন্দুতে rs £ 75 অনুপাতে বিভক্ত হইয়াছে । G 
বিন্দুটি AP কে 7০415 275 অন্থুপাতে বিভক্ত করিয়াছে। А,В,С বিন্দুর স্থানাঙ্ক 
A(x, Y1), В(ха, ya), C(xs,ys) হইলে প্রমাণ কর যে С বিন্দুর স্থানাঙ্ক 


(৮77 10775957157] | 
ritretrs ri Fra ғ 


8. একটি বর্গক্ষেত্রের কর্ণদ্বয় অক্ষদ্বয়ের সমান্তরাল । কর্ণের দৈর্ঘ্য 4/2 এবং 
afama ছেদবিন্দু (5,_ 6) হইলে বর্গক্ষেত্রের শীর্মগুলির স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর 1 
উঃ (5£20V2, 6), (5, 6+2 /3). 
9. (1, 1), (4,— 3) সংযোজক রেখাংশকে сусар বধিত কর! হইল 1: 
প্রান্তবিন্দুদ্বয়ের স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। (% —Apy (6 20): 
10. ABCD pgg taa শীর্ষগুলি হইল 4(2,1), Қ ад С(4,9), D(— 1,6) 1 * 
প্রমাণ কর যে FEC Фели মধ্যবিন্দু একই এবং কর্ণদ্বয় পরস্পর লম্ব। . * 
11. 4 (৫০০১9, Б sing) এবং В (a cos $, b sin $) সংযোজক! 
রেখাংশটিকে Pixy) পর্যন্ত বধিত করা হইল, যেন АР: BP=b: এ হয়। প্রমাণ 


ж 


কর যে, x+y tan 9%. о, 
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Ш. ত্রিভুজের ства | 
প্রদত্ত শীর্ষ বিশিষ্ট একটি ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল নির্ণয় করিতে হইবে | 
একটি ত্রিভুজের প্রদত্ত Эна হইল P(x, Уп), О(х, у») এবং 25, ys) | 
এই ত্রিভুজটির ক্ষেত্রফল А নির্ণ করিতে 


P, Q এবং R হইতে ОХ অক্ষের উপর 
PL ОМ এবং RN әң টানা হইল | 

তাহা হইলে, 

{= ত্রিভুজ PQR এর ক্ষেত্রফল= 
ট্রাপিজিয়াম PLNR-ট্রাপিজিয়াম PLMO 

ба 20 -ট্রাপিজিয়াম ОМУК 

=} (LP+ NR). LN—1 (LP+ MO). LM— y (МО+ NR). MN 

=} + ys) (xs— x,)— Iı + ys) (xa—x,)— Vs + ys) (xs — xa) 

=3[yaxs Jax хауа хауа хауз — хау.) 

=}[x10s— уз) + xas — Ji) х. (ууз) 

ইহাই ত্রিভুজটির নির্ণেয় ক্ষেত্রফল। 

অন্থুসিদ্ধাস্ত 1: লক্ষ্য করিতে হইবে যে Р, О, К শীর্ষ গুলিকে চিত্রে ঘড়ির কাটার 
14044 বিপরীতদিকের ক্রমানুসারে লওয়! হইয়াছে। POR এর ক্রমিক অবস্থান যদি 
ঘড়ির কীটার ঘুর্ণনের দিকে লওয়া যায় তাহা হইলে станы ধণাত্মক হইবে অর্থাৎ 
-ARAI এক্ষেত্রে ক্ষেত্রফলের ধনাত্মক মানটি অর্থাৎ | -A | =A গ্রহণ করিতে 
RA | 

অন্ুজিদ্ধান্ত 2. Р, Q, R RET একরেখীয় হইলে A= O হইবে। অতএব 
তিনটি বিন্দু একরেখীয় হইবার z$ হইল 

2হ015-9)4%505-)5)4-%50/হ-5)0 

SAW 9 : উপরোক্ত স্থত্রের ‚ 

সাহায্যে প্রদত্ত শীর্ষ বিশিষ্ট бұз іш; 


ক্ষেত্রফল নির্ণয় করিতে হইবে। (89৩ s (24) 
№ сая কর PORS sygt 
Мей атса P(x, у), 51—029 х 


О(ха, у»), К(х,, ys) এবং 5(х,, 
y) теті হইল | ба 21 
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তাহ! হইলে PORS BETE ক্ষেত্রফল 
= ত্রিভুজ РОК এর ক্ষেত্রফল + ত্রিভুজ RSP এর ক্ষেত্রফল 
=j3[x:(ya — ys) + xas у) хоу уз) хау, уа) + Xa Va) 
+x,(ys— Ya) ] 
= (хауа- хауа) (хауа- хауа) + (Xs) a — хауз) (хауз - хау ДІ. 
অনুসিদ্ধান্ত 4: অনুরূপভাবে দেখান যাইবে যে একটি ॥-ভুঞ্জের ক্ষেত্রফল 
= (хауа хау) (хауз — Xs ya) (хау, — x ag) + = (xn — 
2500], 
এক্ষেত্রে ॥-তুজের শীর্ষগুলিকে ক্রমানুসারে (хі, уз), (ха, Уз) (х,у, 
(ха, Yn) লওয়া হইয়াছে | 


সমস্ত ও সমাধান 
1. (2,3) (4,-3), এবং (4, у) E ত্রিভুজের ক্ষেত্রফঙ্গ 10 বর্গ একক। 
) এর মান নির্ণয় কর। 
এক্ষেত্রে 3{2(- 3—y)+4(y— 3)+4(3+3)} = 10 
-6-2у4-4у-12--24-20 
2у=14 
৪ y=7. 
2. АВС” চতুতূ‘জের শীর্ষগুলি হইল (1,2, В3,-4) 0(5,-1) এবং 
ж, 4) | BEE ABCD এবং fags 
АВС এর ক্ষেত্রফলের অন্থপাত 3: 2 হইলে 


x এর মান কত? 
প্রদত্ত সতান্ুসারে 


доб 


বা, ক্ষেত্রফল АВС+ стича CDA 3. жи 
' ক্ষেত্রফল АВС тї] চিত্র 22 
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x 
অতএব 1154-2-32-)-41. (-1-4)} 
y 11.(-4+1)+3.(-1-2+ 5.0244} = 


L 
2 


10+х-5 1 
*. —3-9+30 2 
x+5 1 
গু 
অতএব х-4 
3. (8,— 3), (2,8) এবং (х,у) বিন্দুত্রয় সমরেখ হইলে প্রমাণ কর যে 
х,у 
4+3=1. 
তিনটি বিন্দু সমরেখ হইবার সর্ত 


Xa¬ Хау хауз ха), TX,y I — x y, =0 
এক্ষেত্রে, 84-2(-Э942у-х-3)-82у-0 
অথবা, 12--6--2у-3х-3х-8Яу-0 
অথবা, (4--3) х--бу-18 
অথবা, 9х--бу-18 
অথবা, 2+0=1. 

অনুশীলনী 5 
1. নিম্নলিখিত শীর্ষবিশিষ্ট бутаи ক্ষেত্রফল নির্ণন কর : 
(ক) (25), (5, 2), (4, 3) [ উঃ 5. 
(খ) (8159 265), (4192) 2ata), (ағ, 2ata) 

উঃ a(t,- tat -/5)(৫5_/5). 


(গ) (7,3), (2, 6) (-3,-1) উঃ 25. 

( (1,1), (= 5,8), (4,-3) উঃ 2. 

শেষ অন্কটির ফল ব্যাখ্যা FF | 

2. ক্রমানুসারে Ters নিম্নলিখিত শীর্ঘবিশিষ্ট вуза ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর + 

(ক) (7,6), (0,— 5), (2, ০), (-5, 2) উঃ 52, 
* @) (6,—3),(—5, 7), (5,4) (-6,-6) 

6) (8১3), (5, 6), (4, 2),(—7, 3) উঃ 36. 


(3) (0, 0) (5, 2) (4১. 3), (0,- 7) 
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3. একটি সামান্তরিকের তিনটি শীর্ষ দেওয়া আছে (ক্রমানুসারে) : (2, 1) (42) 


(,-3)1 সামান্তরিকের ক্ষেত্রফল এবং চতুর্থ শীর্ষ নির্ণয় কর | ©: (5,—1). 
4. প্রমাণ কর যে (ху, уз), (ха, ya) RTT এবং যুলবিন্দু সমরেখ হইবে যদি 
প্রথমোক্ত বিন্দুদ্বয়ের স্থানাঙ্কগুলি সমানুপাতী হয়। 


5. প্রমাণ কর যে Бү СЫЯ সংলগ্ন বাছগুলির মধ্যবিন্দুগুলি যোগ করিলে একটি: 
সামান্তরিক সৃষ্ট হইবে। 
6. প্রদত্ত চারিটি বিন্দুর স্থানাঙ্ক 46, 3), Қ-3, 5), С4,-2 এবং Р(х,у) + 
প্রমাণ কর যে 
ADBC х-у-2 
ЖАССЫСТТЫТ Т 
7. একটি oyga শীর্ষগুলি ক্রমানুসারে (a, o), (= b, о), (o, ০, (o,— b), 
(a, >> о) হইলে দেখাও যে TEE CE ক্ষেত্রফল “9 হইবে। চিত্রের সাহায্যে এইরূপ 
ফলের ব্যাখ্যা কর। J 
8. একটি ত্রিভুজের শীর্ষগুলির স্থানাঙ্ক (1, 45°) (5, 120°) এবং (2, 330°) | 


ত্রিভূজটির ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর | উঃ гуз (7/3+7-10V/2). 
9. দেখাও যে (а, b+ с), (b, с+а), (с, a+b) এই বিন্দুত্ৰয় সমরেখ 1 


10. প্রমাণ কর যে (а, b), (с, d), (zt, Bd এই (аң সমরেখ | 


П. একটি চতুতু‘জের শীর্ধগুলি হইল (2, 5), (—2, 1), (1,-3) এবং (5,1)। 
চতুভূজটির ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। উঃ 28 বর্গ একক । 
12. 44), B (— 5, 6) এবং x 80% উপরিস্থ কোন Р বিন্দু লইয়া গঠিত 
АВР ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল 9 বর্গ একক হইলে 2 বিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। উঃ 4. 


চতুর্থ অধ্যায় 
সঞ্চারপথ ( Locus ) 


আমরা প্রথম অধ্যায়ের শুরুতেই সঞ্চারপখের উল্লেখ কয়িয়াছি। সঞ্চারপথ নির্ণয় 
243% জ্যামিতির অন্ততম উদ্দেশ্য হিসাবে বণিত হইয়াছে | কোন একটি বিন্দু নির্দিষ্ট 
সর্তসাপেক্ষে কোন সমতলে ভ্রমণ করিলে বিন্দুর ভ্রমপপথকেই সঞ্চারপখ বল! হইবে। 
এক্ষেত্রে বিন্দুর অবস্থান নির্ণয় হইবে প্রাথমিক কাজ | 

একজোড়া সংখ্যা x ও y দ্বারা অখবা r ও 6 দ্বারা আমর! একটি বিন্দুর অবস্থান 
নির্ণয় করিতে পারি । ইহাকে (х,у) বা (r, 9) যুগ্ম বলা হয়। অন্তভাবে বলা যায় যে 
সমতলম্থ যে কোন বিন্দুর জন্তই এক জোড়া x e y অথবা r ও 9 পাওয়া যাইবে | এখন 
x ও যুক্ত যেকোন বীজগণিতীয় সমীকরণের ক্ষেত্রে অথবা у এর যে কোন মানের 
জন্তই সমীকরণ হইতে অন্তটির HF (Corresponding) মান পাওয়া যাইবে | x ও 
এর প্রত্যেকটি чие লেখপত্রে সন্নিবিষ্ট করিলেই Фе সমীকরণের লেখচিত্র পাওয়া 
যাইবে। একটি লমীকরপের লেখচিত্রকে যে fasgmas এই ল্ীকরণকে সিদ্ধ 
করে শুধুমাত্র সেই TICE লঞ্চারপথ বল। gg | শঞ্চারপথ সর়পরেখা অথবা 
বক্ররেখা হইতে পারে । প্রদত্ত কোন সর্ত হইতে x ও у যুক্ত সমীকরণটি পাওয়া যাইবে। 
সমীকরণটির মাধ্যমেই  সর্তটিকে উপস্থাপিত করিতে হইৰে। (r, 6) 1274 ক্ষেত্রেও 
“একই কথা প্রযোজ্য হইবে | কয়েকটি ұй সাহায্যে সমীকরণের সঞ্চারপথ নির্ণয়ের 
বিষয়টি ব্যাখ্যা করা যাইতে পারে। 

দৃষ্টান্ত 1. একটি বীজগণিতীয় সমীকরণ x+y=5 лөп হইদ। এক্ষেত্রে 
x ও y অসীম সংখ্যক যুগ্মের প্রতিনিধি মাত্র। যেমন x ও yaq নিয়লিখিত কয়েকটি 
আন উক্ত সমীকরণকে সিদ্ধ করে। 

З Иа З LEA 8৮873 
474 RAN হক Ет 

অতএব (1, 4), (2, 3), (3, 2)......প্রভৃতি হইল (х, у) тәң এক একটি নির্দিষ্ট 
মান। এই যুগ্নগুলি লেখপত্রে সন্নিবেশ করিয়া যুক্ত করিলে সমীকরণটির সঞ্চারপথ АВ 
পাওয়া যাইবে। (x, y) 54% তাই সাধারণভাবে এই 514444 উপরিস্থ যে কোন 


বিন্দুর অবস্থান নির্দেশ করে। (x, у) কে তাই চলমান স্থানাঞ্চ বলা হয়। আর TARÊ 
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ুগ্মগুজি (1, 4), (2, 3), (3, 2) ইত্যাদি সঞ্চারপথের উপরিস্থ এক একটি নিদিষ্ট বিন্দু 
নির্দেশ করে। 

উপরোক্ত সম্মীকরণ হইতে চলমান 
বিন্দু (х,у) এর উপর প্রযুক্ত সর্তটি কি? 

=s: (x, y) বিন্দুটি এফনভাৰে 
চলিতে থাকিবে যেন বিন্দুটির ভুজ ও 
কোটির যোগকল সর্বদাই 5 হ্য়। 
সমীকরণটি এই леа নির্দেশ 
করিতেছে। «та সঞ্চারপথ একটি 
সরলরেখা। চিত্র 23 

দৃষ্টান্ত 2. х*+у* =25 সমীকরণটি বিশ্লেষণ করা যাক 1 মূলবিন্দু হইতে চলমান 
(х,у) বিন্দুর দূরত্ব সর্বদা 5 হইবে, উপরোক্ত সমীকরণ এই সর্তটিকেই প্রকাশ 

y 


করিতেছে | 


বিন্দুগুলির সঞ্চারপথ পাওয়া যাইবে। 

0৮48৩ 8 

75535 /243 /21+ /16+%9 0, 
চিত্র 24 এক্ষেত্রে সঞ্চারপথ একটি বৃত্ত। 


জঞ্চারপথ নির্ণয়ের নিয়ম : (ক) চলমান বিন্দু (х, у) এর যে কোন একটি 
অবস্থান (h, k) ধরা যাক। (9) (h, k) বিন্দুটিও প্রদত্ত সর্ত <| সতগুলিকে স্বীকার 
করিবে। অতএব ॥ ও К এর একটি সম্পর্কের ব৷ সমীকরণের মাধ্যমে প্রদত্ত 74741 
সত'গুলিকে প্রকাশ করিতে 5941 (গ) উপরোক্ত সর্ত বা সতগুলি (x, y) এর যে 
কোন যুগ্ের জন্যই সিদ্ধ হইবে । অতএব লব্ধ সমীকরণটিতে ॥ ও k এর পরিবর্তে” 
x ও y লিখিলেই প্রয়োজনীয় সঞ্চারপথ পাওয়া যাইবে 1 

সঞ্চারপথ নির্ণয়ের ক্ষেত্রে এই তিনটি পদক্ষেপ বিশেষ প্রণিধানযোগ্য। অনেক. 
সময় নির্দিষ্ট 142% (h, k) এর পরিবর্তে” সর।সরি (x, y) দ্বার! স্থচিত কর! হইবে। 


সমস্যা ও সমাধান 
1. একটি বিন্দু এমনভাবে চলিতেছে যেন একটি নির্দিষ্ট বিন্দু (0,2) হইতে উহার, 
দুরত্ব ОХ অক্ষরেখা হইতে উহার দূরত্বের সমান হয়। 


30 বৈশ্লেষিক জ্যামিতি 


মনে কর, চলমান বিন্দুটির একটি অবস্থান (B, k) | তাহা! হইলে (0, 2) বিন্দু হইতে 
(h, k) বিন্দুর দূরত্ব, 
= JEFF 
আবার ОХ অক্ষ হইতে (h,k) বিন্দুর দূরত্ব = 
к= VE FIRED: 
k*=h*+(k-2)° 
অথবা к? =h? + k2— 4k +4 
অথবা h*=4(k— 1). 
ইহাই হইল প্রদত্ত সর্ত হইতে সংগৃহীত % ও. k এর সম্পর্ক। এখন ॥ ও / এর 
পরিবর্তে চলমান স্থানাঙ্ক x ও y বসাইয়া পাই ৮*-40-1). 
ইহাই নির্ণেয় TEA | 
2. মূলবিন্দু হইতে (r, Ө) বিন্দুর দূরত্ব, (с, о) বিন্দু হইতে উহার দূরত্বের 634 1 
(т, 6) বিন্দুর 741444 নির্ণয় কর। 
মূলবিন্দু হইতে (r, Ө) বিন্দুর =F 
(г, 8) বিন্দু হইতে (с, о) 1844 দূরত্ব 
= Jrš+e*—2re Cos Ө 
r=2 /т*-Ес*—2гс Cos Ө 
অথবা "-4(/--с3-2с Cos ө) 
অথবা 3r2— 8re Cos 9 +4c* =0. 
ইহাই (r, 0) বিন্দুর নির্ণের সমীকরণ | 
3. দুইটি নির্দিষ্ট বিন্দু 4 ও এর স্থানাঙ্ক (~2, 4) এবং (6, 8)। P বিন্দুটি 
এমনভাবে চলিতেছে যেন АР ত্রিভুজটির ক্ষেত্রফল 10 হয়। Р বিন্দুর সঞ্চারপথ 
‘নির্ণয় কর। 
মনে কর P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (x, y) | 


প্রদত্ত тё অন্যায়ী 

3{- 2(8—y)+6(y—4)+x(4— 8)} = 10 
অথবা -І16--2у--6у-24--4х- 8х=20 
অথবা 4х-8у--60-0 

x—2y+15=0. 


з бск e 
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অনুশীলনী 6 
1. (0,-4) হইতে একটি বিন্দুর দূরত্ব (0,-9) হইতে বিন্দুটির দূরত্বের দুই 
তৃতীয়াংশের সমান । বিন্দুটির সঞ্চারপথ নির্ণয় কর। উঃ x+y =36 


2. (e, o) এবং (= 6, о) Нн হইতে Рх, y) বিন্দুটির দূরত্ব ছুইটির যোগফল 
2a দেখাও যে P বিন্দুর সঞ্চারপথ +g =1 

3. মূলবিন্দু হইতে (r, 6) বিন্দুর দূরত্ব (с, їл) বিন্দু হইতে উহার দূরত্বের অর্ধেক | 
(ғ, 9) বিন্দুর সঞ্চারপথ নির্ণয় কর। | 

4. (2,0) এবং (=2, 0) হইতে Р(х,у) বিন্দুর দূরত্দ্য়ের অন্তরফল 2 হইলে 
P(x, у) বিন্দুর সঞ্চারপথ নির্ণয় <q | উঃ 3х4-у%-3, 

5. তিনটি নির্দিষ্ট বিন্দু Ala, o), B(— a, о) এবং C(d, о) দেওয়া আছে। 
PB° + PC: =2PA° হইলে Р বিন্দুর সঞ্চারপথ নির্ণয় কর | 

উঃ 2(34--2)4-7- a° =0. 

6. একটি রেখাংশ এমনভাবে চলিতেছে যেন OX এবং OY অক্ষের উপর কত্তিত 

ছেদিতাংশদয়ের 99199414 যোগফল 444541 প্রমাণ কর যে রোখংশটি একটি 


স্থির বিন্দু দিয়! যায়। 

7. (747, 177) এবং (m-l, т+1) RH হইতে সমদুরবর্তী বিন্দুর 
সঞ্চারপথ নির্ণয় কর। উঃ /х=ту. 

8. একটি সমকোণী ত্রিভুজের অতিভুজের প্রান্তদয়ের স্থানাঙ্ক (2с, o) এবং, (0, 2с) 
ত্রিভুজের তৃতীয় শীর্ষের সঞ্চারপথ নির্ণয় কর। ЭУ, 

9. 2а দৈর্ধ্যবিশিষ্ট একটি রেখাংশের প্রান্ত্ম অক্ষদ্বয়ের উপর অবস্থিত। 
রেখ।ংশটির মধ্যবিন্দুর সঞ্চারপথ নির্ণয় কর। উঃ x+y ma’, 

10. একটি ত্রিভুজের ভূমির প্রান্তদয়ের স্থানাঙ্ক (4, 3) এবং (0, 5)। ত্রিভুজের 
উচ্চতা 21 তৃতীয় c সঞ্চারপথ নির্ণয় কর। উঃ x+2y+10=0. 
117 ЖУ ү সমীকরণের সঞ্চারপথ (4,1) এবং (2,-2) asw im যায়। 
a° ও b° এর মান নির্ণয় কর। উঃ ৫০20১ &৪- 5, 


12. কোন সঞ্চরণশীল, বিন্দুর ভুজ কোটির ছয়গুণ হইলে বিন্দুটির সঞ্চারপথ নিয় 
БЕ! %; X= 6y. 


পঞ্চম জধ্যায় 
সরলরেখা। (Straight lines) 

L প্রমাণ FCS হইবে যে хву দ্বারা গঠিত একঘাত জনীকরণের 
সঞ্চারপথ একটি সরলরেখ। | 

আমর! জানি x ও у যুক্ত একঘাত সাধারণ সমীকরণ হইল 

ах--ӛу--с-0 -“(1) 

এই সমীকরণের সঞ্চারপথের উপর দুইটি নির্দিষ্ট বিন্দু Р(х,,у.), О(хз, уз) এবং 
অপর с কোন একটি বিন্দু R(x; ya লওয়া হইল | এই fraa (1) সমীকরণকে 
সিদ্ধ FRA | 


অতএৰ, ах, +by,+c=0 (2) 
axa +bya+c=0 (3) 
axs+by,+c=0 --(4) 

সমীকরণ (2) এবং (3) হইতে পাওয়া যায় 

a b 


уур ЛЫ হক 0 (9) 
. а= (у: – ya), b=k(xs— ха), ০৯1 Ja¬ ха Yı) 
(4) এ বসাইয়। পাওয়া যায় 
xs (Vi — ya) Fys(Xa — %5)7(5/5- xay 1) =0 | 
অথবা, 25(/০-)8)17%(05-)5)47-280/5-)5)-0 | 
কিন্তু ইহা (ху, уз), (ха, уз), (ха, Уз) বিন্দুগুলির সমরেখ হইবার সর্ত। 
ষঞ্চারপথের উপর অন্য কোন R বিন্দু লইলেও Р, Q, R বিন্দুগুলি সমরেখ হইবে | 
অতএব (1) সমীকরণের ষঞ্চারপথ একটি সরলরেখা। সরলরেখার সমীকরণকে 
L=0 অর্থাৎ L=ax+by-+ c=0 অথবা শুধু L দ্বারা নির্দেশ করা যাইতে পারে। 
L দ্বারা সঞ্চারপথকেও স্থচিত করা হইবে | i 
H. সরলরেখার আনপ্তি কোণ এবং নতি 2 সংজ্ঞা! : 


কোন সরলরেখা৷ x অক্ষের ধনাত্মক দিকের সহিত যে কোণ উৎপন্ন করে তাহাকে 
সরলরেখার আনতি কোণ (angle of inclination ) বলে। 


সরলরেখা 33 

[রলরেখার আনতিকোণের ট্যানজেণ্ট অস্থপাতকে উহার নতি (gradient ) 
বলে। 

চিত্রে AB, CD, EF, এবং РО 


হইল। স্পষ্টত: АВ সরলরেখার 

আনতিকোণ ВАХ একটি sarata, 

CD রেখার আনতিকোণ DCX agf 

স্থলকোণ এবং EF casta আনতিকোণ 
চিত্র 25 শূন্য ( অর্থাৎ ЕБ|ОХ)1 

* ধরা! যাক Р(х,у) এবং О(хь, уа) গামী PQ সরলরেখার.. .. 

আনতিকোণ ০৮৮79, এক্ষেত্রে QL L ОХ «4: PL LQL | 


অতএব 18109 ক 10 
9 


অথবা tangat: yi 


X2 Xi 

ইহাই হইল (cy) এবং (xo ys) বিন্দুগানী সরলরেখার afe | 
সরলরেখার আনতিকোণ 90° হইলে এই সংজ্ঞা অর্থহীন হইয়া পড়ে। 

অন্ুজিদ্ধান্ত : ха-ха এবং уа-уа হইল সরলরেখার উপর চলমান বিন্দুর 
ছুই অবস্থানের ga ও কোটির পরিবর্তন॥ অতএব = অর্থাৎ পঃলরেখার 
নতি হইল ভুঞজের পরিবর্তন সাপেক্ষে কোটির পরিবর্তনের হার। 

Ш. সরলরেখার সমীকরণের বিভিন্ন রূপ £ 

1. ছেদ্দিভাংশ রূপ | অক্ষদ্বয়ের ছেদিতাংশদ্বয় দেওয়। আছে, সরলরেখার 
সমীকরণ নির্ণয় করিতে waqa | 

মনে কর একটি সরলরেখা। x ও y 
অক্ষকে যথাক্রমে 4(৫,০) এবং В(о, b) 
বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে। তাহা 
হইলে x ও у অক্ষের ছেদিতাংশ 
যথাক্রমে OA=a, OB=b. 

সরলরেখার উপর চলমান Р(х, у) চিঠি 


বিন্দু লও |. P হইতে x অক্ষের উপর PL әң টানা হইল। 
H. S. Geom.—3 
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এখন BOA এবং PLA সদৃশ бүз হইতে পাওয়া যায় 


45%» С" OL= x, LP=)). 


ইহাই FC সরলরেখার সমীকরণ | 
2. অক্ষের সমান্তরাল সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে । * 
ОХ অক্ষের সমান্তরাল সরলরেখার উপর একটি নির্দিষ্ট বিন্দু Alh, К) ae | 
уск অতএব ОХ হইতে এই বিন্দুর দূরত্ব হইল К. 
সরলরেখাটির উপর অন্য ঘে কোন Р(х,у) বিন্দু 
লও। OX হইতে এই বিন্দুটির qaqa k হইবে | 


অতএব y=k উক্ত: সরলরেখার সমীকরণ 
হইল। 


অনুরূপভাবে Alh, 1)-গামী OY са 
চিত্র 27 সমান্তরাল সরলরেখার সমীকরণ হইল х=. 

3. লম্বরূপ। সরলরেখাটির উপর কেন্দ্র হইতে RS mu দৈর্ঘ্য এবং 
লম্বরেখার আনতিকোণ দেওয়া আছে, অরগরেখাটির সমীকরণ fade 
করিতে হইবে৷ 

মনে কর AB সরলরেখার উপর O হইতে 

W T Cad Siz p 
чз яч ОМ-р এবং এই ñW রেখাটি М W 
OX অক্ষের সহিত < কোণে আনত / 
রহিয়াছে । অর্থাৎ / МОА- I তাহা হইলে 
OA = ОМ sec «-р sec < এবং ОВ- 
ON ০০৪৫০ <= p cosec <, 
(` ZOBN=Q). চিত্র 28 


অতএব ছেদিতাংশরূপ অনুসারে AB সরলরেখার সমীকরণ, 


422 
04% ов" 


সরলরেখা 35 
кы», 


= 
р Sec < ' p cosec < 


অর্থাৎ x eos <+y sin <=p. 


ইহাই সরলরেখার নির্ণেয় সমীকরণ | 


4. নতিরূপ। OY অক্ষের ছেদিতাংশ এবং নতি দেওয়া আছে। 
সরলরেখাটির সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে। 

মনে কর AB সরলরেখাটির আনতি- 
কোণ Ө এবং OY অক্ষের ছেদিতাংশ с 
АВ এর উপর P(x, у) যে কোন বিন্দু লও 
এবং PL LOY টান। 

এখন ОА-с, Z PBX= 0, 

এবং LP= x, ОГ =у | 

'অতএব AL=OL-OA=y-ecI 

ত্রিভুজ ALP হইতে পাই 


AL y—c 
t кыы 
ап @ Т 


E ы চিত্র 29 
+ у=х (8৪470 


অথবা у= шх+е, (m=tan ө বসাইয়া ) | 
ইহাই AB সরলরেখার নির্ণেয় সমীকরণ | এক্ষেত্রে 975-1 
লক্ষ্য কর, চিত্রান্্যায়ী са খণাত্মক সংখ্যা | 


5, একটি নির্দিষ্ট বিন্দুগামী এবং OX অক্ষের সহিত একটি নির্দিষ্ট 
কোণে আনত সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে। 


মনে কর Alx y) FRAN লরল- 
রেখাটি OX অক্ষের সহিত 6 কোণে নত 
হইয়াছে । এই সরলরেখার উপর চলমান 
বিন্দু P(x, у) меті হইল | স্থির বিন্দু А 
হইতে চলমান বিন্দু P এর দুরত্ব AP=r 
45% ধর] হুইল। 


286 বৈশ্লেষিক জ্যামিতি 


এখন 4 এবং Р হইতে OXaq উপর AL, РМ এবং А হইতে РМа উপর 
AN аҹ টানা হইল। তাহা হইলে 
৮4179 
AN=LM=0M-0L=x-x,, 
NP=MP- MN=MP-LA=y-y,. 


МР. АМ 
ЯР ‘ne এবং 28795 Ө 


অর্থাৎ ৮৪016 এবং ZZ cos 6. 


М хх; 84884 АЛ 
১ coso ~ 0" (1 


অথবা аа 1 шү (2) 


l 1 
এক্ষেত্রে /, =ços 9, т, =sin Ө এবং 11241771321. 
অথবা х=х, +11, (3) 
yay mir 
(1), (2), (3) যে কোনটিকেই সরলরেখার স্থিতিমাপক (Parametric) জনীকরণ 
বলা হয়। r হইল স্থিতিমাপ ( Parameter) | r এর বিভিন্ন মানের জন্য (3) হইতে 


সরলরেখার উপর বিভিন্ন বিন্দুর স্থানাঙ্ক পাওয়! যাইবে | 
আবার (1) হইতে পাই 
У-У =tan 6 (x— x.) (4) 


অথবা у-уітш(х-х,, m=tan 6, (5) 
6) অথবা (5) সরলরেখাটির সমীকরণের অন্য দুই রূপ। 

£6. দুইটি নির্দিষ্ট বিন্দুগামী সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে। 
মনে কর সরলরেখাটি দুইটি নির্দিষ্ট বিন্দু 


৮৮7০ 
УЗ: хх 20 


(х1, y.) এবং B(x,, va) দিয়া যায়। এই Y A 
madia উপর চলমান P(x, у) বিন্দু ae | йыл, a 
তাহা হইলে АВР ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল “т Ах 

RUA | 


У X= y)+ x,(y—y,)+ 
20 —y|)=0 
অথবা x: Xy +X. хау, (95 —y,) x 


সরলরেখা! 37 
qq] )(০-%5)- x,y, 05-00-5505 
অথবা! (5 х1) хр, +X); ر ورک‎ (= ху + хі), 
অথবা )(%5-25)-050%5- 5) (57508 ×) —y,) 
8441 (y—y (x a = x,)= (ys — yıx- x1) 
অথবা ynei (x—x,). К 
ইহাই АВ সরলরেখাটির সমীকরণ | 
IV. সরলরেখার সাধারণ সমীকরণকে বিভিন্নবূপে পরিবর্তিত করিতে 
হুইবে। 
ax+by+c=0, সরলরেখার এই সাধারণ সমীকরণটিকে উপরে বর্ণিত যে কোন 
রূপে পরিবতিত করা যায় । পরিবর্তনের পদ্ধতি এবং পরিবতিত কয়েকটি রূপ fa 
দেওয়া! হইল। 
(ক) ছেদিভাংশ রূপ : 
ax+by+c=0 
বা ax+by=—c 


এক্ষেত্রে ছেদিতাংশ দুইটি হইল -এ এবং =Ё 1 
(4) afsat: ax+by+c=0 


বা by=— àk- с 
অতএব ৮০৬ আচ 


এক্ষেত্রে সরলরেখার নতি = এবং OY suwa উপর ছেদিতাংশ -р 


(4) aA: ax+by+c=0 
41 ax+by=—c 
кезе 


а b 
کچ‎ ҰР লট уь =... 
+ Уа*+Ь% + Vat+bš z + Va" +b: 
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এখন ৫ যদি ধনাত্মক রাশি হয় তাহা হইলে উভয়দিকে হরগুলির খণাত্মক চিহ্ন 


লইতে হইবে এবং с খণাত্মক রাশি হইলে উভয়দ্রিকে হ্রগুলির ধনাত্মক চিহ্ন লইতে 
হইবে। 


উভয় ক্ষেত্রেই Рр T দৈর্ঘ্য ধনাত্মক হইবে। এক্ষেত্রে 
4% সরলরেখার আনতিকোণ < নিম্নলিখিত সম্পর্ক দুইটি দ্বারা নির্ধারিত হইবে। 
асай jn җы POST Yu 
কটা 
৫. s b 2 
কয করিতে ই ан) уут Г 
У. 5980 সরলরেখার canfas নির্ণয় করিতে হইবে। 
মনে কর দুইটি সরলরেখার সমীকরণ 
১৮4৮২ +৫3 50 (1) 
asx+baytca=0 ০72) 


উহাদের ছেদবিন্দু বলিতে বুঝায় উভয় সমীকরণের সাধারণ বীজ। সমীকরণ 
দুইটি সমাধান করিয়! পাই 


y 1 
bica—bac, “сіа,-с,а; Sab, — a,b, 
8২০৪ Б.с 25068 و‎ 

অতএব ছেদ বন্দুর স্থানাঙ্ক [ ৮০5৪7 йар” y abs- asb, . 
অন্ুজিদ্ধাত্ত : তৃতীয় সরলরেখা ৫১:+-৪/4০৪০:০ (3) 

যদি উক্ত বিন্দু দিয়া যায় তাহা হইলে আমরা পাই, 

8০০ Бас, ১ 25847 
as. aıba— adabı +5. а,5,-а,5, ৫৮০9 


বা Qa(b,ca— Вусу)-ЕВз(с,аз— cad) +c, (aba ab, ) =0 
ইহ! হইল (1), (2), (8) সরলরেখ। তিনটির সমবিন্দু হইবার и | 
VL তুইটি নির্দিষ্ট সরলরেখার ছেদ্বিন্দুগামী যে কোন সরলরেখার 
সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে | 
মনে কর, নির্দিষ্ট সরলরেখা দুইটির সমীকরণ হইল 
a,x+biy+c,=0 (1) 
asx+b|sy+c =0 (2) 


সরলরেখা 39 


এখন k যে কোন একটি সংখ্যা হইলে (1) ও (2) হইতে পাই 
(а,х+Ь,у-+Ес,)-ЕК(авх-+Ььу-Ес)=0 ও (3) 

বা (а,+Каз)х-+ (Ьу + kbs)y+(c, +kc2)=0 (4) 

ইহা! x ও yaq একঘাত সমীকরণ । অতএব (4) একটি সরলরেখার সমীকরণ। 
কিন্ত (3) হইতে দেখি যে (1) ও (2)এর সাধারণ বিন্দু (অর্থাৎ ছেদবিন্দু) (3)কে - 
সিদ্ধ করে। অতএব (1) ও (2)এর ছেদবিনুগামী যে কোন সরলরেখার সমীকরণ 
হইল (3) অথবা (4) | ' 

kaq অসংখ্য মানের জন্য (1) ও (2)এর ছেদবিন্দুগামী অসংখ্য সরলরেখা পাওয়া 
যাইবে। ; 


ҮП. দুইটি eles সরলরেখার মধ্যবর্তী কোণ নির্ণয় করিতে হইবে। 


সরলরেখা দুইটির সমীকরণ 
У-тх-с-0 (1) 
у-тх-с-0 .. (2) 


ধরা হইল। মনে কর m=tan 6, 
m'=tan 6 এবং সরলরেখা দুইটির মধ্যবর্তী 
কোণ ф 1 
তাহা হইলে Бате 9৯৪” 
এবং 6-%--6” 
অথবা ф=0-0*. 
অতএব tan $=tan (6-6) 
tan 9-— tan 6” 
^ 1779 tan g” 


z 


m m 
ШЕТ 


Ф =tan”* min (3) 


1+тт 
ইহাই হইল নির্ণের কোণ। 
অনুসিদ্ধান্ত: 1. সরল রেখা দুইটির পরস্পর ma হইবার সর্ত। 
(1) ও (2) সরল রেখাছয় পরস্পর эч হইলে 6=5 হইবে এবং 
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লি әке cot ৫ = Шеті So 
м”. 


অতএব 1+тт'=0, 
к অথবা шш/--1. ? 
2227 ইহাই সরল রেখা দুইটির পরস্পর ан হইবার সর্ত। 
+ অধ্ুসিদ্ধান্ত 2. সরলরেখ। দুইটির পরস্পর সমান্তরাল হইবার 45: 
এ (1) ও.) সরল রেখাদ্বয় পরস্পর সমান্তরাল হইলে 0-0 হইবে এবং সেক্ষেত্রে 


Қ ЖУ т-т” 
" 82% ITmm” 79. 


অতএব mema 
8441 ш-ш. ; i 
ইহাই সরল রেখা দুইটির পরস্পর সমান্তরাল হইবার xŠ | 
অনুপিদ্ধান্ত 3. ах--ӛу-с-0 এবং ах--Бу-с?-0 রেখা দুইটির 
মধ্যবর্তী কোণ নির্ণয় করিতে হইবে। 
| এই রেখা দুইটির নতি যথাক্রমে m= «ете 


a 


5680-71-74 
তাহা হইলে $ | 48, 


অতএব সরল রেখা! দুইটির 9% হইবার TŠ aa” bb Û, 


HAUG 4. আমরা দেখিয়াছি 6>4 (অর্থাৎ т>т”) হইলে 
tan 9 | এক্ষেত্রে $ একটি হম্মকোণ এখন ০:১০ (অর্থাৎ т'>т) 
হইলে উপরোক্ত ұла m এবং m° পরস্পর স্থান বিনিময় করিবে। তাহা হইলেই 


সরলরেখা দুইটির মধ্যবর্তী учкай পাওয়া, যাইবে | সরলরেখা দুইটির মধ্যবর্তী 
স্থলকোণের পরিমাণ হুইল 2-0. 


7491 ও সমাধান 


1. 2x+3y=0 এবং 7х-у=4 সরলরেখাদ্ধয়ের মধ্যবর্তী কোণ নির্ণয় কর। 
প্রথম সমীকরণের নতি m, = - 2, 


দ্বিতীয় সমীকরণের নতি m, =7. Җук, Еу. 
! > А 
2 
1122 + 

| অতএব RR কোণ $=tan"* | 3 =tana 23-5 ` 
| 2174 
| ү, ইট ave কু шэ ана সয়লরেখার একই эпо বিপরীত 
a পার্ট জবস্থিত হইবার пб নির্ধারণ করিতে হইবে | 


f 1. মনে কর প্রদত্ত н Р(х, J1) ও Q(x,, ys) এবং প্রদত্ত эдек 
L=ax+by+c=0. ; 
প্রথমতঃ মনে কর Pe О, L এর বিপরীত 
পার্শ্বে অবস্থিত। তাহা হইলে 20 রেখাংশ R: 
বিন্দুতে?, রেখা দ্বারা r, : га (ধর) অনুপাতে বিভক্ত 
হইবে। অতএব R বিন্দুর স্থানাঙ্ক 


[n паты.) 


4 72179 ritro ê L=0 
L এই বিন্দু দিয়া যায়। অতএব চিত্র 33 
гіх, 17525 (22, Hi 
' 4 ratr, (+ 1+5- 0 


সরল করিয়া পাই, (ах, +bys+c)+r,(ax, +by, +c)=0 


‘ахь F by: +e _ ті 
ах, Буз Ес” ұры 


কিন্ত P= RQ বলিয়া 2৯০ 

অতএব ах, Hby +e এবং аха -ЕАу, +c এই রাশিছয় বিপরীত fös- 
যুক্ত হইবে | 

দ্বিতীয়তঃ মনে কর 2 ও Q Laa একই পার্শ্বে অবস্থিত । তাহা হইলে বধিত 
PQ রেখাংশ К বিন্দুতে L রেখা দ্বার! - 1: £7% (ধর) অনুপাতে বিভক্ত হইবে 1 
অতএব R বিন্দুর স্থানাঙ্ক (23, ъл МА” аар, 


= 


R রি ax, thy +e rı 
X ë পাই axs+bya+c r, ` 


42 বৈশ্লেষিক জ্যামিতি 


কিন্ত 1>0 বলিয়া ах, +Бу,+с এবং ах, bys +c এই тт একই 
з 


Бете হইবে। қ 

544 4%: ах, +y,+৫ এবং ৫০4৮)০+৫ একই Баце 

абст (х,у) ও (х,у, বিন্দুদ্বয় £ এর একই পার্শ্বে অবস্থিত হইবে) 

উহার! বিপরীত fags হইলে faa Laa বিপরীত্ত পার্শ্বে অবস্থিত 
হইবে। 

2. মনে কর প্রদত্ত чт 00; о) ও 7, yi) এবং প্রদত্ত সরলরেখা 
L=ax+by+c=0. 

এক্ষেত্রে a.o+b.o+c=c এবং ах, Hby, +c একই Бете হইলে বুঝিতে 
হইবে যে [এর যে পার্শ্বে чий (০, ০) অবস্থিত সেই পার্শ্বে (x,, y.) বিন্দু 
অবস্থিত। ইহাকে [এর TATA বলা হইবে। 

অনুরূপ, с এবং ах, tby, +e বিপরীত (ете হইলে বুঝিতে হইবে যে 
যূলবিন্দু [এর যে sO অবস্থিত তাহার বিপরীত পার্খে (x , YD বিন্দু অবস্থিত ৷ 
এই পাৰ্শ্বকে অমূলবিন্দ পার্শ্ব বলা হইবে। 


সমন্তা ও সমাধান 

1. (4,4) এবং 0(3,-2) яз L=2x-—4y+3=0 সরলরেখার একই 
পার্শ্বে কিংবা বিপরীত পার্শ্বে অবস্থিত তাহা নির্ণয় কর | 

এক্ষেত্রে L(4, 4)=2.4-4.4+3= —5<0 

এবং 703, 2)=2.3—4.(—2)-+-3=17>0 

অতএব P e Q (84 1.44 বিপরীত পার্শ্বে অবস্থিত হইবে | 

আবার [এর চলবিহীন পদ 3 >0 এবং L(4, 4)0 | অতএব (4, 4) বিন্দুটি 
L এর অযুলবিন্দুপার্শ্বে অবস্থিত। 3৯০ এবং L(3,-2 ১০ বলিয়া (3,-2) বিন্দুটি 
1.44 যূলবিন্দুপার্শ্বে অবস্থিত। 
У একটি প্রদত্ত সরলরেখা হইতে একটি প্রদত্ত বিন্দুর waw নির্ণয় করিতে 
হইবে। 

1. প্রথমতঃ মনে কর, প্রদত্ত সরলরেখার সমীকরণ 

L=x соз <+ysin <—p=0 


সরলরেখা 43 
এবং প্রদত্ত বিন্দু Қа, y), Lএর অযূলবিন্দু পার্শ্বে অবস্থিত। এখন Lag, 
সমান্তরাল এবং বিন্দুগামী সরলরেখার 
সমীকরণ, মনে কর 
L =x cos <-+-y sin <—p”=0 
ইহা! 2 বিন্দুগামী বলিয়া, 

Xı COs <+, Sin <—p”“=0. 
অতএব L সরলরেখা হইতে Рая 
নিণেয় দূরত্ব d= PR= MN 
-ОМ-ОМ 
-р“-р 
= -(р-р!) 
4--(р-х, cos < – у, sin x), ১০০৫1) 
দ্বিতীয়তঃ মনে কর P(x,, ya) বিন্দুটি £ এর মূলবিন্দুপার্শ্বে অবস্থিত 1 
অতএব পূর্বের হ্যায় d=PR=NM=- 
OM- ON 
-р-р/ 
-р-х, CIS «--у, sin 4, ...(2) 
মন্তব্য 1. মূলবিন্দু হইতে কোন 
সরলরেখার দূরত্ব সর্বদাই ধনাত্মক ধরা 
চিত্র 35 হইবে। 
মন্তব্য 2. PRT Lag অযূলবিন্দু পার্শ্বে অবস্থিত হইলে О এবং Р হইতে 
[এর দূরত্ব বিপরীত দিকে মাপিতে হইবে৷ P বিন্দু Lag মূলবিন্দুপার্শ্বে 
অবস্থিত হইলে O এবং Р হইতে [এর দূরত্ব একই দিকে মাপিতে হইবে। 
মন্তব্য 3. বিন্দুর অবস্থান Бает Laa মূলবিন্দুপার্শ্বে অবস্থিত হইলে, 
P বিন্দুগামী এবং [এর সমান্তরাল সরল- 
রেখাটির সমীকরণ হইবে 
x cos (<+=)+ y біп (+7)—p =0 
ইহা Р(х, уу) বিন্দুগামী বলিয়া 
— x: COS <— y, sin «-р” 
1. ае ММ= МО+ОМ=р'+р 


=p- х; COS <— y, Sin <. 
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অর্থাৎ (2এর অনুরূপ бе পাওয়া যাইতেছে: মূলবিন্দুপার্থে অবস্থিত 
বলিয়া ইহাই প্রত্যাশিত ফল৷ 


2 «те সরলরেখা 1, =ах++5у-+с=0 হইতে প্রদন্ত বিন্দু Р(х, у) 
“এর দুরত্ব (аа করিতে হইবে। 


প্রথমতঃ মনে কর £ বিন্দুটি ,-এর RAI অবস্থিত। ধর ০১০ 
তাহা হইলে 1.:কে পুনলিখিত করিয়া পাই, 


৫ b ৫ 
উল at уты 
L এর সহিত এই সমীকরণের তুলনা করিয়া পাই 
=— si এ 6. ৯০ 
“Уаз шуут; Урт ары >), 
অতএব (1) হইতে Р বিন্দু ও L, রেখার দূরত্ব 4 পাওয়া যায়: 
HL с axı byı 
“УЕ Жаз, а 
тау Ес 
ма" +b: 
ধর с<01 তাহা হইলে 10% পুনলিখিত করিয়া পাই 
у & с 
ЈР а = FEP” 
L এর সহিত এই সমীকরণের তুলনা করিয়া পাই 
4:48 А b -с 
бл аты е ұр» URE ৯০ 
অতএব (2) হইতে পাই 
৮৮৮11০০৬৮৮৮ Же! PEY 
| УР ула একি] 
= ОХАН Ру, с 
Маў +b 


সতএব Ps );) বিন্দু L, এর অধুলবিন্দু পার্শ্বে অবস্থিত হইলে P e L, 
; = , 2X1 + by, + 


9644444 বিপরীত (Банан হইবে | 
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Өне মনে. কর P বিন্দুটি £.এর মূলবিন্দুপার্শ্বে অবস্থিত। ধর: ০৯০. 
L, হইতে পাই б > 157) 


4 с 
Vath Jat Vath 


Laa সহিত ইহার তুলনা করিয়া পাই 
cosx=— _ sin <= ০০ р= کے‎ Lo 
Va +b? Va“ ы” уағы” 
তাহা হইলে (2) হইতে, P e Laaa দূরত্ব পাই 
Gae 1003 очах, ье. һу 
ма: Vath ушр" 
| a “Әу, +c 
Za +b 


| ধর ০৫০. তাহা হইলে L, হইতে পাই 


| Va +h 7 Јаз th Vath | 
এর সহিত তুলনা করিয়া পাই... 


соз ت‎ 


а ққа b 1148 А 
হা 29 


(2) হইতে P ও L, এর দূরত্ব পাই 
АРЕНАТА 
a+b” Ма” +h a+b 
=- (Stute) 
Ja EDIMI, 
অতএব Р(х, у.) বিন্দু Laaa TRAC অবস্থিত হইলে Ре L, এর দূরত্ব 
ax, +byı+ce 
SE yapo 
се d এর মান সমান (Бр হইবে। 
1 b 1 
(3) ও (4)কে একত্র করিয়া Ra পাই ৫২৭72, 
অনুসিদ্ধান্ত 1. (3) হইতে বলা যায় যে ৫ এবং 4 বিপরীত бетә হইলেই 
P বিন্দু L, এর эта 9020 অবস্থিত হইবে। 
অঙ্কুসিদ্ধান্ত 2. (4) হইতে বলা যায় যে c এবং d সমান (Бе যুক্ত হইলে ৮ বিন্দু 
L, এর মূলবিন্দু পার্শ্বে অবস্থিত হইবে। 


а (4) 
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УІ. প্রদত্ত: L=ax+by+c=0 বং аЬ y+ =0 
TATA অন্তভূত্ত сете সমদ্বিখগুক সরলরেখাদ্বয়ের সমীকরণ 
"নির্ণয় করিতে হইবে | 


মনে কর L ও Lt যথাক্রমে BA 
ও CA সরলরেখাদ্বয়ের সমীকরণ। এখন 
ВАС কোণের সমদ্বিখগুক ANaq 
উপর P (хуу) যে কোন বিন্দু 
লও। তাহা হইলে АВ ও АС 
হইতে সমদূরবর্তী এবং উভয় সরল 
চিত্র 37 রেখার যূলবিন্দু পার্শ্বে অবস্থিত। 
অতএব P হইতে L এবং [.এর দূরত্বের মান ও চিহ্ন সমান হইবে। 
৫%৩4৮)54644 xı +b”, +C 
va EBT Маз EDS `, 
асс aS сі 
уа? +b? Na * +b'° 


* (x,, V1) বিন্দুর সঞ্চার পথ 
ইহা একটি সরলরেখার সমীকরণ | 


এখন L ও 1/44 ETS অপর কোণটির সমদ্বিখগুক АУ” এর উপর Q(x,, Va) 
“একটি বিন্দুলও। তাহা হইলে Le L হইতে Q সমদূরবর্তী হইবে, কিন্তু 1, এর 
5454424 এবং 1/44 অমূলবিন্দুপার্থে Q অবস্থিত হইবে। অতএব О 
হইতে L এবং L এর দূরত্বের মান সমান কিন্তু চিহ্ন বিপরীত হইবে। 
аха+Буа-Ес _ ax. +b“ নি е 
Vatt 4৮487 
(хь, Ya সঞ্চার পথ একটি সরলরেখ! £ 
ax+by+c_ _ax-+by+ce (2) 
Уа” Ja sabe ” 


(1) ও (2)কে একত্র করিয়া সমদ্বিখগুকদ্বয়ের সমীকরণ পাই 


৪4৮৮০ ৪৮৮46 
Va +b va “+b? 
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УП. অরলরেখার পোলার সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে। 

প্রদত্ত L সরলরেখার উপর যে কোন বিন্দু £ 9) লও। মূলবিন্দু 0 হইতে [এর 
উপর ON ач টানা হইল । মনে কর 

ON=p এবং / ХОМ= х, 

আবার OP=r এবং / ХОР= 0. 

‚ অতএব OPN সমকোণী ত্রিভুজ 
হইতে পাই 

ОМ-ОР ০০৪ NOP 

অথবা p=r cos (6- «)...(1) 

ইহা! L এর উপরিস্থ যে কোন (79) 
বিন্দুর জন্যই সিদ্ধ হইবে | চিত্র 38 
অতএব ইহাই নির্ণের সরলরেখার সমীকরণ। 

অনুসিদ্ধান্ত 1. (1) হইতে পাই p=rcos 9 сов 4+r sin 0 sin <. কিন্তু 
Р বিন্দুর স্থানাঙ্ক (х, y) হইলে 


x=r cos 0, y=r sin Ө. 
.. P= xeos <+) sin <, 
ইহাই (1) সরলরেখার সমীকরণের কার্টেসীয় রূপ। 
অনুসিদ্ধান্ত 2. সরলরেখার সাধারণ সমীকরণ ( কার্টেসীয় ) হইল 
ax+by+c=0 
"এখন, x=r cos Ө, у= r sin 0 বসাইয়া পাই 
ағ сов 6+4 br sin + c= 0 


অথবা а сов 0+b sin 62 0, 


অনুসিদ্ধান্ত 3. যূলবিন্দুগামী সরলরেখার সমীকরণ হইবে ০৯ | এখানে А একটি 
9% কোণ। 


সমস্যা ও সমাধান 
1. প্রদত্ত (3,— 6) বিন্দুগামী এবং (4, 1 ও 2, 5) fas সংযোজক সরলরেখার 
=m সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় FF | 


(4,1) в 12,5) বিন্দুগামী সরলরেখার নতি-৮-ঠ---4১--, 
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fC সরলরেখার নতি. হইলে) m == 1514. 7:38. 0722 ей 

বরা -2т--і MSF x 

অতএব নির্ণেয় সরলরেখার সমীকরণ 

у-(-Ө-і(х-9) 
বা х-2у-15- 0. 

2. একটি ত্রিভুজের 'শীর্ষগুলি হইল 4(2, 0), B(3, 2),04,-3)। ত্রিভুজের 
বাহির ছে নি নত বর নল ЖОШ саги 96 
কর। 
মনে কর BC, СА, 80584 ыж” 


; 3%4 ,2-3 
“ এর স্থানাঙ্ক -নু--4, 2-3 অর্থাৎ д-ри 


4+2 % 
£এর স্থানাঙ্ক шы = _ অর্থাৎ E3,— 8)। 
2+3 0 
Рая স্থানাঙ্ক 2626р 0521 অর্থাৎ AG, D | 


2 


আবার BC নতি- 23 = এ 


4 


অতএব BCS লম্ব সরলরেখার 49-1, — (r mm = 1) 
-3-0 
СА 45 =- হা, 
CAG লম্বের নতি = 2. 
2-0 
АВ নতি=5_7=2. 


ABA түлі নতি=- 1, 
অতএব BCএর ач সমদ্বিখগুকের সমীকরণ )+-1(-7) 


64 % я » Уф х-3) 
АВ , % 2 ১০-17-7888) 
бсб সমীকরণগুলি হইল 2%-10-12-0 
4х-6)-21-0 


এবং 2х--4у-9-0. 
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প্রথম সরলরেখাদুইটি সমাধান করিয়া পাই 


22০৮ --і ж 
. 210-727 - 484427 –12+40 


теті” 7= B H 
| তৃতীয় সমীকরণের বামপক্ষে বসাইয়া পাই 2. 9-40 01) 9 
% -গ৮-1-9-69-6-6১-০-ভানপক্ষ। 
| অতএব নির্ণেয় ছেদবিন্দু (39, — 7р. 
f 3. একটি সরলরেখা (2,-1) দিয়া যায় এবং 3%4+2)-7=0 সরলরেখার 
সহিত 45% কোণ গঠন করে 1 সরলরেখাটির সমীকরণ নির্ণয় কর। 
মনে কর নির্ণেয় সরলরেখার নতি т | 


প্রদত্ত সরলরেখার নতি- —$. 
প্রদত্ত (2,— 1) বিন্দুগামী দুইটি সরলরেখা প্রদত্ত সরলরেখার সহিত 45° কোণ 
গঠন করিতে পারে। এক্ষেত্রে একটি কোণ 45° হইলে অপরটি অবশ্যই 45° | 


те) Te 
1++т(—$) 2—3m 


অতএব tan 45°= =1 


3 —45°)= — 1=2n+3 
এবং tan(—45°)= 22555 
চিত্র 39 
অতএব 2114 3-2- 3m এবং 2т-Е3--2--3т 
বা т--і এবং m=5, 
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অতএব নির্ণেয় সমীকরণদ্বয় 
у-(- 0=- 0х-2) এবং у-(–1)=5(х- 2) 
অর্থাৎ x+5y+3=0 এবং 5х-у-11=0 
4. দেখাও যে x—y—7=0, x+2y+6=0 এবং 2х+у—1=0 
সরলরেখাত্রয় সমবিন্দু। 
প্রথম সমীকরণ দুইটি সমাধান করিয়া পাই 


8 137. "сере 
23-3-і---ұ---0- зет! 


অতএব সরলরেখাগুলি সমবিন্দু। 
5. 1484 হইতে х вес 64) ০০৪০০ Ө=а এবং x cos 0—y sin 0 


=a cos 2 9 
সরলরেখাদ্বয়ের উপর অঙ্কিত ата দৈর্ঘ্য এবং p” হইলে প্রমাণ কর যে 
402472-545, 
-а -а сов20 
গা + Узвсе°Ө-Есовее%? 2 ৯ 4/сов%0--віһ30 


=+ 771 Т: = жа сов 2 0. 


= +a sin 0 cos 0 

= E} a sin 2 0. 
অতএব, asin 2 0= +2 p এবং a cos 2 0= + p° 
এখন 0 অপনয়ন করিয়া পাই 

а" (віп?20 +cos*29)= 4p? p2 
বা, 4р"+р^* =а?. 
6. প্রদত্ত x+y +1 =0 সরলরেখার লম্ব এবং (1, 2) বিন্দু হইতে 6 /2 একক 
দূরত্বে অবস্থিত সরলরেখাগুলির সমীকরণ নির্ণয় কর | 


সরলরেখা 51 


প্রদত্ত সরলরেখার নতি- - 1. 
ধর নির্ণেয় সরলরেখা! у=тх+с. 
т.(– 1)=-1, বা т-і. 
আবার (1,2) বিন্দু হইতে এই সরলরেখার দূরত্ব 
т1-2+с _ 


বা -1+с=+12 
с=13 অথবা- 11, 
অতএব бт সরলরেখাদ্বয় у= x+13 এবং y=x—11. 


7. দুইটি সরলরেখা 4+3/+4-50 এবং 12х--5у--4-0 এর মূলবিন্দু পার্শ্বে 
অবস্থিত কোণ-সমদ্বিখগ্ক সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর | 
Бой тает উপর যে কোন বিন্দু (৮, у) লও। এই বিন্দু হইতে 
প্রথম সরলরেখার দূরত্ব= ও রা, 
у +5° 
সমদ্বিখগ্ুকটি সরল রেখাদয়ের মূলবিন্দু পার্শ্বে অবস্থিত হইবে । অতএব উক্ত দূরত্ব 
দুইটির মান ও চিহ্ন সমান হইবে। 
4x 5 +4 ШЫ 12x + 5y +4 
5 1372;. 
বা 60x + ر25‎ + 20= 52+ 397+52 
বা. 8x — 14y 32. 
অতএব (х,у) বিন্দুর সধারপথই হুইল сй সমীকরণ 4х-7у-16, 
8. (3,0) বিন্দুগামী এবং (4,-3) বিন্দু হইতে সর্বদা У5 দূরত্বে অবস্থিত 
সরলরেখাগুলির সমীকরণ নির্ণয় কর। 
ধর, প্রদত্ত (3, 0) বিন্দুগামী সরলরেখার সমীকরণ 
y=m(x— 3) 
т4-(-3)-3т 
E аш 


এবং দ্বিতীয় সরলরেখার দূরত্ব = E 
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т-Е3 
| 95-4 Уш | 
বর্গ লইয়া চা 5(т? +1) =т°+6т--9 
বা 2m%— 3m—2=0 


বা @m+)m-2=0 . т-2,т--і. 
* নির্ণের সরলরেখাছয় y=2(x—3) এবং = —x-3) 
অর্থাৎ 2х-у-6 এবং x-+2y=3. 


9. একটি সরলরেখা 3х--у-5-0 ও x-+5y+3=0 এর ছেদবিন্দু এবং 
(3, 2) বিন্দু দিয়! যায়। ইহার সমীকরণ নির্ণয় কর। এই সরলরেখাটি эреке 
4 ও B তে ছেদ করিলে АОВ ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 

প্রদত্ত সরলরেখাদ্বয়ের ছেদবিন্দুগামী যে কোন সরলরেখার সমীকরণ 

3x+y—5+k(x+5y+3)=0, k= AF | 


এই সরলরেখা (3, 2) দিয়া যায়। 
অতএব : 33+2- 5+K(3+5.2+3)=0 


12 নি 
3х--у-5- (х--5у-Ғ3)-0 


সরল করিয়া পাই, 3х-у-7-0 
ике পাই, 2,2-1 

‚ অতএব সরলরেখা অক্ষদয়কে А(1, 0) এবং В(0,— 7) বিন্দুতে ছেদ করে 1 
অতএব |4241 O AB ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল 


74477 چا‎ 
10. দেখাও যে ৯» এর যে কোন মানের জন্যই x+y-4-AX4x-7y+3)=0 
সরলরেখাটি একটি নির্দিষ্ট বিন্দু দিয়া যায়। ইহার স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 
স্পষ্টতং x+y-4=0 এবং 4x-7y+3=0 সহ'সমীকরণদ্য়ের বীজ 
প্রদত্ত সমীকরণটিকেও সিদ্ধ করিবে । এই বীজ সরলরেখাদ্বয়ের ছেদবিন্দুর স্থানাঙ্ক 


নির্দেশ করিবে। সমীকরণ দুইটি সমাধান করিয়া পাই 


Штык AE MN 
3-28 -16-3 -7-4 


> (x= 5, 7,১13) ইহাই হইল উদ্দিষ্ট বিন্দু । 
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অনুশীলনী 6 

1. নিয়লিখিত সর্ত দেওয়া আছে, সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর : 

(ক) (6, 1), (4, 5) বিন্দুগামী উঃ 2x+y=13. 

(4) (5, 4, (-3,-7) বিন্দুগামী উঃ llx—8y=23. 

(গ) ае $ এবং (—4, 2) বিন্দুগামী উঃ 3x+7y=2. 

(4) (1,-5) বিন্দুগামী এবং (3, 3), (1, 5) বিন্দুদ্ধয়ের সংযোজক সরলরেখার 
їч | Ф х+4у+19=0, 

(ঙ) (2,-3) বিন্দুগামী এবং (0, 1) ও (1,—6) বিন্দুদ্ধয়ের সংযোজক সরলরেখার 
সমান্তরাল। উঃ 7х+у=11. 

2. নিম্নলিখিত সরলরেখাদ্বয়ের মধ্যবর্তী স্বন্মকোণটি নির্ণয় কর : 

(ক) x+y=5, x=0 উঃ 45°, 

(4) 2х+3у—5=0, 3х-2у-1-0 উঃ 90°. 

(4) 2x+3=0, x—3y=7 উঃ 90°— tan": 1, 

(q) 4х--10у--7-0, 8х--10у--9-0 উঃ tan? 19. 

3. (=2, 7) «ах (8, —4) RTS সংযোজক রেখাংশের মধ্যবিন্দুগামী লম্ব . 
সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর | উঃ 20x— 22) =27. 


4. (ক) দেখাও যে 2x— 71) + 10=0, 3x— 2y— 2=0 এবং х-7у--12-0 
সরলরেখাগুলি সমবিন্দু। (q) প্রত্যেকটি সরলরেখার যথাযথ চিহ্নসহ অক্ষছেদক নির্ণয় 


কর। W: (q). _ 5,803. %,-1; – 12,12. 
=) 2х-у-5-0 এবং 4x+2y-1=0 সরলরেখাদ্বয়ের ছেদবিন্দু এবং 
(2,— 1) বিন্দুগামী সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। Ф 2х--9у--27. 
6, (3,-4) 642х-7у-3 সরলরেখার কোন পার্শ্বে অবস্থিত? উক্ত বিন্দু 
হইতে সরলরেখার দুরত্ব নির্ণয় কর | উঃ অমূলবিন্দু পাৰ্শ্ব ; ЖУ } 
7. মূলবিন্দু হইতে 4х+у-7=0 সরলরেখার উপর অঙ্কিত লম্বের নতি নির্ণয় 
কর। উঃ (8075 1. 


8. মূলবিন্দু হইতে একটি সরলরেখার উপর অঙ্কিত লম্ব দৈর্ঘ্য p এবংউক্ত 
সরলরেখার অক্ষছেদক 2 ও D হইলে প্রমাণ কর যে 


ШИРА 
ait bsp 
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9. 2+ =1 সরলরেখাটি 2x—3y=1 এবং 3x—4y+6=0 এর ছেদবিন্দু 


দিয়া যায়। উহা x+ 2y=6 এর সমান্তরাল হইলে a ও b এর মান নির্ণয় <q | 
উঃ а= — 52, b= – 26, 

10. একটি চলমান সরলরেখার অক্ষছেদকদ্বয়ের অন্োন্যকদ্বয়ের যোগফল একটি 
FF হইলে দেখাও যে সরলরেখাটি একটি নির্দিষ্ট বিন্দু দিয়! যায়। 

П. দেখাও যে মূলবিন্দু হইতে 2х--у- 10-0, x+2y=10, এবং х-4у 
1/316 এর উপর অঙ্কিত লঙ্গগুলির পাদবিন্দুসমূহ একরেখীয় হইবে। 

12..4(2, 0), В(— 2, 0) এবং С(3,-3) তিনটি প্রদত্ত বিন্দু এবং P একটি 
চলমান বিন্দু। যদি 

PA*+ PB =2PC? হয়, তাহা হইলে দেখাও যে P এর সঞ্চারপথ একটি 
সরলরেখা হইবে। 

13. ABCD একটি বৰ্গক্ষেত্ৰ । 4 এবং C দুইটি নিদিষ্ট পরস্পর z সরলরেখার 
উপর গতিশীল হইলে দেখাও যে B একটি নির্দিষ্ট সরলরেখার উপর গতিশীল হইবে | 

14. দেখাও যে একটি ত্রিভুজের শীর্ষগুলি হইতে বিপরীত বাহুর উপর অঙ্কিত 
লঙ্বগুলি সমবিন্দু | 

15. একটি ত্রিভুজের বাহুগুলির সমীকরণ 3х--4у--7-0, 4x4 3y— 21 =0 
এবং 12%-5)+38=0। fagor শীর্ঘকোণগুলির সমদ্বিধণ্ডকগুলির ছেদবিন্দুনির্ণন 
কর ( অর্থাৎ অন্তলিখিত ত্রিভুজের কেন্দ্র )। উঃ (88, 3%). 

16. ax+by+c=0 সরলরেখার সহগগুলির মধ্যে a+b=k.c, (k FTF 240) 
সম্পর্ক বিগ্বমান। দেখাও যে সরলরেখাটি একটি নির্দিষ্ট বিন্দুগামী | 

17. 3x-4y+l1=0 এবং 4х+3у—1=0 эңе হইতে সমদূরবর্তী 
বিন্ুগুলির সঞ্চারপথ নির্ণয় কর! [উঃ x+7y-2=0,7x—y=0] 

18. দেখাও যে দুইটি সরলরেখার মধ্যবর্তী কোণহয়ের সমদ্বিখণ্ডকদুইটি পরস্পর nN 
হইবে। 

19. একটি ত্রিতৃজের তৃমির প্রান্ত faqe (— 2, 4), (-1, 3) এবং fagat 
ক্ষেত্রফল { হইলে তৃতীয় শীর্ষের সঞ্চারপথ নির্ণয় কর | উঃ x+y=ll. 

20. প্রদত্ত (॥, k) বিন্দু হইতে Ах+Ву+С=0 সরলরেখার উপর FS 
"46444 সরলরেখাটির কোণ-সমস্বিগপ্তকপ্তলির সমীকরণ নির্শর্ব কর। 
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21. (3,—2) বিন্দুগামী এবং V3x+y=l সরলরেখার সহিত 60° কোণে 
আনত সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর : ! 
(উঃ у--2-0, у— +/3%+-24+34/3-0) I 
22. (1,2) বিন্দুগামী একটি রশ্মি X অক্ষের 4 বিন্দুতে প্রতিফলিত হইয়া (5, 3) 
বিন্দু দিয়া A বিন্দুর স্থানাঙ্ক fia কর। আপতিত রশ্মি হইতে 2 একক দূরত্বে 
অবস্থিত উহার সমান্তরাল সরলরেখা দুইটির সমীকরণ নির্ণয় কর | উঃ (85 0) 
23. প্রদত্ত (2,—3) বিন্দুগামী সরলরেখাগুলির উপর মূলবিন্দু হইতে অঙ্কিত লম্বের 
পাদবিন্দুর সঞ্চারপথ নির্ণয় কর | উঃ x*+y*=2x- 3). 
24. একটি সামান্তরিকের বাহুগুলির সমীকরণ 


Бер Е Татты Халы) 
PEN? EÊ ra E s = 


প্রমাণ কর যে সামান্তরিকের কর্ণদ্বয় পরস্পর লম্ব। 
. 25. একটি ত্রিভুজের বাহুগুলির সমীকরণ x= 0, 
y=mx+c, এবং y=m,x+c,. 


ত্রিতৃজটির ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। উঃ р) 


т. = т 


° . + 
ч 4% অধ্যায়, 
' . 30 (Circle ) 
L. বৃত্তের সমীকরণ নির্ণর করতে হইবে । + » এ 
жей: একটি চলমান বিন্দু nám একটি নির্দিষ্ট বিন্দু হইতে স্থির দুরত্ব বজায় 
রাখিয়। চলিতে থাকিলে বিন্দুটির সঞ্চারপথ একটি বৃত্ত হইবো নির্দিষ্ট বিন্দুটিকে বৃত্তের 
কেন্দ্র এবং স্থির দূরত্বটিকে বৃত্তের ব্যাসার্ধ বলা হয়।  * ॥ 
1. কেন্দ্র (<, 9) এবং iir হইলে! বৃত্তের সমীকরণ fada করিতে 


kd 


v| ৮৮৮ চলমান বিন্দুর যে কোন অবস্থান Р(х, y) লও | 
| P (2,9) C(t, в) বিন্দু হইতে Р(х, у) এর দূরত্ব r হইলে, 
* CP =F, 
š ১০-04-00৮0) 
x ইহাই FC বৃত্তের সমীকরণ | 
б 1 কেন্দ্র যদি মূলবিন্দু (0, 0) হয়, তাহা হইলে 
চিত্র 40. + সমীকরণটি হইবে 
Шау” x+y? =r? .۰)2( 
2. বৃত্তের সাধারণ সমীকরণ নির্ণর করিতে হুইবে। 
с সমীকরণ (1) হইতে পাই 
১৯424 5-28145+8-৮50 03) 


এই সমীকরণটিতে х,у", x, ও Pyat এবং* চল্‌বিহীনপদ মোট পাচটি পদ 
রহিয়াছে। কিন্তু x e y যুক্ত সাধারণ দ্বিঘাত সমীকরণ হইল 
ах*-+2һху-+ЕЬу*#-+-2 'х-++2/'у-Ес'=0 
এই সমীকরণে 8-0, ৫০ ধরিয়া পই ax? +ay®+2gx+2fy +e =0. 
‚ উভয় পক্ষকে এ Ж] ভাগ করিয়া পাই 
ж 2f” 


+ x رج‎ 2 srr у%2--0 


অথবা x +° хал c=0, (4) ( নতুন সহগ লিখিয়া ) 1 
এই সমীকরণ (3) এর পূৰ্ণ অনুরূপ অর্থাৎ (4)-এ x°, yt, x ও y যুক্তপদ এবং 
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চট ымы Ыл অতএব (4) হইল বৃত্তের সাধারণ 


সমীকরণ | š ç ° А 
(3) аа সহিত (4) এর তুলনা রুরিয়া, পাই LEE М 
-45g B=] এবং HAr ж.” 
<= --%, 8--4 т 
এবং г®=«-Е8%—с s. 


е» гі сасады Г | 2% 

অতএব (4) тя стя (g-t) ы 

বং ব্যাসার্ধ r= VEE 

3. саа яа আছে, বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় 
করিতে হইবে। 4 

মনে কর 4(%4, )5).এবং 8129১ Ye) দির 
বৃত্তের কোন ব্যাসের প্রদত্ত প্রান্তবিন্দুদধয় । š 

বৃত্তের উপর যে কোন চলমান P(x, y) ‘বিন্দু 
481 তাহা হইলে АРВ কোণটি 4494 কোণ 
হইবে। 2 

অতএব AP ВР পরস্পর লম্ব হইবে । . 2 চিত্র 41 


কিন্ত AP সরলরেখার নতি %-- এবং HE ед а=) 


B {22 ১12) 


ег 
: 4, Ай бә.” 
Cu жыр, ури হর? ү 
অথবা (х-ха(ж-х,)(у-уіУ-у)-0. ৯. 
ইহাই হইল নির্ণেয বৃত্তের সঁমীকরণ। ® 
4. তিনটি প্রদত্ত বিন্দুগানী একটি বৃত্তের সমীকরণ Ма করিতে 
হুইবে। 
মনে কর প্রদত্ত বিন্দুত্রয় (Ха, ya), (gs, Ya) এবং (Xs, ү, বৃত্তের সাধারণ 
সমীকরণ হইল  & ” 
x*+y*+2gx+2fy+c=0 (1) Т 
* এই সমীকরণে g, f, c এই সহগ তিনটি নির্ণয় করিলেই বৃত্তের সমীকরণ নির্গীত 
হইবে। এখন প্রদত্ত бая দিয়া যদি (1) বৃত্ত যায় তাহা হইলে [77148 
সমূহ (1)-কে সিদ্ধ করিবে 1 
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. җ*+у,°-Е2вху+2/у,+с=0 
Xa Hya? + 2gx, +2, Ес=0 
xs Hya? +2gxs + 2fys +c=0. 
এখন g, f, ০ এই তিনটি অজ্ঞাত রাশিযুক্ত এই তিনটি একঘাত সমীকরণ সমাধান 
করিলেই g, f, c এর মান পাওয়া যাইবে । এই মানগুলি সমীকরণ (1)-এ g, f, c এর 
স্থলে বসাইলেই নির্ণয় বৃত্তের সমীকরণ পাওয়া যাইবে | 


5. х°+у%—а° সমীকরণকে স্থিতিমাপক (Parametric) কূপে প্রকাশ 
করিতে হইবে | 


বৃত্ত x° +y" এর উপর P(x, y) যে কোন 


Р (x,y) 
A বিন্দু লও | P হইতে х অক্ষের উপর PN = টান | 
PA x মনে কর ZPON=0| তাহা হইলে ON = x= 


асов0, NP=y=a sin 0) এখন 0 এর মান 


0 হইতে 2 পর্যন্ত পরিবতিত করিলে বৃত্তের উপরিস্থ 
বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক x ও y পাওয়া যাইবে | তাই 
চিত্র 42 x=a Сов 0, y=a sin 0 


এই সমীকরণ দুইটি বৃত্তের সমীকরণ প্রকাশ করে। Ө এর মাধ্যমে বৃত্তের উপরিস্থ 
বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক প্রকাশিত হয় বলিয়া 0 কে এক্ষেত্রে স্থিতিমাপ ব| প্যারামিটার 
বলে। 


6. একটি প্রদত্ত বৃত্ত এবং প্রদত্ত সরলরেখার ছেদবিন্দুগ'মী যে কোন 
বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে। 

মনে কর প্রদত্ত বৃত্তের , সমীকরণ S= 
X*+y*+2gx+2/y+c=0 

এবং প্রদত্ত সরলরেখার সমীকরণ [= 
Ix+my+n=0 | 
` তাহা হইলে L সরলরেখা S qaa 
সাধারণভাবে ছুইবিন্দুতে ছেদ করিবে। 
ছেদবিন্দুদ়েরস্থানাঙ্কগুলি 5550 এবং 1.0 
উভয় সমীকরণকেই সিদ্ধ করিবে। « 


তাহা হইলে S-r2ALSm0, (аар), (1) 
` 
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সমীকরণটিও এ বিন্দদ্বয় দ্বারা সিদ্ধ হইবে। অতএব (1) সঞ্চারপথটি L ও S এর 
ছেদবিন্দুগামী হইবে । কিন্তু (1) হইতে পাই 
х*%+у*+2вех-+2/у-++с+2М(1х-+ту-+п)=0 
বা **+)*+2g+D)x+2f+MmMmbp+c+2m=0. 
কিন্তু ইহ! একটি বৃত্তের সমীকরণ | а 
অতএব (1) 1044 বৃত্তের সমীকরণ 1 
অনুসিদ্ধান্ত 1. Ал এর বিভিন্ন মানের sg Le 5 এর ছেদবিন্দুগামী অসংখ্য 
বৃত্ত পাওয়া যাইবে । ইহাই প্রত্যাশিত। কারণ পূর্বেই দেখান হইয়াছে, তিনটি নির্দিষ্ট 


шені СОРЫ দুইটি স্থির বিন্দুগামী অজন্র 48 পাওয়া 


নি দুইটি প্রদত্ত বৃত্ত 5-0 এবং S”=0 এর ছেদবিন্দুগামী যেকোন 

বৃত্তের সমীকরণ হইবে 
S+aS =0. 

құз) asa হইতে ছেদিভ বৃত্তের জ্যা দুইটির দৈর্ঘ্য নির্ণয় করিতে 

64 1 

মনে কর {йа সমীকরণ S= x+y + 2gx + 2fy+c=0 

x অক্ষের সমীকরণ y =0. 

S=0-a বসাইয়া পাই 

x°+2gx+c=0. 41 

ইহা x এর একটি ҹә সমীকরণ। অতএব 
এই সমীকরণের দুইটি বীজ আছে । এই বীজদুইটি 
x অক্ষ বৃত্তটিকে যে দুই বিন্দুতে ছেদ করে সেই বিন্দু 
দুইটির ভুজ নির্দেশ করিবে | чат xa, x, হইলে. 


এবং 0948494 4 ও B হইলে 04=х,, OB= x, | এখন (1) হইতে পাই 
x, +xəs= – 2g 
X; x. =c. 
অতএব х অক্ষ হইতে ছেদিত জ্যার দৈর্ঘ্য = AB 
=04- OB 
шХ1- Xo 
= V(Xi + x2)? —4x, xs 
= V4g* — 4c 
=2 /gš—c. 
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অনুরূপভাবে 5=০-এ x= o বসাইয়া দেখান যাইবে যে у অক্ষ হইতে ছেদিত 
জ্যার দৈর্ঘ্য 
Ср=2ү с 
8. প্রদত্ত х'+у°=а°.-(1) বৃত্ত সাপেক্ষে প্রদত্ত (x1, Y1) বিন্দুর 
" অবস্থান নির্ণয় করিতে হইবে। 
P б যদি বৃত্তের বাহিরে অবস্থিত হয়; তাহা হইলে OP দূরত্ব বৃত্তের ব্যাসার্ধ 
অপেক্ষা বৃহত্তর হইবে | : | 
বিন্দু বৃত্তের পরিধির উপরিস্থ হইলে 0P= IT হইবে। P বিন্দু বৃত্তের 
অস্তর্দেশে অবস্থিত হইলে OP দূরত্ব ব্যাসার্ধ অপেক্ষা ক্ষুদ্রতর হইবে। 


অতএব (xa, ул) 840 বৃত্তের বহির্দেশে, উপরে বা অন্তর্দেশে অবস্থিত হইবার সর্ত 
যথাক্রমে x, +y (° >= <a | 


সমস্যা ও সমাধান - 
21. একটি বৃত্তের কেন্দ্র 2х+4у—3=0 সরলরেখার উপর অবস্থিত এবং еб 
0,-1) ও (3,— 2) বিন্দুগামী 1 বৃত্তটির সমীকরণ নির্ণয় কর। 
মনে কর বৃত্তের কেন্দ্র (ç, 8) এবং ব্যাসাধ+৮। তাহা হইলে аба সমীকরণ 
(x-")*+()-6)=7". প্রদত্ত সর্তাহ্সারে 
2€+40-3-0, (1) 
এবং (€₹-2)*+(9+1)5-7-(-3)+(094+2)* 
.. 44+4 +8° +28+1=<x"—6x+9+B8*+48-+4 
ЗЧ 5-2-4-0:2 ...(2) j 
(1) ও(2) সমাধান করিয়া পাই 


< д "AO 1 
-16-3 -3+8 -2-4 
524519 -5 
КАБЫШ RE 
С т- [19 


2040৭ 
кекете зер E- 


2 কোন বৃত্ত x অক্ষকে মূলবিন্দু হইতে 3 একক দূরে স্পর্শ করে এবং ) অক্ষ 
হইতে 6 একক ছেদিতাংশ কর্তন করে | বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর | 
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মনে কর 440 y অক্ষকে 4 ও B তে ছেদ করে এবং L. বিন্দুত x অক্ষকে স্পর্শ 
করে? 

А B=6,0L=3=NC; С বৃত্তের কেন্দ্র। মনে কর 4BLCN.: 
তাহা হইলে АМ-ВУ-3, ІС-СВеч( 41 তাহা হইলে ВС? 
BN: + МС? =3°+3°=18 

BC=3/2=LC=ts | 

বৃত্তের কেন্দ্র (3, 3⁄2) | 

fes эри আরও তিনটি বৃত্ত অঙ্কন করা যাইতে পারে। ইহাদের কেন্দ্রগুলি 
হইল (-3,3/2) (-3,-3У2) (3,-3%/2)। এই চারিটি বৃত্তের নির্ণের 
সমীকরণ (x +3)°+(y+ 3 /2)°=(3 /2)° 

অর্থাৎ 2 +p 4 6356 /2у--9-0. 

এক্ষেত্রে 545% গুলিকে + +, + —,— —,— +. এই ভাবে লইতে 
-হইবে। 

3. একটি বৃত্ত একটি ত্রিভুজের (a, о), (а, а), (o, 24) দীর্ঘতর দিয়া বায় বৃত্তের 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 

মনে কর বৃত্তের সমীকরণ x° + ৮4+ 29% + 2fy +c =0. 

ইহ! প্রদত্ত বিন্দুগুলি দিয়া যায়। অতএব 


а%+2ае+с=0 (1 

a*+a*+2ag+2af+c=0 52) 

4a" +4af+c=0 ...)3( 
(240) করিয়া পাই a° 207-0," у= +£ 


(3)-তে বসাইয়া পাই 4а*—4а2 +e=0;.. с=—2*. 


(D-a тїй! পাই ৫*+248-24+-0$ .. дер. 


অতএব বৃত্তের সমীকরণ, х?) Рах ау– 2а° =0. 
4. প্রদত্ত বৃত্ত z" +у"+4х— 6)—3=0 এবং সরলরেখা 2x+y=4 এর, 
ছেদবিন্দু এবং (— 1, 2) বিন্দুগামী অপর বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে | 
প্রদত্ত বৃত্ত ও সরলরেখার ছেদবিন্দুগামী যে কোন সরলরেখার সমীকরণ 
x*+y"+4x-6y—-3+X2x+y- 4)=0. 
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এই বৃত্ত (1, 2) দিয়া যায়। অতএব 
1+4-4-12-3+M-2+2-4)=0; .' х= – 5. 
* Вб সমীকরণ *+/৭+4-6- 3- 5(2৮+-4)-0 
বা 2(x*+y*)— 6x—19y+22=0. . 


অনুশীলনী 7 
1. বৃত্তের কেন্দ্র ও ব্যাসার্ধ দেওয়া আছে; বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর : 
(ক) (5,-2); 5 উঃ **+y*-10x+4y+9=0 
(ч) (—3,—7); 6 
() (,2У2;3 উঃ х3-ыу:-4х-4/2у--3-0 
(4) (2, 2);2 


2. ব্যাসের প্রান্তদ্বর দেওয়া আছে; বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় 44: 
(ক) (а, о), (о, b) 
(3) (=a, о), (а, 25) ©: x*+y*°+aes-(a+2b)y+ 3ab=0. 
(গ) (2,1), (5, 4) 
(4) (2 cos 30°, 2 sin 30°), (3,—2) 
উঃ ০4)5-(/3+3)%4+-)-3 ل‎ 3-2-0. 


3. নিম্নলিখিত বৃত্তগুলির কেন্দ্র ও ব্যাসার্ধ নির্ণয় কর £ 


কে) 2৮*+2১*-5৮+7/--০ & (87), 1⁄2. 
(খ) ৮*+*-8৮+8/+8-0 | উঃ (4-11. 
0) s(@e+y9)+5x-+5y+2=0 উঃ C) VI 


4. দেখাও যে নিম্নলিখিত বৃত্তগুলির কেন্দ্র একরেখীয় £ 
х +y*+4x-4y+6=0, 2৮*+-2),4-12+4)+6-0 
এবং x*+y*-16y+5=0 
5. *'+)*+4%-4)+6=0 বৃত্তের অক্ষছেদিতাংশ দুইটি নির্ণর কর। 
উঃ 2,2. 


6. প্রমাণ কর যে х?+у:=4 এবং х®+у#— 10х--16-0 TO পরস্পরকে 


Че স্পর্শ করে | -( ইঞ্জিতঃ কেন্দ্রদ্য়ের দূরত্ব ব্যাসার্যনবয়ের অন্তরফল ) | 
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7. (3,1) এবং (10, 8) বিন্দুদ্ধয়গামী একটি qara x অক্ষ স্পর্শ করে। বৃত্তেয় 

সমীকরণ নির্ণয় কর। ( ইঙ্গিত: *-অক্ষ даса সমা পতিত বিন্দুতে ছেদ করে ) | 
(উঃ caa (- 2, 13), (6, 5)। 
8. একটি বৃত্তের ব্যাসার্ধ 2, тей (1,-1) বিন্দু দিয়া যায় এবং x অক্ষ বৃত্তকে 
স্পর্শ করে। বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর। (উঃ сата 1+ ,/3,-2) 
9. প্রদত্ত x°+y°—8x+2y+8=0 এবং x°+y*—2x+4y+1=0 

` TOA сияны এবং (— 1, 1) বিন্দুগামী বৃত্তের সমীকরণ নির্ণর কর। 

উঃ 11)x* +y°)+ 32%+62- 52-0. 
10. 48 x°+y*—4x— 10у--4-0 এবং সরলরেখা х+2у— 1=0 এর 


ছেদবিন্দু Бий কর। উঃ (1,181). 
П. фёх*+у°%=16 দ্বারা সরলরেখা x+y=2 হইতে ছেদিতাংশ নির্ণর 
কর। % 4/14. 


12. 5 ব্যাসার্ধ বিশিষ্ট একটি বৃত্ত % অক্ষ হইতে 2 ছেদিতাংশ কর্তন করে। 
বুত্তটি (1, 0) বিন্দুগামী। বৃত্তের সমীকরণ নির্ণর কর। 
উঃ (x— 2)°+(y+ 2 /6)° =25, x*+(y+2 /6)* =25. 
13. প্রমাণ কর যে দুইটি নির্দিষ্ট বিন্দু হইতে একটি সঞ্চরণশীল বিন্দুর দুরত্দ্বয়ের 
অনুপাত 484% হইলে, উক্ত বিন্দুর সঞ্চারপথ একটি বৃত্ত হইবে 1 | 
14. х%4у"-а% që কতৃক Іх+ту=1 এর ছেদিতাংশকে ব্যাস লইয়া 
অঙ্কিত বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর। 
8: (4--т?%)х3--у%)-2х-2ту-а%(8-т3)--2-0 
15, x° +y*=32 বৃত্তের সাপেক্ষে (2, 3), (1,- 1), (5, 6), (4,— 4), (3,— 7) 
বিন্দুগ্ুলির অবস্থান নির্ণয় কর | 
16. প্রমাণ কর ст е x° +y°j2ax+ c =0 এবং x°+y'+2by-+ c? 


=o পরমপরকে পর্ণ করিবে বদি 21461). হয়। 

17. ABCD বরগক্ষেত্রের বাহুর দৈর্ঘ্য a | AB e AD কে span ধরিয়া প্রমাণ 
কর যে বর্ক্ষেত্রের উপরিলিখিত ( cricumscribed ) বৃত্তের সমীকরণ **+)y*= 
а (x+y). 

18. একটি বর্ক্ষেত্রের চারিটি শীর্ষ হইতে কোন একটি বিন্দুর দূরত্বগুলির 
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বর্গসমূহের যোগফল একটি anqa হইলে প্রমাণ কর যে উক্ত বিন্দুর সঞ্চারপথ একটি 
বৃত্ত হইবে। ° 

19. দুইটি প্রদত্ত বিন্দু B ও C এর স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (3,0) ও (-2,0) 
L BAC=90° হইলে প্রমাণ কর যে ABC ত্রিতৃজের ভরকেন্দ্রের সঞ্চারপথ একটি ге 
হইবে। উঃ x*+y°=1 

20. প্রদত্ত gam x°+y'+2x+3y+1=0 এবং x°+y*'+4x+4y+2 
=0 এর সাধারণ জ্যাকে ব্যাস ধরিয়া! অঙ্কিত বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর। 

উঃ »*+y:+2y=0. 
21. BR হইতে x"+y"=ax+by বৃত্ত এবং 2+৯-। সরলরেখার 


caf সংযোজক বৃত্তের জ্যা দুইটির অন্তর্বর্তী কোণ নির্ণয় কর। 

22. কোন একটি বিন্দু হইতে অঙ্কিত বৃত্তের বিভিন্ন জ্যার প্রত্যেকটি эрэр 
দ্বার! গঠিত আয়তক্ষেত্রের ক্ষেত্রফল একটি sqa | ইহা প্রমাণ কর। 

23. প্রদত্ত 2৮*+2৮- 9х4 8y+10=0 এবং Зх? + 'y2— 24х—5у+ 
40=0. বৃত্বদ্বয়ের সাধারণ জ্যার সমীকরণ নির্ণয় কর | 

ЗБ: 5+3=0 таб প্রদত্ত тетла свича দিয়া যায়। x= - 3 
ধরিলে 5+7=0 একটি সরলরেখা৷ হইবে। এই সরলরেখাটি অবস্তই উক্ত ছেদবিন্দু় 
দিয়া যাইবে। ইহাই Бб সাধারণ জ্যা হইবে। 


z 2х°-+2у°— 9x4 8y + 10—3(3x"+3y3— 24x— 5y +40)=0 
সরল করিয়া পাই, 21%+34/- 50. ইহাই নির্ণের সাধারণ егі | 
24. একটি সমবা ত্রিভুজের ছুই 44 (0,0) এবং (6, 0) | তৃতীয় শীর্ষ প্রথম 
পাদে অবস্থিত হইলে ত্ৰিভুজটির উপরিলিখিত বৃত্তের সমীকরণ নিরশর কর : 
Ë উঃ x°+y'=6x—24/3y=0. 
25. প্রমাণ কর যে чен ও প্রদত্ত সরলরেখাদয় 
ax+by+০=0 এবং bx+ay+c=0 এর ছেদবিন্দু চারিটি «атат | 


শঙ্কুচ্ছেদ ( Conic Section ) 
কোন সমতল যদি একটি লশ্ব-বৃত্তাকার ECF ছেদ করে তাহা হইলে উক্ত 
প্রক্রিয়ায় লন্ধ ছেদরেখাকে শঙ্ছুচ্ছেদ বলা হইয়া খাকে। এই ছেদরেখা নানা রকমের 
হইতে পারে। “ұс প্রকৃতি নির্ভর করিবে শঙ্-সাপেক্ষে সমতলটির অবস্থানের 
উপর। সমতলটি যদি শদ্ধুর বৃত্তাকার ভূমির mawaq হয় 
তাহা হইলে ছেদরেখা একটি বৃত্ত হইবে। ছেদীসমতলটি 
Фе “ЧИ ভূমির সমান্তরাল না হয় তাহা হইলে сач). 
жне X রশ বিভিন্ন প্রকৃতির হইবে। সমতলটি যদি শঙ্কর শীর্ষ দিয়া 
бае যায় তাহা হইলে দুইটি সরলরেখা পাওয়া যাইবে॥ অন্যথায় 
অধিরৃত্ত উপবৃত্ত ও পরাবৃত্ত এই তিন প্রকারের - ছেদরেখ। 
পাওয়া যাইতে পারে। 
ба 46 উল্লিখিত রেখাগুলির ধারণা শঙ্কু-সমতল ছেদন প্রক্রিয়া 
হইতে প্রাথমিক ভাবে জন্ম লাভ করে। এই 54% উক্ত রেখাসমূহকে শঙ্কুচ্ছেদ, 
( কণিক সেকৃদন ) বল! হইয়া থাকে | 
L жасыма জ্যামিতিক 2091: 
একটি বিন্দু যদি একটি সমতলে এমনভাবে চলিয়া বেড়ায় যেন একটি নির্দিষ্ট বিন্দু 
হইতে উহার দূরত্ব সর্বদাই একটি নির্দিষ্ট সরলরেখা (এ পূর্ব নির্দিষ্ট বিন্দুগামী নয় ) 
হইতে উহার দূরত্বের সহিত স্থির অনুপাত রক্ষা করে তাহা হইলে & চলমান বিন্দুর 
সঞ্চারপথকে эин বলে। এ T кы 
এবং স্থির অনুপাতটিকে বলে Berras] | 
মনে কর F একটি স্থির বিন্দু এবং L একটি স্থির 
সরলরেখা | উৎকেন্দ্রতা e ছার! স্থচিত হইল। P হইল 
সঞ্চরণশীল বিন্দু। ЕР যোগ কর এবং Р হইতে L এর 
উপর PM a টান। 


তাহা হইলে শশ্কুচ্ছেদের সংজ্ঞ| অনুযায়ী 
FP. 


ешр! ye 


PM 
H. S. Сеот,—5 


সরলরেখাদ্বর 
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অথবা, ЕРзехРрМ (1) 
এখন e এর বিভিন্ন মান অনুযায়ী বিভিন্ন রকমের শঙ্থচ্ছেদ পাওয়া যাইবে। 
е<1 হইলে শঙ্কুচ্ছেদকে উপবৃত্ত বলা হইবে, 
` e=1 হইলে শঙ্কুচ্ছেদকে অধিবৃত্ত বলা হইবে, 
৪১1 হইলে শঙ্কুচ্ছেদকে পরাবৃত্ত হইবে | 
উপরোক্ত চিত্রে স্থির বিন্দু F হইতে স্থির সরলরেখা [এর উপর FZ ач টানা 
হইল। এই 94 যদি 2 বিন্দুর সঞ্চারপথকে А বিন্দুতে ছেদ করে তাহা হইলে এই 
ছেদবিন্দুকে (4) শঙ্কুচ্ছেদের শীর্ষ বলা হইবে। ZF সরলরেখাটিকে বলা হইবে 
=s өңі এখন F হইল নাজি, এবং М2 হইল নিয়ামক | আবার সংজ্ঞা 


АЕ=вх AZ (2) 
এখন ЖЕ অক্ষকে প্রতিসম অক্ষ AM £এর প্রতিসম বিন্দু পাই P“ | এই বিন্দুটিও 


Рад সঞ্চারপথের উপরই অবস্থিত হইবে। অতএব অক্ষটি হইবে শঙ্কুচ্ছেদের প্রতি লম 
অক্ষ ( Axis of Symmetry ) | 


আবার স্থির বিন্দু F দিয়া অক্ষের উপর ач টান এবং উভয় দিকে প্রসারিত কর। 
এই ач সঞ্চারপথকে Q, O বিন্দুতে ছেদ করিল। তাহ। হইলে QQ яч দৈরধ্যকে 
বলা হইবে শঙ্কুচ্ছেদের (еч (Latus Rectum) | 

মন্তব্য : বৃত্ত এবং দুইটি ছেদী সরলরেখাও বিশেষ ধরনের শঙ্কুচ্ছেদ হিসাবে 
পরিচিত। e যদি ক্রমশঃ খুবই ছোট হইতে থাকে তাহ! হইলে উপবৃত্ত ও TM: একটি 
বৃত্তের রূপ ধারণ করিতে থাকে। 

সমান্তরাল সরলরেখাও বিশেষ ধরনের শহ্কুচ্ছেদ হিসাবে গণ্য হইয়া থাকে 1 

অনুসিদ্ধান্ত 1. নাভি এবং নিয়ামক দেওয়া থাকিলে প্রতিটি শঙ্কুচ্ছেদকে x ও y- 
এর দ্বিঘাত সমীকরণরূপে প্রকাশ করা যায়। 

নাভি এবং নিয়ামকগামী সমতলে যে কোন ОХ, OY zm অক্ষ লও | 
[Y Р(х,у মনে কর (х,у) হইল প্রদত্ত নাভি এবং 
L=ax+by+c=0 হইলপ্রদত্ত নিয়ামক। Р(х, y) 
শঙ্কুচ্ছেদের উপর যে কোন বিন্দু। M হইল P 
হইতে [এর উপর অঙ্কিত асе পাদবিন্দু। 

. ЕР= /(x—xi)'T(y— уа)? 


ax+by+c 
এবং PM "Ë Уаз ` 


Е (2.31) 


сэт + 67 


‚ সুত্ৰ (1) এ বসাইয়া পাই ча,” 
ж কউ = ас +by+ 
V(x- х1) (уа) = + ае, 
উভয়পক্ষের বর্গ লইয়া পাই, (x- x1) +y- y) = (xt byt cen 


а +b: (3) 

বা (а*+Ь°)(х— x) +y- уз) } =e (axt byte) 

বা (а ix? +y- xx ауу) +x ° Еу, | = 62065৮18৯9৭ 

+ 2abxy + 2асх-Е2Ьсу+ с?) 

বা (а%--8%- а?е?)х? — 2abe*xy +(a* +b — ৮০০৪) 2(а%--Ь%) 
xı + ace fx— 2i(a* +b°)y, + bce*}y + (a +b%Xx,* + y,2)— е?с® =0, 

এখানে x°, у", xy, x, у-{ পদ এবং চলবিহীন পদ রহিয়াছে | 

অতএব শঙ্কুচ্ছেদের সাধারণ সমীকরণের রূপ হইল x ও )এর সাধারণ দ্বিঘাত 
সমীকরণের রূপ। অতএব শঙ্কুচ্ছেদের সাধারণ সমীকরণ 

Ax°+2Hxy+ By* +2Gx+2Fy+C=0. 4) 

মন্তব্য : বিপরীতক্রমে দেখান যায় যে xw yaq দ্বিঘাত সাধারণ সমীকরণ 
কোন না কোন শহ্ুচ্ছেদকেই প্রকাশ করে। 

U. শঙ্কুম্ছেদসমূহের সমীকরণ নির্ণর করিতে হুইবে। 

প্রথম অধ্যায়ে বলা হইয়াছে যে অক্ষ পরিবর্তন করিলে সমীকরণের আকুতি বা 
রূপ পরিবতিত হইতে পারে, কিন্তু সঞ্চারপথ বা লেখচিত্রের আকৃতি এবং প্ররুতি বা 
ধর্ম অপরিবতিত থাকে । তাই শঙ্থুচ্ছেদের সমীকরণ-নির্ণয়ের প্রশ্নে যে কোন 
ন! 9811 প্রয়োজন অনুযায়ী অক্ষ বাছিয়| লওয়া হইবে। এক্ষেত্রে 849 নৃতন কোন 
জ্যামিতিক সর্ত সংযোজিত করা চলিবে না। এইভাবে অক্ষ নির্বাচন বা পরিবর্তনের 
উদ্দেশ্য হইল অপেক্ষাকৃত সহজ ও স্থবিধাজনক আকারে সমীকরণটিকে প্রকাশ করা। 
তাহা হইলে সর্বদাই শঙ্কুচ্ছেদের সাধারণ সমীকরণ 1 (4)এর উল্লেখ করিবার প্রয়োজন 
হইবে না। সাধারণ সমীকরণের সংক্ষেপিত সহজ ও স্থবিধাজনক রূপ বিশেষ অক্ষ 
নির্বাচনের মাধ্যমেই লাভ করা৷ যায়। এই সমীকরণগুলিকে ‘প্রমাণ রূপ’ ( Standard 
Forms ) নামে অভিহিত করা za | 

5419, 9944 ও পরাবৃত্তের বিভিন্নকূপ সমীকরণ এবং উহাদের «бча নীচে 
আলোচনা করা হইয়াছে। শেষোক্ত эгет দুইটি অর্থাৎ উপরৃত্ত ও পরাবৃত্ত ‘কেন্দ্রী 
শন্কুচ্ছেদ' ( Central Conics ) নামে অভিহিত। এই ছুই বন্রচ্ছেদের একটি করিয়া 
কেন্দ্র বর্তমান | 
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HI. afara 

সংজ্ঞা : একটি স্থির বিন্দু এবং একটি স্থির সরলরেখা হইতে সমদুরবর্তা 
বিন্দুর সঞ্চারপথকে অধিবৃত্ত বলে উক্ত দূরত্ব দুইটির অন্থপাত হইল 1. অতএব 
454264 উৎকেন্দ্রতা ৫.1. 

স্থির Өң হইল অধিবৃত্তের নাভি'এবং স্থির'সরলরেখাটি হইল নিয়ামক 

সমীকরণ 1 (3) তে ৫=! বসাইলে অধিবৃতের সাধারণ সমীকরণ পাওয়া ঘাম | 

1. নিয়ামক ও শঙ্কুচ্ছেদের অক্ষকে (অর্থাৎ নিয়ামকের উপর 214 ও 
নাভিগামী সরলরেখ) স্থানাঙ্ক ее লইয়া অধিবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় 
করিতে হইবে। 

মনে কর F হইল নাভি, MZ নিয়ামক এবং ZF অক্ষ। 
+ হইল অধিবৃত্বের উপরিস্থ সঞ্চরণমীল বিন্দু। 4 হইল 
841 P হইতে ॥4Zএর উপর PM ац | তাহা হইলে 

ЕР-РМ; 7. ЕР?=РМ? (1) 

ইহাই হইল чө জ্যামিতিক সর্ত। 

এখন ZF এবং ZM দিকে + ও y অক্ষের ধনাত্মক 
দিক নির্বাচন করা হইল। মনে কর ৯ বিন্দুর স্থানাঙ্ক 
Рх, y) এবং 2А-АҒ-а, ZF=20, а>0| P 
қ চিত্র 49 হইতে x অক্ষের উপর PNT টান। 

1. MP=ZN=x, NP=y | 
এখন РЕ সমকোণী ত্রিভুজ হইতে পাই 


ЕР? = ҮР? + NF° 
=NP°+(ZF— ZN)* = NP*+(ZF- MP): 
=y°+(2a— z)? 
(1)-এ বসাইয়া পাই, yz (2a— x)= х? 
বা у?*=4а(х-а) দি 


অন্ুজিদ্ধান্ত 1! এক্ষেত্রে নাভির স্থানাঙ্ক হইল 2, о) এবং শীর্ষের স্থানাঙ্ক 
হইল А(а, o) | 


অনুসিদ্ধান্ত 2. x অক্ষের উপর sm এবং শীর্ষগামী সরলরেখার সমীকরণ হইল 


х=а. 
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2. প্রমাণ সমীকরণ : অধিবৃত্তের অক্ষকে %-অক্ষ এবং শীর্ষগামী a- 
অক্ষকে Y-as ধরিয়া অধিরৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় করিতে হুইবে। 

14,44, অধিবৃত্তের নাভি F, শীর্ষ А এবং নিয়ামক ZM | АУЛАРЫН হইল। 
АХ, АҮ হইল чч! Р(х,у) “Әдет যে 
কোন বিন্দু হইলে FP= PM ; FP°= PM*°...(1) 

মনে কর ZM LPM | এখন PN АХ টানা 
হইল। মনে কর, ZA=AF=a, ৫৯৯০। 

4. АМ-х, NP= у, 

এবং МР= ZN=ZA+AN=a+x. 

আবার МЕР সমকোণী ত্রিভুজ হইতে পাই 

FP°=PN°+ МЕ? = PN°+(AF— АМ) 
=y*+(a— x)" 

অতএব (1)-এ বসাইয়া পাই y +(a— х) =(a+ x)? 

সরল করিয়া পাই, у°=4ах. 2240) 

ইহাই অধিৰৃত্তের নির্ণেয় প্রমাণ সমীকরণ 1 4. 

অনুসিদ্ধান্ত l. 4 বিন্দুর স্থানাঙ্ক (০, о), 2এর স্থানাঙ্ক (- а, о), চর স্থানাঙ্ক 
(а, 0) | 

অনুসিদ্ধান্ত 2. নিয়ামক Z Mag সমীকরণ x= - a, (9) 

অনুসিদ্ধান্ত 3. নাভি аҹ 0044 প্রান্ত বিন্দুদ্ধয়ের উভয়েরই ভুজ al 
(2) এ x=a বাইয়া পাই, у*=4а° বা у= 241 

অতএব Q এবং 9এর স্থানাঙ্ক O(a, 2а) এবং Q“ (a, — 24). 

অতএব নাভিলম্ব- 0০0-2.৮0-2122-46 

=4 х (নাভি ও শীর্ষের দূরত্ব )। 
অন্ধুজিদ্ধান্ভ 4. অধিবৃতন্থ যে কোন Р বিন্দুর নাভিদূরত্ব 
=FP=PM=ZN=AN- А2 
=x—(—a)=x+a,. 

অনুসিদ্ধান্ত 5. 1/2) সমীকরণ হইতে অক্ষ পরিবর্তন করিয়! (2) সমীকরণ পাওয়া 

যায়। 1(2) সমীকরণের ক্ষেত্রে অক্ষদ্ব়কে সমান্তরালভাবে সরান হইল যেন মুল বিন্দু Z, 
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Жаа, o) বিন্দুতে উপনীত হয়। তাহা হইলে 102) সমীকরণের P (x, у) বিন্দুর নৃতন 
স্থানাঙ্ক হইবে (ху)! অতএব RET та হইতে পাই 


×= a+ xX, 
এবং y=)’. 
1(2) সমীকরণে বসাইয়া পাই 
১৯-4৫৫+৮-) 
বা у? =4ах/. 
5 Ба", এর সঞ্চারপথ হইল у? =4ах. 
. ইহাই নির্ণেয় সমীকরণ (2) | 


অঙ্গুসিদ্ধান্ত 6. 1(2) সমীকরণের ক্ষেত্রে সমান্তরাল অক্ষ পরিবর্তন করিয়া মূল 
RZ হইতে নাভি А24, ০)তে আনয়ন করা হইল। তাহ হইলে অক্ষ পরিবর্তনের 
Ча অনুযায়ী উক্ত সমীকরণের хе এর স্থলে 2а+х в y লিখিতে হুইবে। 
অতএব бе সমীকরণ হইতে পাই. у:--44(24-х--а) 

বা y"=4a(x+a). 

নাভিকে ча বিন্দু এবং অক্ষবরাবর =-অক্ষ ধরিলে অধিবৃত্তের সমীকরণের রূপ 
এইরূপ হইবে | 

অনুসিদ্ধান্ত 7. (2) সমীকরণ হইতে পাই y= 424. 

অতএব хая মান О<х< এর মধ্যে থাকিলে )এর মান — =<) < = এর 
মধ্যে থাকিবে। অতএব এই বক্ররেখাটি ( অধিবৃত্ত) %-অক্ষের ধনাত্মক দিকে অসীম 
পর্যন্ত প্রসারিত হইতে পারে। 

অনুসিদ্ধান্ত 8. (2) সমীকরণে yaq পরিবর্তে -у লিখিলে দেখা যায় যে 
সমীকরণটি অপরিবত্িত থাকে । অতএব y=0 অর্থাৎ Хәл অধিবৃত্তের প্রতিসম 
অক্ষ। -অক্ষের উপর প্রথম পাদে অবস্থিত অধিরৃত্তের উপরিস্থ যে কোন বিন্দুর 
প্রতিফলন লইলে প্রতিবিষ্বটি চতুর্ণপাদে অধিবৃত্তের উপরেই পড়িবে। 

অনুসিদ্ধান্ত 9. (2) সমীকরণে *এর খণাত্মক মান বসাইলে yaq কল্পিত মান 
পাওয়া її! ইহার অর্থ হইল এই যে অধিবৃত্তটি %-অক্ষের খণাত্মক দিকে প্রসারিত 
নয়। প্রথম ও চতুর্থ পাদেই ইহার অবস্থিতি। তৃতীয় ও চতুর্থপাদে ইহার বাস্তব 
অস্তিত্ব নাই। 

অনুগিদ্ধান্ত 10. (2) হইতে পাই NP° =4.AF.AN. 
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3. অধিবৃত্তের sui সমীকরণ : 
А. অধিবৃত্তের নাভির স্থানাঙ্ক F. a, 0), ৫৯০ ধরিলে 20) হইতে পাই 
у? =- hax" --(1) 


7 
тм Ж 22.4аң 


2 


ба 51 চিত্র 52 
এক্ষেত্রে অধিবৃত্তটি দ্বিতীয় ও তৃতীয় পাদে অবস্থিত থাকিবে এবং অধিবৃতস্থ:সকল 
বিন্দুর ভুজ খণাত্মক হইবে 1 


В. অধিবৃত্ের অক্ষকে ৮-অক্ষের ধনাত্মক দিক এবং শীর্ষগামী ам অক্ষকে %-অক্ষ 
ধরা হইল। তাহা হইলে 2(2) সমীকরণে xy পরম্পর স্থান-বিনিময় করিলেই 
অধিবৃত্তের সমীকরণ х®=4ау  :-:(2) পাওয়া ষাইবে। 

এক্ষেত্রে নাভির স্থানাঙ্ক Fo, а) 

С. অধিবৃত্তের অক্ষকে Y-অক্ষের খণাত্মক দিক, এবং শীর্ষগামী q অক্ষকে Хч 
` ধরা হইল। নাভির স্থানাঙ্ক ধর] হইল (o,—a) | 
তাহা হইলে (2) হইতে, অধিবৃত্তের সমীকরণ 

x°=-—4ay --(3) পাওয়া যায়। 

4. А. প্রদত্ত শীর্ষ এবং Хә 
সমান্তরাল অক্ষযুক্ত অধিবৃত্তের সমীকরণ 
নির্ণয় করিতে হইবে 1 

মনে কর ЯЯ 4এর স্থানাঙ্ক ( <, B) এবং 
Xate সমান্তরাল সরলরেখা АХ” হইল 
অধিবৃত্ের অক্ষ। ধর নাভিলম্ব=4। মনে 
কর Р(х,у) হইল অধিবৃত্তস্থ যে কোন RI 
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এখন OX, OY জঅক্ষদ্বয়কে সমা্তরালভাবে সরাইয়া আন যেন মূল বিন্দু 0, 4 বিন্দুতে 
পতিত হয়। 4 হইল নৃতন মূল বিন্দু। “АХУ AY হইল নৃতন трат | ৮ বিন্দুর 
494 স্থানাঙ্ক মনে কর (*', y) অতএব 22) হইতে অধিবৃত্ের সমীকরণ পাই 
у^ =4ax 
এই সমীকরণে অক্ষ পরিবর্তনের каи 
xax +x, y=) +B 
অর্থাৎ x“=x— a, уур 
বসাইয়া পাই, (y—0)°'=4a(x—<) 2/0) 
ইহাই হইল FC অধিবৃত্রের সমীকরণ। 
4. В. প্রদত্ত শীৰ্ষ (< 6) এবং )-অক্ষের লমান্তরাল অক্ষযুক্ত অধিবৃত্তের 
সমীকরণ নির্ণয় করিতে হুইবে। 
পূর্বোক্ত পদ্ধতি অনুসরণ করিয়া দেখান যায় যে নির্ণেয সমীকরণ হইবে 
(x¬ «)* = 44(y — р) ..(2) 


অনুসিদ্ধান্ত 1. (1) হইতে পাই 
х= (7° -28y+ 8° + 4a). 


এই সমীকরণের ভানপক্ষে )*, )-যুক্ত এবং চলবিহীন পদ বর্তমান। অতএব 
এই সমীকরণের সাধারণ রূপ হইল X=Ay*+ByY+C- уз) 

4, B, C এখানে Фа সংখ্যা | 
2 45479724 দেখান যায় যে (2) সমীকরণের সাধারণ রূপ 

' у=Ах*-+Вх+С @) 

5. অধ্বিত্তের স্থিতিমাপক সমীকরণ : 

অধিবৃত্তের সমীকরণ 2(2)-তে (x=atg2, 7221) বিন্দুটি বসাইলে সমীকরণটি 
সিদ্ধ হয়। অতএব (at, 21) বিন্দুটি (এর যে কোন মানের জন্তই অধিবৃত্তস্থ একটি 
বিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্দেশ করে। 199 অসংখ্য মানের 99 x= af, у = 2a হইতে 
অধিবৃত্স্থ অসংখ্য বিন্দু পাওয়া যাইবে। তাই хан 

y=2at 


এই সমীকরণ দুইটি অধিবৃত্ের স্থিতিমাপক সমীকরণ | এক্ষেত্রে t হইল স্থিতিমাপ। 


6. স্থানাঙ্ক ж সমান্তরাল অক্ষবিশিষ্ট КК ЕЕ” 
ও নাভিলম্থ নির্ণয় করিতে হইবে। 


чет 73 
А. Xara সমান্তরাল srwq অধিবৃত্তের 43) সমীকরণকে পৃূনলিখিত করিয়া 
পাই ›*+ду+2=®* 


5-4 
Ы, +2)" =+ 4а = 
অতএব 4(1)এর সহিত ইহার তুলনা করিয়া 4(3) অধিবৃত্তের শীষের স্থানাঙ্ক পাই 
৬৫০ 


b 1 
– 52) | নাভিলম্ব_৫। 

B. E অক্ষযুক্ত অধিৰৃত্তের 44) সমীকরণকে পুনলিখিত করিয়া 
পাই ×+ x+ +৫- 


বা (+) alt) 
অতএব 4(2)এর সহিত ইহার ре! করিয়া 4(4) বা її স্থানাঙ্ক পাই 
(2 1 ৮44) নাভিল্ঘ-$ | : 


7. অধিবৃত্তের সাপেক্ষে একটি প্রদত্ত বিন্দুর অবস্থান নির্ণয় করিতে হইবে। 
মনে কর, অধিবৃর্তটর সমীকরণ у =4ах. 
এবং P(x, y,) সমতলস্থ যে কোন বিন্দু । PN L АХ FO PORE 
টানা হইল । PN অধিবৃত্তকে P বিন্দুতে ছেদ করিল। Y ; 
এখন АМ=х,, РМ=у, | 
অধিবৃত্তের সমীকরণে P” বিন্দুর স্থানাঙ্ক (x, NP) 
বসাইয়। পাই МР? ল 495, A 
P বিন্দুটি যদি অধিবৃত্তের বহির্দেশে অবস্থিত থাকে 
তাহা হইলে 17117) 2, ০১175 
অর্থাৎ уі">4ах, ***(1) 1 চিত্র 54 
P বিন্দুটি যদি অধিবৃত্তের উপরেই অবস্থিত থাকে তাহা হইলে 
NP=NP% বা МР? = ура 
অর্থাৎ y,” =4ax, (2) 
Р বিন্দুটি যদি অধিবৃত্তের অন্তর্দেশে অবস্থিত থাকে তাহা! হইলে 
NP<NP% qi NP° <NP”° 
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অর্থাৎ J, 4x, ) (3) 
(1), 2), (3) হইল অধিবৃত্তসাপেক্ষে Р বিন্দুর বিভিন্ন অবস্থানের E | 


aagi ও সমাধান 
1, নিয়ামকের সমীকরণ 2%4-)-1, নাভির স্থানাঙ্ক 11, 2) এবং উৎকেন্ত্রতা 
e=1 হইলে শঙ্কুচ্ছেদের সমীকরণ নির্ণয় FA | 
মনে কর Plm, у) শঙ্গুচ্ছেদের উপরিস্থ যে কোন বিন্দু। (1, 2) নাভি হইতে ইহার 
ৃ g= /(z— )* +(y—2)° = FP. 


P(x, у) হইতে নিয়ামকের দূরত্ব гасі. 


V2:+1 
কিন্ত শঙ্কচ্ছেদের সংজ্ঞা অনুসারে 
ЕР-е,РМ 


বা (৮-1)+0-2)*-, КЕ ot 


বা 201৮-1)*+০-2-(৮+-0, 
বা 16х%--4ху--19у%-36х-78у-Һ98--0. 
ইহাই নিৰ্ণেয় শঙ্কুচ্ছেদের সমীকরণ | 


2. অধিবৃত্ত **- 10%+8)/+9=0এর নাভিলম্ব, শীর্ষ, নাভি এবং অক্ষ ও 
নিয়ামকের সমীকরণ নির্ণয় কর। 
প্রদত্ত সমীকরণকে পুনলিখন করিয়! পাই 
(х-5)%--42у-2) ““(1) 
অতএব অধিবৃত্তের শীর্ষের স্থানাঙ্ক (5, 2). 
মূলবিন্দুকে সমান্তরাল অক্ষপরিবর্তনের সাহায্যে 4(5, 2) বিন্দুতে সরাইয়া পাই 
х* == -4.2y, 
ইহা e: х? = -49) এর অনুরূপ | 


অতএব প্রদত্ত অধিবৃত্তের নাভিলঙ্গ =4.2=8 | অধিবৃত্তের অক্ষ 4(5, 2) বিন্দুগামী 
এবং OY অক্ষের সমান্তরাল বলিয়! ইহার সমীকরণ x= 5. 

আবার যেহেতু = AF=a=2, অতএব নাভির কোটি=2-2=0. 
* অতএব নাভির স্থানাঙ্ক (5,0) 1 


| 


) 
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অঙ্রূপভাবে নিয়ামক ও অক্ষের ছেদবিন্দুর (Z) কোটি-24-2-4. 
নিয়ামক x অক্ষের সমান্তরাল বলিয়া উহার সমীকরণ হইল y=4. 
3. একটি অধিবৃত্তের নাভির স্থানাঙ্ক (4, 3) এবং শীর্ষের স্থানাঙ্ক (3, 3) 1 অধিবৃত্তের 
সমীকরণ নির্ণয় কর। | 
এক্ষেত্রে, 84 ও নাভির উভয়ের কোটি 31 অতএব অধিবৃত্তের অক্ষ, শীর্ষ ও 
নাভিগামী বলিয়া! ইহার সমীকরণ 3. 
আবার, নাভিলম্ব-4.(4- 3) =4. 
Y অক্ষ অধিবৃত্তের উত্তল পার্শ্বে অবস্থিত। 
অতএব 14241 অধিবুত্তের সমীকরণ 
(7— 3) =4х- 3) 
অর্থাৎ у?—4х- 6)+21=0. 
4. уб=4ах অধিৰৃত্তের কোন একটি নাভিগামী জ্যার অংশদয় 1 ও l হইলে 
Ж 
KEEN Ар 
মনে কর, অধিরৃত্তের নাভি Fla, о) এবং নাভিগামী Р Q জ্যার CIKKE KEI 
P(at°, 2at) এবং Q (at*, заг). 
ы SFP =(a— at?) 44a?" =at 1)° 
"вала +1) অনুরূপভাবে ЕО-//-а (t241) 


У Ва атара 
এখন РО জ্যার সমীকরণ г) дт 


বা ((+()y=2x-+2att. 


ইহ! নাভি (a, о) দিয়া যায়। 
অতএব O=2a+2a বা Ш--і (1) 


ы АҒАР 1 
гга) 


11771 t° сара gq, | 
ете). নি 
12+1) _1 
as ЖАЙ! 


5. ৮০৮৪০ (1) ӘӘ ЧИП কতিত 2x+y=8 (2) সরলরেখার 
ছেদ্দিতাংশ নির্ণয় কর। 
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(2) হইতে 4(%:у-8-2х. 
(1)-এ বসাইয়া পাই, (8—2x)'=8x 


231 х3-10х--16-0 


বা (х-8(х-2-0; .. х=8, х-2, 
утл8-28--8 এবং y=8—2.2=4 


<- (1) ও (2এর ছেদবিন্দদ্ধয় (8, — 8), (2, 4). 


* RC ছেদিতাংশ- (8 2) +C 84) – 180, 
=6 45. 


অনুশীলনী 


` 1, নিয়লিখিত অধিধৃতগুলির সমীকরণ Бн কর : : 


(ক) নাভি (3,- 3), নিয়ামক х+у+1=0 
উঃ х%--2ху-у%- l4x+10y+35= 0. 


| (খ) নাভি (5,7), নিয়ামক х= –7 ` 8` (у=7)224(-+1), 


(গ) নাভি (_ 3, 2), নিয়ামক y=4 উঃ ০6৮44) 3০0, 
() নাভি (а, ০), নিয়ামক x=). উঃ х?-Ьу*-+-2да—4ах+-2а%=0, 
2. নিয়লিখিত অধিবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর 


(ক) নাভি (4, 2), 84 (4, 6) উঃ (х-4)--16 (у-6) 
(খ) নাভি (-2,-3), শীর্ষ (-4,-3) উঃ (y+3)'=8(s+ 4). 
(গ) নাভি (0,5), % (0, -1) উঃ ৪০৮24 (y+ 1) 


(4) নাভি (5, 5), Af (3, 3) উঃ ১০ 2xy+y*-16x- 16, +96 =0. 
(б) নাভি (3,0), শীর্ষ (0,3) উঃ ১429430৮418) 63=0. 


3. 4844 &*+2x)+)*-5২4+5)/-5=0এর অক্ষের সমীকরণ, 24, 


fers অঙ্কিত অক্ষের সহিত লক্বরেখার সমীকরণ এবং яа নির্ণয় কর | 


х-у+1 


[ইঙ্গিত : সমীকরপটিকে -ZE J -445. 7 


Vi +? 


অর্থাৎ PN*=4. FA.AN আকারে লিখিয়া পাই : 


‚ অক্ষের সমীকরণ x+y=0 


гана 7? 
শীর্গামী অক্ষের সহিত লম্বরেখার সমীকরণ x— y+1=0 এবং 
5 
төт. 
অক্ষ ও লম্বরেখাটির সমীকরণ সমাধান করিয়া পাই, 84 (-? 5)1 


4. নাভি (o, o) এবং শীর্ধগামী অক্ষের সহিত লঙ্বরেখার সমীকরণ x—y+1=0 
হইলে অধিৰৃত্তের সমীকরণ নিরব কর। . উঃ x" +y" +2xy—4x+4y-4=0. 
5. Җу—1)®=—7(х—3) অধিবৃত্বের নাভিলম্ব এবং নাভি ও сб স্থানাঙ্ক 
নির্ণয় কর। 
উঃ 7 নাভি (% 1), ঈং G, D. 


5. প্রমাণ কর যে у*=4ах অধিবৃত্তের 94 ও За দীর্ঘ দ্বিকোটির (double 
ordinate) 41941 সংযোজক রেখাছয় পরস্পর 24 | 
7. (271) এবং (০১১০) RT у°=4ах অধিবৃত্তের নাভিগামী জ্যার, 
প্ৰান্তবিন্দু হইলে প্রমাণ কর যে 
УАУ জ্ 495, 


8. у-тх-Ес সরলরেখা হইতে /৪-4৫2 অধিবুত্তের ছেদিতাংশ নির্ণয় কর। 
© 21 +m. /а(а— тс). 


9. у*=4ахчїйтө একটি বিন্দুর কোটি PNI O @ PNG ғ: гь, 

অনুপাতে বিভক্ত করে। Q বিন্দুর সঞ্চারপথ নির্ণয় কর | 
উঃ AE) ia. 

10. একটি বৃত্ত (o, b) দিয়া যায় এবং x অক্ষ হইতে 24 ছেদিতাংশ কর্তন wtw ү 

দেখাও сч теа কেন্দ্রের সঞ্চারপথ 
х" – 2by +b = ৫2. 

М. একটি বৃত্ত y=2 এবং x° +)* = 16 উভয়কেই সমাপতিত বিন্দুতে ছেদ 
করে। таба কেন্দ্রের সঞ্চারপথ নির্ণয় কর। উঃ x"+12y=36, xt- ду, 

12. একটি অধিবৃত্তের শীর্ষ y=x+2 এর উপর অবস্থান করে। অক্ষটি y অক্ষের 
সমান্তরাল, 417944 6 এবং অধিবৃত্তটি (-3,-1) দিয়া যায়। অধিবৃত্তের সমীকরণ 
নির্ণয় কর | 

উঃ (৮73). 60041), (х+9)*=бу+7), (х 3):= - 6(y- 5). 
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13. x°=4y এবং y°=6y-—4x+3 TOT ছেদবিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক 
নির্ণয় কর। @: (2, 1), (2, 1), (2, 1), (6, 9), 

14. প্রমাণ কর যে দুইটি অধিবৃত্তের অক্ষদ্বয় সমান্তরাল হইলে їрєт 5944 
অধিক বিন্দুতে পরস্পরকে ছেদ করিতে পারে T I 

15. কে) x*+2y—8x+7=0, (4) у2--4х--2)-8-0,(%) (x— 4) 
+30/-3)-)0 অধিবৃত্তগুলির নাভিলম্ব, শীর্ষ ও নাভির স্থানাঙ্ক এবং অক্ষ, নিয়ামক 
ও শীর্ষগামী অক্ষের সহিত লক্বরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর | 

উঃ (ক) নাভিলম্ব 2, নাভি (4, 4), শীর্ষ (4, 9), 

অক্ষ х=4, নিয়ামক )-5, লম্ব ) $ 

(খ) নাভিলম্ব 4, নাভি ({,— 1), শীৰ্ষ (ў,—1) 

অক্ষ y=- 1, নিয়ামক 4х=13, 99 4у=9 
204) абая 3, নাভি (4, $), শীৰ্ষ (4, 3) 

অক্ষ х=4, নিয়ামক 4у-15, 74 у= 3, 

16. у? =8х এবং (х— 3)*= -2-3)-অধিবৃত্তৰয়ের সাপেক্ষে নিম্নলিখিত 
বিদ্দুগুলির অবস্থান নির্ণয় কর £ (ক) (1১1), (খে) (5, 2), (9) (1,4), (q (4,7). 

উঃ (ক. অন্তর্দেশ, উপর (4) বহির্দেশ, অন্তর্দেশ 

4). একটি অধিবৃত্তের অক্ষ %-অক্ষের সমান্তরাল এবং অধিবৃভটি (0, 1), (2, 5) 
এবং (3, 4) বিন্দু দিয়! যায়। অধিবৃত্রটির সমীকরণ নির্ণয় কর। 
উঃ y=l+4x- xš. 


18. অধিবৃত্ত +++8৯+9-2) এর শীর্ষ, নাভি, এবং অক্ষ ও নিয়ামকের 
সমীকরণ নির্ণয় কর | 


উঃ (-1,1)(-3,1); অক্ষঃ у=1, নিয়ামক: х=1, 
3 , 2 
19. অধিৰৃত্ত y= tang- 686 2,2 এর W£, নাভি, TIFT এবং অক্ষের 


অমীকরণ নির্ণয় কর। 


š v? кий! “уе, у 18525 _ Y° сов2 
: а Эх তু” 


2/500929 4. віп20 
г: 25 ` 
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20. দেখাও যে у"-4ах অধিবৃত্ের (x1, Y1) এবং (xs, уз) বিন্দদ্য়গামী 

জ্যার সমীকরণ 
(у-у.) (y—ys)=y* —4ax. 

21. Пе y*=4az ...(1) এর у=т» ...(2) সরলরেখার সমান্তরাল 
জ্যাগুলির মধ্যবিন্মুর সঞ্চারপথ নির্ণয় কর। - 

(2) এর সমান্তরাল যেকোন জ্যার সমীকরণ утас, ...(3) 

(1) হইতে পাই (ma--c) =4az 

বা m°z°+2(mce—2a)z+c°=0 ...(4) 

(1) в (3) এর сит 425, а), О(х», Ya) হইলে (4) হইতে পাই 


mute = হি 


এখন Рв Q এর মধ্যবিন্দু (<, В) হইলে 
22572277107 2а 
87 m° 


“এবং В=тх-Ес;°.* (<, В) সরলরেখা (3) কে সিদ্ধ করে ) | 
এখন C অপনয়ন করিয়া পাই m°<=2a— т(р- тх) 
2৫ 
বা = 


< AC মধ্যবিন্দুর সঞ্চারপথ ৮৫, 
ইহা অক্ষের সমান্তরাল একটি সরলরেখা। এই সরলরেখাটিকে aga ব্যাস 
বলা হয়। 


22. অধিবৃত্ত*-12 এর s+2y+3=0 সরলরেখার সমান্তরাল জ্যাগুলির 


ASRA সঞ্চারপথ নির্ণয় কর | ©: y= -12. 
23, ATG )* = 8z এর উপর অবস্থিত কোন বিন্দুর 417544 4. উক্ত বিন্দুর 
স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। উঃ (2,£4) 


24. অধিবৃত্/+-42 এর অন্তলিখিত ত্রিভুজের শীর্ষগুলির কোটি y, Уз, Ya 
হইলে প্রমাণ কর যে ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল 1 (у,е-уа)Уае-уауас-у,. 
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ІУ. কেক্দ্রী-শঙ্কুচ্ছেদ : উপবৃত্ত 

1. эз: একটি স্থির বিন্দু এবং একটি স্থির সরলরেখা হইতে একটি 
চলন্ত বিন্দুর দুরত্ব দুইটির অনুপাত ঘি 1 অপেক্ষা FOF হয়, ls) হইলে 
উক্ত বিন্দুর সঞ্চারপথকে 9948 বলে | 

854044 উৎকেন্দ্রতা e<l | স্থির বিন্দুটি হইল নাভি এবং স্থির সরলরেখাটি 
হইল নিয়ামক। 

মনে কর, £ হইল নাভি এবং ZM 
হইল নিয়ামক । P উপবৃত্তস্থ যে কোন 
বিন্দু। РМ12М এবং Е212М 
টানা হইল। 

এখন FZ রেখাংশ 9948 দ্বারা ' 
দুইটি বিন্দুতে е অনুপাতে অন্তবিভক্ত 
6 বহিবিভক্ত হইতে পারে। FZ সরলরেখা ও উপবৃত্তের এই দুইটি সাধারণ বিন্দু 
হইল 4, ও 4,1 

অতএব উপবৃত্তের Аз, 4, দুইটি শীর্ষ বর্তমান | 

এই RE মধ্যবিন্দুকে 99794 কেন্দ্র বলে। C হইল উপবৃত্তের কেন্দ্র । 
উপবৃত্তের একটি কেন্দ্র বর্তমান বলিয়। ইহাকে “কেন্দ্রী-শঙ্কচ্ছেদ' বলে। 

2. উপবৃত্তের бет সংযোজক সরলরেখাকে X অক্ষ এবং কেক্দ্রগামী : 


444 অক্ষকে Y অক্ষ ধরিয়। 894254 সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে (প্রমাণ 
সমীকরণ )। 
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উপরের চিত্রে মনে কর СА: =а=САз | 
তাহা হইলে উপবৃত্তের সংজ্ঞা অনুযায়ী 
ЕА, =ехА, 2 এবং ҒА,тех4,2 
বা СА,-СЕ-((С2-СА,) এবং СА,-ЕСЕ-е(С2--СА:) 
বা а-СЕ-е«(С2-а) এবং a+CF=e(CZ+a). 
এই সমীকরণ দুইটি পরপর যোগ ও বিয়োগ করিয়! পাই 


2а=2еС2 বা а=е.С2 
এবং 2СЕ=2еа বা СЕ= еа 


অতএব СЕ-еа 
| “-(1) 
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এখন কে মূলবিন্দু এবং 4,4, সরলরেখাকে X অক্ষ ধর। СХІСУ লও | 
মনে কর P (x, у) অধিবৃতস্থ যেকোন বিন্দু। অতএব নাভি Аат স্থানাঙ্ক হইল 


Fea, о) এবং নিয়ামক 742এর সমীকরণ х=? (2)! ৮7102 টান । 


ЗОР হইতে Р এর দূরত্ব = Ұша 
এবং Р হইতে নিয়ামকের দূরত্ব 
-РМ-М2-С2-СМ 

а 
=—— x 
e 

444 FP=e.PM 

অতএব У(х—ае)%+-у% 


-qi= 


বা x* -2aex+a* e +у? 
a?— 2eax+e?x? 


বা x" (1—e")-+y = a%(1— es) 
সি 


аз 


лл е 
Жепсу 3) 
ধর  &৭-৫৪(1--৩৪) --44) 
এক্ষেত্রে 1৯৫ এবং 1 _ ০০০ বলিয়া b বাস্তব রাশি হইবে এবং ৫৯ হইবে | 
অতএব (3) সমীকরণে (4) বসাইয়। পাই 


ЧЕ! rG) 
ইহাই হইল উপবৃত্তের নির্ণেয় সমীকরণ | 
অনুসিদ্ধান্ত 1. (4) হইতে পাই উৎকেন্দ্রতা фм лі 


অন্ুসিদ্ধান্ত 2. (5) সমীকরণে এর স্থলে -х বসাইলে সমীকরণ অপরিব্তিত 
থাকে। আবার yas স্থলে — у বসাইলেও সমীকরণ অপরিবতিত থাকে । অতএব - 
Хе Уч উভয়েই 94294 প্রতিসম অক্ষ। 5 
অন্ুসিদ্ধান্ত 3. СУ প্রতিসম অক্ষের উপর Қас, ০) বিন্দুর প্রতিফলন লইলে 
Ғ(-ае, о) প্রতিবিম্ব পাওয়। যায়। অতএব উপবৃত্ের দ্বিতীয় নাভি (৫০১ о) 
বিদ্যমান 1 
H. S. Geom.—6 
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অন্ুজিদ্ধান্ত 4. অনুরূপভাবে, СУ অক্ষের উপর ZM নিয়ামকের প্রতিফলন 
লইলে প্রতিরিদ্ব Z M পাওয়া যায়। ইহ! হইল দ্বিতীয় নিয়ামক। ইহার সমীকরণ 


হইল х--4 š 

agag 5 (ক). 29784 যে কোন Рх, y) বিন্দু লও । C বিন্দুতে Рая 
প্রতিফলন লইলে প্রতিবিষ্ব বিন্দুর স্থানাঙ্ক হইবে Р(-х,-у)1 ইহা! (5) উপবৃত্তকে 
সিদ্ধ করে। অতএব P বিন্দু উপবৃত্তের উপর অবস্থিত। কিন্তু CP=CP | 

অতএব উপবৃত্তের সকল জ্যা PP C বিন্দুতে সমদ্বিখপ্ডিত হয়। 

অতএব С হইল উপবৃত্তের কেন্দ্র । 

অনুসিদ্ধান্ত 6 (খ). 9948 এবং x অক্ষের ছেদবিন্দদ্য়ের স্থানাঙ্ক Aa, о), 
As(-a,o)1 

সমীকরণ (5) এ x=0 їйї পাই 
у®=Ь% বা y= £5. 

অতএব СҮ অক্ষ উপবৃত্তকে 8,(0, b) এবং Ba o,— b) বিন্দুতে ছেদ করে। 

4918518 6. 4, ও 49 সংযোজক রেখাংশের দৈর্ঘ্য 20 এবং В, ও B, 
সংযোজক রেখাংশের দৈর্ঘ্য 251 a>b বলিয়া A,A, সরলরেখাকে মুখ্য অক্ষ 
(major axis এবং B, B, সরলরেখাকে গৌণ অক্ষ (minor axis) q |. 2а 
এবং 2 হইল মুখ্য ও গৌণ অক্ষের দৈরধ্য। 

অনুসিদ্ধান্ত 7. নাভি Кай ভুজ ас (5) সমীকরণে x= ae বসাইয়। পাই 

у* =6%1-е*) 


2472” (4) হইতে পাই। 
b° 
অতএব у= 4. 
a 


অতএব উপবৃত্তের উপর অবস্থিত ае ভূজযুক্ত бт Q 0/44 কোটি হইল 
Ë এবং -2L অতএব atfesq 9০-2৮০-2, 
a 
অনুসিদ্ধান্ত 8. (5) সমীকরণ হইতে পাই y= + a x, 


অতএব x<—a অথবা x>a হইলে уҹа মান কল্পিত রাশি | অতএব 
544 মান -а<х<--ав4 মধ্যেই থাকিবে। 
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অনুরূপভাবে х= +; МЗ у? হইতে দেখান যায় ষে yaq মান -5<у 


<+b এর মধ্যে থাকিবে। অতএব উপবৃত্ত একটি প্রান্তবিহীন (closed) বক্ররেখা 
(curve) | 


অনুসিদ্ধান্ত 9. উপবৃত্তস্থ কোন বিন্দুর afers নির্ণয় করিতে 
হইবে। 


মনে কর, Р(х; y) উপবৃত্তস্থ যে কোন বিন্দু। 
4179Ң44-ЕР-ех РМ-е.М2-е(С2- СМ) 


= )=а- ех 

আবার নাভিদুরত্ব ЕР= ех PM =e NZ”=e.(CN- CZ) 

=е[х -(—2)1=‹(@+х)=а+ех. 
. ЕР+Е'Р=д2а. 

অতএব উপৰৃত্তস্থ কোন বিন্দুর নাভিদূরত্ব দুইটির যোগফল মুখ্য অক্ষের দৈর্ঘ্যের 
সমান হইবে। 

3. নিয়ামককে Y-ap এবং মুখ্য অক্ষকে 4-জক্ষ ধরিয়া উপবৃত্তের 
সমীকরণ fada করিতে হইবে। 

(3) সমীকরণের চিত্রে সমান্তরাল অক্ষপরিবর্তনের সাহায্যে যূলবিন্দু €.0,০)কে 
2(-5, 9] বিন্দুতে আনয়ন করা হইল। তাহা হইলে, (3) সমীকরণে x ও yaq 
পরিবর্তে x+[—2) ও y+ 0 বসাইয় পাই 

үз 
৮ +=1. 
ইহাই নির্ণয় সমীকরণ | 


4. 44 অক্ষকে /-অক্ষ এবং গৌণ অক্ষকে X অক্ষ ধরিয়া উপরৃত্তের 
সনীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে | 
এক্ষেত্রে নাভি £এর স্থানাঙ্ক হইল (о, ae) | 


84 саста জ্যামিতি 
+. FP" =e PM? হইতে পাই 
(г. PMLZM), 
0а е)". 
সরল করিয়া পাই, 2081. 
g d-en ৫৯ 
এখন b* = a*(1 — ез) বসাইয়া পাই 


x° 

bš | 

ইহাই 641 সমীকরণ। এক্ষেত্রে নিয়ামকদয়ের 
সমীকরণ 


УЖЕ 
жетті; 


Y= =Z. 
е 
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5. মুখ্য ও গৌণ অক্ষের সমান্তরাল ОХ, OY স্থানাঙ্ক ерең লইয়। 


¥ 
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হইবে Px, у) | 


প্রদত্ত C(x, В) কেক্দ্রবিশিষ্ট 
Фәса সমীকরণ নির্ণয় 
করিতে হইবে। ti 

А, মনে কর, СА, 
СҮ” হইল Сїй] সমান্তরাল 
ema | 07৮, CY অনুসারে 
Bez কোন Р বিন্দুর эйт 
Р(х,у) হইলে ОХ, OY 
অক্ষয় অনুযায়ী উহার স্থানাঙ্ক 


CX”, CY“ অক্ষ অনুসারে উপবৃত্তের সমীকরণ হুইল 
7а 7% 
- +i =l (3) হইতে পাই। 


tenta অক্ষপরিবর্তন করিয়া যূলবিন্দু C (<, 2)কে O (০,০)তে আনয়ন কর। 
তাহা হইলে, z=< Hx এবং y=p+y হইতে পাই х-х-5, уу 


উপরোক্ত উপবৃত্তের সমী করণে বসাইয়া পাই 


405. (р руз 
ENO, 2701 


ইহাই নির্ণেয সমীকরণ | 
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В. অনুরূপভাবে দেখান যায় যে মুখ্য অক্ষ ОУ অক্ষের সমান্তরাল এবং কেন্দ্র 
C(x, В) হইলে 894294 সমীকরণ হইবে 


(у= a Lg 
তান =]; ০১৯৯০, 


agais l. উপরিলিখিত উপবৃত্ত-দমীকরণ দুইটির সাধারণ রূপ হইল 
Ax°+By2+ Cx+ Dy+E=0 
_এই উপবৃত্বের মুখ্য ও গৌণ অক্ষদ় স্থানাঙ্ক অক্ষদ্বয়ের সমান্তরাল হইবে। 
2 248 9948 সাপেক্ষে একটি প্রদত্ত বিন্দুর অবস্থান নির্ণয় করিতে 
а! 


মনে কর, উপবৃত্তের সমীকরণ পন, 1 --(3) এবং প্রদত্ত বিন্দু Р(х, ул)! 


РМІСХ টান । PN বা বধিত PN উপবৃত্তকে О বিন্দুতে ছেদ করিল। 
E ОМ= ж. NP= pa. 
এখন (3)-তে x=x, বসাইয়া পাই 


4 š Y P(x) 
NO -১০৮*(1-2৯) о 
Р উপবৃত্বের বহির্দেশে অবস্থিত 
হইলে ৮৯০ 
বা 1৮১70 
al сад ақы 
2 
әз ক ৮১--1৯. চিত্র 59 
P উপবৃত্তের অন্তর্দেশে অবস্থিত এ NP<NQ 
+ ৮১,0৮2 =), ql gtr 27.20; 
Р BCE উপর অবস্থিত Е NP=NQ, 2. МР%-МОЗ 


বা 4-10. 


7. таа: উপবৃত্তের শীর্ষদ্বয়কে ব্যাসের প্ৰান্তবিন্দু ধরিয়া অঙ্কিত বৃত্তকে 
зы. ,বলে। aga ব্যাসার্ধ হইল উপবৃত্ের অর্ধ-ুখ্য অক্ষ। উপৃত্ত 
2০4৮1 এর терен সমীকরণ হইল x° +у?=а? | 
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Фәса উপর Pix, y) একটি বিন্দু নাও | - Ду 
si CN= x, PN=y. 

NP বধিতকর যেন উহা! সহবৃত্তকে 
P বিন্দুতে ছেদ করে। CP যোগ 
কর। 

তাহা হইলে /1/07৮-9। এই 
কোণটিকে 99494 উৎকেন্দিক 
কোগ- (eccentric angle) বলা 


হয়। এখন СР--а | 
; অতএব CN=x=CP cos Ө 
চিত্র 69 =a cos 0. 
844294 সমীকরণে বসাইয়। পাই 
7৯-৮5(1-০০529)-%5 51029 
বা) +b sin ө 


অতএব উপবৃত্স্থ P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (a сов 6, b sin 0) | 
অতএব 9এর যে কোন মানের 59% х-а ০০3, уе) sin, হইতে 
894484 কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক পাওয়া! ধায়। অতএব 
x=a сов 9, у= віл 0 


উপৰৃত্তের স্থিতিমাপক সমীকরণ | 9 হইল স্থিতিমাপ। 


! লমস্তা ও সমাধান 
1. উপরৃত্ত »*+2)+4-12)+16-0 (l)a নাভিলম্থ এবং নাভি 
ও শীর্ষসমূহের স্থানাঙ্ক, মুখ ও গৌণ অক্ষের দৈর্ঘ্য ও সমীকরণ নির্ণয় কর। উপবৃত্তের 
কেন্দ্রের স্থানাঙ্ক এবং উৎকেন্দ্রতা নির্ণয় কর | 
(1)-কে পুনলিখিত করিয়া পাই 
(х+2)#+2у- 3)* =6 


(х+2)* | (у—3)* ے‎ 
3 (76 (уз =! 


. উপবৃত্তের কেন্দ্র (2, 3) এবং a =6, b'=3. 
ыз 3 
নাভিলঘ»2৫---2. 7046. 


| 


4 мады 0—35 ا‎ ` 


পু с ৮৬ 

>. V6. ж >; 

গৌণ অক্ষের ёр = 2b = 2. 3. М. i 
аат (-2, 3) কেন্দ্ৰগামী ও স্থানাঙ্ক-অক্ষদ্বয়ের সমান্তরাল বলিয়া মুখ্য অক্ষের 
সমীকরণ y=3 এবং গৌণ অক্ষের সমীকরণ x= - 2. 

আবার কেন্দ্র ও নাভির দূরত্ব Eae, 

অতএব নাভিদয়ের স্থানাঙ্ক =(- 23 8৮6, 3), 

শীর্ষদ্য়ের স্থানাঙ্ক _ _ 23:৫7 -2+ У6 


অতএব নিয়ামকদ্য়ের সমীকরণ x= --23-2 J6. 


2. একটি উপবৃত্ত (2, 3) বিন্দু দিয়া যায় এবং ইহার নাভিলম্ব কেন্দ্র ও নাভির 
দূরত্বের foredi 944804 সমীকরণ নির্ণয় কর। 
উপরৃত্তের অক্ষদ্বয় বরাবর x ও y অক্ষদ্ধয় লওয়া হইল। তাহ! হইলে а, b অর্ধমুখ্য 


ЖАТ ww wan tar тети 
মে su 
ইহা (2, 3) দিয়া যায়। অতএব A +; =1 ...0) 


আবার কেন্দ্র ও নাভির T= ae, e = 7 Фет | 
= у азый зр? 

নাভিলদ্ব =— এবং খাল সা 

প্রদত্ত тей 2" =3ае বা bt=3 ae 


МЕНИ 
2. 2е%=2-—3е 

বা (22-1)(6+2)-0 

1. e=, е+2у40 (কারণ e 446 হইতে পারে 91) | 


мо b=. ja" =a 
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(Da বসাইয়া পাই 442441 বা at=16. 
x 53-з8.,16--12, 


নির্ণের উপবৃত্তের সমীকরণ +1 বা 3x +4 = 48. 


з. উপৰত a E e 
জ্যাগুলির মধ্যবিন্দু TET সঞ্চারপথ নির্ণর কর | | 


মনে কর у-тг-с..(2)у-тх এর সমান্তরাল একটি জ্যা। সমান্তরাল জ্যা 
সমূহের ক্ষেত্রে т একটি স্থির রাশি। এক্ষেত্রে c এর বিভিন্ন মানের জন্য বিভিন্ন জ্যা 
পাওয়া যাইবে। 


(De 2) হইতে পাই + "®+9° | 
বা (a*m° +b*)x* +2a*mcx+ a*(c*—b*)=0 ..)3( - 


মনে কর জ্যা (2) এর প্রান্তদয় P [x,, у.) এবং Q (xs, V) 1 তাহা হইলে 


a দিদি [(3) হইতে পাই] 


মনে কর РО জ্যার মধ্যবিন্দু (x, 0). 
০2572 
э ауар, 
2770 8 
বা *=-_ зра এবং B= m<+c, (4) 


с অপনয়ন করিয়া পাই детс MEHS +_ “২ 


2 
অতএব (ЧОН মধ্যবিন্দুর সঞ্চারপথ у-- কি 


ইহা কেন্ত্রগামী একটি সরলরেখা। এই সরলরেখাটিকে উপবৃত্তের ব্যাস বলে। 


1. নিম্নলিখিত উপবৃত্তগুলির উৎকেন্দ্রতা, নাভির স্থানাঙ্ক, নাভিলদ্ব এবং নিয়ামক 
সমূহের সমীকরণ নির্ণয় কর। 


з зы ; V3 9 = 0, 
(ক) 3x 74) 9; e |+ 52, 3), 2 2+2у3 0 


শঙ্কুচ্ছেদ i 89 
(4) 7х7--16)“- 112; উঃ š, (£3, 0), 3, х= Е, 
4) 3x*+4y°—6x-16y—89=0;%@ 1, (-2,-2) এবং (6-2), 9 
+ (q) 7৮+7)+-2৯)+10-10+-7-0, 
* -4 ы [উঃ 5, (— 1, 1), 72৮১২ 0. 
K ইঃ প্রদত্ত সমীকরণটিকে 
k me i 8 Euta 
2 (৮+1)+০-*(2) (7 
আকারে প্রকাশ কর। তাহা হইলে নাভির স্থানাঙ্ক (1, রা এবং নিয়ামকের 
সমীকরণ х-у+3=0.] 


рх бигат মুখ্য অক্ষ } এবং উৎকেন্্রত -a 3 হইলে অক্ষদ্বয়কে স্থানাঙ্ক অক্ষ 


ধরিয়া উপবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর | [উঃ 16x*+ 24y = 81 ] 
3. 9х2--16у%-54х--64у--1-0 উপবুত্তের উৎকেন্দ্রতা, নাভিলম্ব, CTE 


এবং নিয়ামকের সমীকরণ নির্ণয় কর। بچ‎ Vi 2 (3,—2) х=3+79, 


4° VT 
4. 37451 উপবৃত্তের е প্রান্ত Бала উৎকেন্দ্রিক কোণ 
নির্ণয় কর। উঃ 60. 


5. 98444 12х%--5у%-128 সাপেক্ষে নিয়লিখিত বিন্দুগুলির অবস্থান নির্ণয় 
কর ও (— 3, 3), (4, 3), (1, 4) (2, 4). উঃ বহির্দেশ, বহির্দেশ, অন্তর্দেশ, উপর | 


6. উপবৃত্ত 4(х—2у+1)°#+-9(2х-++у+2)#=5 এর কেন্দ্র এবং উৎকেন্দ্রতা 
@ কর [উ:(-1,০,৫-4 


7. একটি বৃত্ত (1, 0) দিয়! যায় এবং (৮+1)৯+-9 বৃত্তটিকে সমাপতিত 
বিন্দুতে ছেদ করে। বৃত্তের কেন্দ্রের সঞ্চারপথ নির্ণয় কর। উঃ 20:*4-36)5-45. 


8. দেখাও যে উৎকেন্দ্রতা e—0 হইলে এবং মুখ্য অক্ষ স্থির থাকিলে, উপবৃত্তটি 
একটি বৃত্তে পরিণত হইবে । ( অর্থাৎ উপবৃত্তের সীমাস্থ রূপ বৃত্ত)। 


9. দেখাও যে у=] উপরৃত্ের কোটিগুলি **+)*=৭* বৃত্তের 


(কোটিগুলির Ë গুণ হইবে। 


"шы ۴ 
М 


” „%* ১৫, & 
90 ` ` HIRT জ্যামিতি w. 7% 
10. 4x"+9y°+8x+36y-+4=0 841294 উৎকেন্দ্রতা, নাভিলম্ব, নাভির і 
স্থানাঙ্ক এবং ননয্নামকদয়ের সমীকরণ নিৰ্ণয় কর। и ` 7 
॥ [উঃ */5/3,8/3, (_ 1 V5, -2), ا‎ 0 


1. : at Әлен অৰে চি ৫ এবং ৪ এবং весе সমীকরণ যথানমে š 
3х- Sial এবং 4x+3y-2=0|  উপরৃতটির সমীকরণ (йр, ৯ 


ар в (4х+3у- 22)*+(3%- 4у-Е1)* এ Е 
EAN O23 т рт T ў 
12. х+у=2 жез» =64 দ্বারা ছেদিত wita দৈর্ঘ্য নির্ণর কর। | 
ў 322 - 
; =: | 


13. দেখাও যে একটি উপরৃত্তের নাভি হইতে গৌণ е | 
অর্ধমুখ্য অক্ষের সমান | 

14. 0 এবং % যদি নাভিগামী জ্যার প্রাস্তবিন্দুদ্ধয়ের উকেন্দ্রিক ga" হয় এবং | 

৫ যদি উপবৃত্তের উৎকেন্দ্রত! হয়, তাহা হইলে প্রমাণ কর যে, | 

(ক) жесоз 1 (0-4) =соѕ %(0-%) 


$ 11515 
(4) tan Stan RET 0. 


15. পৃথিবীর কক্ষপথ একটি 8948; 94 হইল নাভি এবং অর্ধ মুখ্য অক্ষ হইল 
930000 মাইল, উৎকেন্ত্রত! প্রায় @ ! পৃথিবী হইতে সূর্যের ан ও жүзі үа 


নির্ণয় কর। * উঃ 945500 মা, 914500 1 | 
16. (4, -3) বিন্দুটি 5৮4+7)%-11 894794 অন্তর্দেশে না বহির্দেশে 
অবস্থিত ? উঃ বহির্দেশ। 


17. উপরৃত্তের একটি জ্যা কেন্দ্রে সমকোণ গঠন করে। প্রমাণ কর যে এইরূপ 
সকল জ্যা কেন্দ্র হইতে সমদূরবর্তী। 


18. উপরৃত্ত x°+3y"=9 এর (1, 1) বিন্দুগামী এবং x অক্ষের সমান্তরাল 
জ্যার দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর | Ф% 49. 


19. „м ГОН সি ыы স্থানাঙ্ক (5, —3) এবং 
(5,1); Фри! ৫ = {৷ би সমীকরণ নির্ণয় কর | 
к e Fe, 


ж” 98 


эшш - 91 


| 
155270. উপৰৃত্ত 245৮1 aqy=x সরনরেখার সমান্তরাল জ্যাগুলির মধ্য- 
4 বিন্দুর সঞ্চারপথ নির্ণয় কর “` ч А 
ЕЕ . টি 5 x 
е & у= + ! 
as. З 
পনির э V. свз শঙ্ুচ্ছেদ : ANIE 
бы” е 


“ 1. жэ: একটি স্থির বিন্দু এবং একটি স্থির সরলরেখা হইতে একটি - 
বিন্দুর দূরত্ব 9904 অনুপাত যদি ! অপেক্ষা বৃহত্তর হয়, 5181 হইলে উক্ত 


বিন্দুর গঞ্চারপথকে পরা বৃত্ত বলে। 


š পরাবৃত্তের উৎকেন্দ্রতা e 711 স্থির বিন্দুটি হইল নাভি এবং স্থির সরলরেখাটি 
হইল নিয়ামক। 


মনেনকর* হইল নাভি এবং ZM 
হইল (її! Р tea যেকোন 
বিন্দু। РМ12М4% Е212М 
টানা 5241 এখন FZ রেখাংশকে e 
অনুপাতে অন্তঃস্থ ও বহিঃস্থ ভাবে ° 
А, ও A, বিন্দুতে বিভক্ত করা 224 | 


তাহা হইলে পরাবৃত্তের সংজ্ঞা অনুসারে 
FA, ০৯4২2 
(1) 


এবং ҒАз-ех 4.2 Ж 

তাহা হইলে 4, এবং А. হইলে 941454 841 পরাবৃত্তের কেন্দ্র C হইল 
A; Аз এর মধ্যবিন্দু। 

2 бча সংযোজক সরলরেখাকে X অক্ষ এবং কেক্দ্রগামী эч 
ЭЧ Y অক্ষ ধরিয়া! 91414254 সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে ( প্রমাণ 
সমীকরণ )। 

উপরোক্ত চিত্রে মনে কর СА, -а-СА; | 

2. (1) হইতে পাই á 

СЕ-СА,-е(СА,-С2) ' 
এবং CF+CA,=e(CA,+CZ) 


' 


è ` 
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সমীকরণ দুইটি পরপর যোগ ও বিয়োগ করিয়া পাই... : তি 
2СЕ=2.е.СА, অর্থাৎ OF = ea 4.7 
এবং 204,= 2.06.02 অর্থাৎ CZ = | гу 2) و‎ ۶ 
f e е +59 ж 
এখন (কে মূলবিন্দু এবং 4,4, সরলরেখাকে X অক্ষ ধর | ШЫ 


Р е 
СХІСҮ লও । মনে কর Р(х, y) “41444 যে কোন বিন্দু। অতএব.নাভি * 
£ এর স্থানাঙ্ক হইল Дел, о) এবং নিয়ামক 47 এর সমীকরণ x= ৫...) ` a 


с 


- 


i | e FSP ой ; | 
“У м! M Ж 

ый бе ү 
\ | ! Ж 1 

A | / 1. $. | 

Е ЛЫ: 6 imla y М Е б 
ЖА Ша <ла| 

/ l l k: I “Qo 
жол I i `4 

Ж I | ` A “1 

2 ы . x 


PN LCF টান | y 
.. P হইতে F এর দূরত্ব ЕР= Vix- ae) Fy? 
এবং Р হইতে নিয়ামকের দূরত্ব= PM 

=NZ=CN—C2 

ل = 


e 
কিন্তু FP=e РМ 


অতএব у(х ae) Fyi=e x-5) 


“а х" 2aex + ate’ + yt = ھم‎ *— 2еах+а? 
না I хз (1- е?) +y'=a"(1— e°). 
বা -,” 


এত ates)" 4) 
এখন ধর b'=aset-1), , 15) 


ш дан 
এক্ষেত্রে ৫৯1 এবং e° — 1১০ বলিয়! b বাস্তব রাশি হইবে কিন্ত е এর মান 
ESLE b, a অপেক্ষ। 4594, FASA কিংবা b =a হইতে ATTA | 
47. (4) সমীকরণে (5) বসাইয়া পাই 
AT 00) 


М ға” | 
ыға ইহাই হইল পরাবৃত্তের নির্ণেয় সমীকরণ। 
"> অন্ধুজিদ্ধান্ত 1. (5) হইতে পাই, উপকেন্দ্রতা ¿= каш”. | 


'অন্ুসিদ্ধান্ত 2. (6) এ x এর স্থলে — বসাইলে সমীকরণ অপরিবত্তিত থাকে | 
১ এর স্থলে —у বসাইলেও সমীকরণ অপরিবতিত থাকে । অতএব x ও) অক্ষ 
4414264 প্রতিসম অক্ষ | 

অনুসিদ্ধান্ত 3. СУ প্রতিসম অক্ষের উপর Дае, о) এর প্রতিফলন লইলে, 
প্রতিবিদ্ব হইবে Е(– ае, о) | অতএব পরাবৃত্তের দ্বিতীয় নাভি RT | F হইল 
দ্বিতীয় নাভি। | 

অনুসিদ্ধান্ত 4. অনুরূপভাবে CY অক্ষের উপর ZM নিয়ামকের প্রতিফলন 
aza পরাবৃত্তের দ্বিতীয় নিয়ামক ZM পাওয়া যায়। ইহার সমীকরণ হইল 


৫ 
xa- -pe 
е 


অন্ুসিদ্ধান্ত 5. 4314294 উপর যে কোন Р(х,у) বিন্দু লও | С বিন্দুতে P এর 
প্রতিফলন লইলে প্রতিবিদ্ব বিন্দু স্থানাঙ্ক হইবে ৮(-%, -))| ইহা (6) পরাবৃত্তকে 
সিদ্ধ করে। অতএব Р বিন্দু পরাবৃত্তের উপর অবস্থিত হইবে। কিন্তু СР-СР” 
(প্রতিফলনের সুত্র অনুসারে )। অতএব 4414064 সকল ып РР, C বিন্দুতে 
সমদ্বিখণ্ডিত হয়। অতএব С হইল পরাবৃত্তের কেন্দ্র । 

অনুসিদ্ধান্ত 6. 45148 এবং /-অক্ষের ছেদবিন্দুদ্বয়ের স্থানাঙ্ক Ala, o), 
А,(—а, 0) | 

(6.-এ x=o বসাইয়া পাই y°=-b° 1 ইহা) এর কোন বাস্তব মান чї]. 
সিদ্ধ হইবে না। 

অতএব. /-অক্ষ পরারৃত্তকে কোনও বাস্তব বিন্দুতে ছেদ করে না। এখন CY 
অক্ষের উপর B, ও В. দুইটি বিন্দু লও যেন СВ, =b, СВ, = - হয়। B,(o, b) 
এবং Ba(o,—b) Ram পরাবৃত্তের উপর অবস্থিত না হইলেও এই বিন্দু খুবই 
গুরুত্বপূর্ণ | 
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অনুসিদ্ধান্ত 7. সমীকরণ (6) হইতে পাই 
৮৮৩৪৫ ل‎ =a, 


অতএব x এর মান —a<x<a হইলে দেখা যাইতেছে যে ) এর মান 
কল্পিত রাশি হইবে । অতএব সমতলের х=а এবং х= а এই দুই অরলরেখার * 
মধ্যবর্তী অংশে 4514064 কোন অংশ থাকিতে পারে না। i 

অতএব পরাবৃত্তের দুইটি বিচ্ছিন্ন শাখা রহিয়াছে । একটি শাখা রহিয়াছে х-а 7 
সরলরেখার ডানদিকে অসীম পর্যন্ত গ্রসারিত এবং অপরটি х--а সরলরেখার 


বামদিকে অসীম পর্যন্ত । 6) সমীকরণকে, хеніт Зу" করিয়। লিখিলে 


দেখা যায় যে) এর যে কোন বাস্তব মানের জন্য х এর বাস্তব মান পাওয়। 
যাইবে। অর্থাৎ পরাবৃত্তের একটি. শাখা ৯=৭ হইতে X অক্ষের ধনাত্মক দিকে 
অসীম পর্যন্ত প্রসারিত থাকিবে। অনুরূপভাবে অপর শাখাটি х--а হইতে X 
অক্ষের খণাত্মক দিকে অসীম পর্যন্ত প্রসারিত থাকিবে | ; 

অনুসিদ্ধান্ত 9. А, ও 4, ঘংযোজক রেখাংশের দৈর্ঘ্য 2а এবং Bi, В, 
সংযোজক রেখাংশের দৈর্ঘ্য 2b. 4,4, সরলরেখাকে অনুপ্ৰস্থ (Transverse) অক্ষ 
এবং В.В, সরলরেখাকে অনুবদ্ধ ( Conjugate ) অক্ষ বলা হয়। 


অনুসিদ্ধান্ত 9. পরাবৃত্তের নাভির ভুজ (ае, ০)। (6) এ বসাইয়া পাই 


)৯-১০-1)5%, Š ae 


ат 
Ь* 
অতএব у= +5, 


অতএব 49194 উপর অবস্থিত ас ভুজযুক্ত ори 0, 0 এর কোটি হইল 


নাভিলঙ্ব=09=2F0=* 


অনুসিদ্ধান্ত 10. araw Рх, у) বিন্দুর tft Gr করিতে হইবে। 
চিত্র 62 হইতে পাই, 18494 РР=е PM=e.7N=eCN—CZ) 


=‹( x= »] =ех-а 
e 


শঙ্কচ্ছেদ 95 
আবার, 419444 "P= PM =e.NZ = (CN+ CZ) 
= а 
- x+) ех+а. 
অতএব Ғ?Р-ЕР-г2а. 


“অর্থাৎ নাভিদূরত্বয়ের অন্তরফল = ера অক্ষের দৈর্ঘ্য | 
23. নিয়ামককে /-অক্ষ এবং spol অক্ষকে -অক্ষ ধরিয়! পরারৃতের 


| জ্মীকরণ নির্ণয় করিতে হুইবে। 


2% চিত্রে সমান্তরাল অক্ষ পরিবর্তনের সাহায্যে RY 0০,০)-কে 
(৪9 বিন্দুতে আনয়ন কর! হইল। তাহা হইলে (6) সমীকরণে x ও y এর 


পরিবর্তে ৮059 =x-“ ও у+о=у বসাইয়া পাই 
(৮211 


e Ж ai 
а? bš 
ইহাই নির্ণেয় সমীকরণ | 
4. অনুপ্রস্থ অক্ষের দিকে /-অক্ষ এবং wayaw অক্ষের দিকে Хә 
খরিয়। পরাবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় করিতে i i 
হুইবে। j 
(6) “814294 সমীকরণ হইল 
КБ Уз 
ағы, 


এই সমীকরণে x ও y স্থান বিনিময় 
করিলেই পাই 
N 
а? ы » 


ইহাই ficia সমীকরণ। 


5. agaa 94146: mei: একটি 91414254 অনুপ্রস্থ অক্ষদৈর্ঘ্য 
4549 =2а এবং আনুবন্ধ অক্ষদৈৰ্ঘ্য В,В,-2) হইলে যে পরারৃত্তের yeh 
অক্ষদৈর্ঘয ও দিক Б.В» এবং অনুবদ্ধ অক্ষের (еб) ও দিক 4,4, তাহাকে 
প্রথমটির 54445 পরাবৃত্ত বলে। এক্ষেত্রে প্রথমটিও ба ngaa 
পরাবৃত্ত হইবে। 
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অনুপ্রস্থ অক্ষ 4:49=2 এবং 5544 অক্ষ В,В„=2Ь হইলে পরাবৃত্তের 


স্পষ্টতঃ যে পরাবুত্ের 594% 
অক্ষের দৈর্ঘ্য В,В,-2Ь এবং দিও 
৮-অক্ষের দিক এবং 8544 অক্ষের 
দৈর্ঘ্য A, As = 2a এবং দিক 4-অক্ষের 


দিক তাহার সমীকরণ হইবে 
ез жуз Е 
বা ab т 2900) 
(1) ও (2) 8414844 পরস্পরের 584% 95148 | 


6. 44914148 (Rectangular 11919৩79019) ই 
222 RAL অক্ষদৈৰ্ঘ্য এবং অন্বদ্ধ ARÍ সমান হইলে পরাবৃত্তকে চন ] 
এক্ষেত্রে a= b হইবে | 


অতএব (6) পরাবৃত্তের সমীকরণ x -৮-1এ a=b বসাইয়া পাই x° — 
J? =a’. 


সমপরাবৃত্তের Semel se CE E ma Уш 


7. প্রদত্ত পরার সাপেক্ষে একটি প্রদত্ত বিন্দুর অবস্থান নির্ণয় করিতে 
হইবে। 


үк» ন্যায় পরাবৃত্তের ক্ষেত্রেও দেখান যায় যে P(x, у) বিন্দুটি 
5 $ =! পরা বৃত্তের বহি্েশে, উপরে m অস্ত্দেশে অবস্থিত হইবে যি 


4584 97 
মানের জন্যই সিদ্ধ করে। অতএব পরাবৃত্ের স্থিতিমাপক সমীকরণ হইল x= a sec 6, 


y=b {ап Ө | 
এক্ষেত্রে 9 হইল স্থিতিমাপ ৷ 


яав সমাধান | 
1. পরাবৃত্ত 16*-9/5+32+36/-164-0. ...(1) ая сөн, 
উৎকেন্দ্রতা এবং নাভিঘয়ের স্থানাঙ্ক নির্শর কর। 
(1)-কে পুনলিখিত করিয়া পাই 
16(х-Е1)#— 9(у— 2)5-164416- 36= 144 


FD GE 
ও та 877 


অতএব পরাবৃত্তের 594% অক্ষ 7-অক্ষের সমান্তরাল | 
অতএব পরাবৃত্তের কেন্্র (— 1, 2, এবং а"-9, 57-16, 
উৎকেন্ত্রতা AEH 

নাভিদ্বয়ের স্থানাঙ্ক = _ 1 + ae 

=—1+3.ф=-1+5=4,—6, 

নাভিদয়ের у স্থানাঙ্ক =2+£0=2, 2. 

অতএব নাভিদ্বয়ের স্থানাঙ্ক (4, 2), (—6, 2)। 

2. যদি e, এবং ০৪ একটি পরাবৃত্ত ও উহার অন্ুবন্ধী পরাবৃত্তের STS 
নির্দেশ করে তাহা হইলে প্রমাণ কর যে 

1 


ACY 
AE =1, 


.. 


x° y? 
মনে কর পরাবৃত্তের সমীকরণ টিক, 
তাহা হইলে ইহার অন্ুবন্ধী পরাবৃত্তের সমীকরণ 


০০০ 
DFAS 
2 2 ৮2 
৫২০০৫ ailas এবং. ез? “ 
a 
t s аз 27751561755 „.; 


атара ан 
H. S. Сеот.—7 
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чудя 8 
1. প্রমাণ কর যে m চলরাশি 812—7 =т এবং £ £47 = = সরলরেখাদ্ব 


একটি পরাবৃত্তের উপর পরস্পরকে ছেদ করে। 
2. নিয়লিখিত ৮9175 শীর্ষ, নাভি এবং নাভিলম্বের প্রান্তবিন্দুগুলি 
নির্ণয় কর i— 


(ক) žymi অ: 0,0), (ES, 0), (213,0), [+13,+ 159) 
М p-f উঃ (0, 0), (0,4-2), (0, У6 (+1,4 У6). 


(9) 3x°—_4y2=12 উঃ (0,0), (+2, ০), (+ v7, 0), (+ 17,8). 
(4 4х3-9)%-16х-54у-101--0 


উঃ 0,-3),(2+3, -3), (213, -3), (2% 13, 5934) 


3. একটি পরাবৃত্তের 414944 দূরত্ব 18 এবং নিয়ামকঘয়ের দূরত্ব 2. পরাবৃত্তের 
সমীকরণ নির্ণয় কর। [উঃ 8x*—y*=72] 

4. একটি পরাবৃত্তের নাভিদয় (8, 3) ও (0, 3) এবং উৎকেন্দ্রতা 11 পরাবৃত্তের 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 

[ ইংগিত £ ধর 18, 3) এবং F48, 3), е-4 | 

50 অক্ষ = 2a হইলে FF’ = 20e: 

+ Уё*-+(3—3)#=2а{. বা ৫০31 

2b গৌণ অক্ষ হইলে, &*-৫*(০*-1)-9(4৮- 1)=7, 


কেনের স্থানাঙ্ক (879, FEB) অর্থাৎ (4, 3)। 


অতএব পরাবৃত্তের সমীকরণ 20-031. 


5. প্রদত্ত 16x*—9y*=72 পরাবৃত্বের অঙ্থবন্ধী পরাবৃত্তের উৎকেন্ত্রতা б 
%4 | উঃ e=}, 

6. প্রমাণ কর যে নির্দিষ্ট দুইটি বিন্দু হইতে একটি meua বিন্দুর TOT 
অস্তরফল 44 হইলে উক্ত বিন্দুর সঞ্চারপথ একটি পরাবৃত্ত হইবে | 

7. একটি পরাবৃত্তের অর্ধ-অনুপরস্থ অক্ষ ও www অক্ষর যোগফল 64, 
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o 208 64 ” 
নিৰ্ণয় কর। етө БЕ 
8 е] 4148, у =тх+ уат" – b° সরলরেখাকে % অর্থাৎ | 


(а sec ¢, b tan $) বিন্দুতে ছেদ করিলে প্রমাণ কর যে 
a ф=зїп^1(Ь/ат). ° 
9. x*—y°+5x+3y+2=0 এবং х%®—у%-+-2х=4 яде 


ছেদবিন্দু নির্ণয় কর। [উঃ (-4,2)] 
10. 2x*+y°—8x—4y+10=0 এবং х? – 3у%+10х+12у-23=0 
“ют ছেদবিন্দু নির্ণয় FF | [উঃ (1, 2), (1, 2), (1, 2), (1, 2.1 


11. م‎ পরাবৃত্তের কেন্দ্র ও নাভি নির্ণয় কর। 


উঃ (—3, 0); (—3, +3). 
12. কোন পরাবৃত্তের 454% ও 5948 অক্ষ পরস্পর সমান হইলে প্রমাণ কর 
“যে FP. F‘P= 07০8, Р 


(এখানে F, F ат беч, С কেন্দ্র এবং Р পরাবৃত্তের উপরিস্থ যে কোন বিন্দু )। 
1১, F P= পরাবৃত্ত সাপেক্ষে নিয়লিখিত বিন্দুগুলির অবস্থান নির্ণয় কর £ 
(2, 3), (5, 7), (-6,-9), (—4, 5), (4 V2, 2). 
উঃ অন্তর্দেশ (প্রথম তিনটি ), উপর, বহির্দেশ। 
14. একটি পরাবৃত্বের অনুপ্রস্থ ও итд অক্ষদৈর্ঘ্য যথাক্রমে 8 ও 6 এবং উহাদের 
দিক 3x- 4у+1=0 е 4x+3y+2=0 বরাবর । পরারৃতের সমীকরণ БИЯ কর। 
' پچ‎ (43-2! (৮4৮11) _, 
: 16:25 9:25 


15. «атта 2-1 এর y=2x সরলরেখার সমান্তরাল জ্যাগুলির মধ্যবিন্ু- 
` সমুহের সঞ্চারপথ নির্ণয় wa | উঃ х-8у. 


অষ্টম অধ্যায় 
স্পর্শক ( Tangents ). 

ছেদক ৫ স্পর্ণক £ 1. একটি সামতলিক বক্তরেখার (plane curve ) উপর 
যে কোন দুইটি বিন্দু P e Q ает হইল। P ও О সংযোজক সরলরেখাকে বক্ররেখার 
| ছেদক ( secant ) বল! হয়। এখন 
P ce স্থির রাখিয়া Q বিন্দুটি যদি 
বক্ররেখা অনুসরণ করিয়া Р বিন্দুর 
দিকে অগ্রসর হইতে থাকে, তাহ! 
হইলে 0 বিন্দুর পরিণাম অবস্থান বা 
সীমাস্থ অবস্থান (limiting position) 
হইবে P. এইরূপ অবস্থায় PQ 
ছেদকটি P বিন্দুতে বক্তরেখার স্পর্শকে 
পরিণত হইবে। সাধারণ ভাবে আমরা 
বলিয়া থাকি যে Q বিন্দুটি P বিন্দুর 
উপর সমাপতিত হইলে ҒО ছেদকটি 


চিত্র 56 


Р বিন্দুতে বত্তরেখার әјиб হইবে। 

эз]: একটি সামতলিক বক্ররেখার উপরিস্থ একটি সঞ্চরণশীল বিন্দু যদি 
বক্ররেখা ধরিয়া বক্ররেখার উপরিস্থ একটি স্থিরবিন্দুর দিকে অগ্রসর হয় এবং স্থিরবিন্দু 
যদি অগ্রসরমাণ বিন্দুর পরিণাম অবস্থান (বা সীমাস্থ অবস্থান ) হয়, তাহা! হইলে উক্ত;! 
FN ছেদকের সীমাস্থ অবস্থানকেই বক্ররেখার স্থির বিন্দুতে অস্কিত স্পর্শক ' 
বলা হয়। 

অনুসিদ্ধান্ত : 1. সঞ্চরণশীল বিন্দু স্থিরবিন্দুর খুবই ঘনিষ্ঠ বিন্দু হইবে। 

অগুলিদ্ধান্ত : 2. সঞ্চরণশীল বিন্দু স্থিরবিন্দুর যে কোন পার্শ্বে অবস্থিত 
থাকিয়া স্থিরবিন্দুর দিকে অগ্রসর হইতে পারে | 

অনুসিদ্ধান্ত : 3. 0-কে Paa পরিবর্তনশীল অবস্থান ধরা যাইতে পারে | 

2. স্পর্ণকের নতি: মনে কর একটি বক্ররেখার সমীকরণ 

১০19) © (1) 7 
চিত্রে ইহার লেখচিত্র আকা হইল। এই বক্ররেখার উপর দুইটি পরস্পর ঘনিষ্ঠ বিন্দু 
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Pe Q এর স্থানাঙ্ক Рх, у) এবং Q(x+ Ax, y+ Ay) লওয়া হইল । এক্ষেত্রে 
হুইল Ax, Ay | “বিন্দুর অবস্থান Q বিন্দুতে স্থানান্তরিত হইবার ফলে P বিন্দুর 
স্থানাঙ্কের পরিবর্তনের পরিমাণ | 

এখন Рв Q হইতে 4-অক্ষের উপর 
PL, ОМ লঙ্ব টানা হইল। PN LOM 


টানা হইল। তাহা হইলে PN=LM= 
OM-OL=x+Ax-x= Ax এবং 
NQ=MQ- MN=MQ- LP=y + Ду 
у= Ay. 

এখন РО ছেদকের আনতিকোণ 9 
খরিয়া পাই 


tang = VQ- Ау 42) 


PN Ax 
ইহাই হইল PQ ছেদকের নতি। 
এখন Q যদি বক্ররেখা ধরিয়া ক্রমশ:ই P এর নিকটবর্তী হইতে থাকে তাহ! হইলে 

Ax—o, Дуъо, এবং РО ছেদকটির সীমাস্থ অবস্থান P- স্পর্শ ВИЙ "ыт 
হুইবে। : ! 
সেক্ষেত্রে РО ছেদকের নতি = অন্থপাতটির যে সীমাস্থ মান পাওয়া যায় সেই 


আনটি হইবে উক্ত ম্পর্ণকের নতি। 
অন্তর্কলনের ভাষায় এই অগ্ছপাতটির সীমাস্থ মান হইল 


অতএব, প্রদত্ত বক্ররেখা! у-/х) এর Рух, у) বিন্দুতে অস্িত স্পর্শকের 
নতি হইল V, 
dx 
"osa আনতিকোণ 9 হইলে "ст: 
tany= Z. 
আবার 9 এর ати মান হইল 9. 


3. А. эта বত্ররেখ। у-/х) এর P (х.,у,) বিন্দুতে অঙ্কিত 
স্পর্ণকের লমীকরণ fada করিতে হুইবে। 
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প্রদত্ত Р(х, уу) বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শকের নতি হইল 
d 
hs =21, J=)1 বা (ды, 
অতএব P (ху, уу) স্পর্শবিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শকের সমীকরণ 
হইল кӛ ১ (এ 


4х/х1,у. (আয, ...)4( 


এক্ষেত্রে প্রদত্ত y = f(x) সমীকরণ হইতে s নির্ণয় করিয়া x=, Y=); 
বিন্দুতে উহার মান নির্ধারণ করিতে হইবে। কোন বিন্দুতে স্পর্শকের আনতিকোণ 
$= হইলে апу = 2 অস্তিত্বহীন হইয়া! পড়ে। সে ক্ষেত্রে (4) সুত্র অর্থহীন 
হইবে। এক্ষেত্রে উক্ত বিন্দুতে у ыста সমান্তরাল স্পর্শক থাকিবার সম্ভাবনা | 


В. প্রদত্ত TETAN fx, y)=o এর Рх,,у.) বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্ণকের 
সমীকরণ নির্ণয় করিতে হুইবে। 


অন্তর্কলন হইতে আমরা জানি যে বক্তরেখার সমীকরণ Hz, y)=o হইলে, 


of 
দা af 
TA af 8৮5 

ду 

í) A 
dy Лх) ха, у, |] =o. 
МУ dxl х,у ” a hh š 21% уі 
YI Ха, Уі 


a — lfe vi _ (хз, Уі 1 
(fess y1 (уха, y: 


অতএব /)-০ বক্ররেখার Р(х,у.) বিন্দুতে অঙ্কিত ম্পর্শকের সমীকরণ 
(4) হইতে পাই, 


у-У1=(х- xı) 


বা (702, y, (x- x:)+(fy)x,, уі(у-у.)т0 “(9 


4. A. প্রদত্ত 45 x°+y'+2gx+ 2/y+c=0 এর Рт, у) বিন্দুভে 
ম্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে। 
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এক্ষেত্রে fle, y)=x +y + 2gx+2fx+ c 
S =2x+ 22, (80, 
+, @ ануч 
অতএব নির্ণেয় স্পর্শকের সমীকরণ 
от), +000) „= 
বা (х-хХх +) (у= уу, +/)=0 
বা xx, +yyi+gx+fy=x,°+y,"+gx,+fy, 
উভয় দিকে gx, + fy, Fe যোগ করিয়া পাই 
5407৮178074 %5)477015)7-6 
=x," +y,*+2gx,+2fy, +e. 701) 
কিন্তু (xz,, y) ВВ বৃত্তের উপরিস্থ বিন্দু বলিয়া উহা বৃত্তের সমীকরণকে সিদ্ধ 
করিবে। | 
অতএব x,°+y,-+2gx,+2fy,-+c=0 
(1) এ বসাইয়া পাই хх, tyy -Ер(к-Ех.)--Қу-ғу.)--е-0. 
ইহাই নিৰ্ণেয স্পর্শকের সমীকরণ | 
স্পর্শকের সমীকরণ 7-0 দ্বারা স্থচিত করা হয়। 
B. প্রদত্ত х*-„у®%=а% বৃত্তের (хх, Уз) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 
নিৰ্ণয় করিতে হইবে | 
এক্ষেত্রে fx, у) = x+y’ = a: =0 
"fax, у)=2х‚ (৮১১ yi = 2x; 
এবং f(x, у)=2у, (еі, y, = 275, 
অতএব নির্ণেয় স্পর্শকের সমীকরণ 
(x= x (fata +O- y, Xfo)zuy, =0 
বা (x—x,)x, +(y-y3)৮,=0 
বা хх, FI =x +y," : 
71 zx, +yy,-at=x, + رار‎ as, . (2) 
কিন্তু (x, у) বিন্দু ета বৃত্তের উপর অবস্থিত বলিয়া (xa, уа) সমীকরণটিকে 
সিদ্ধ করিবে। 
“хі? +у;з- 23 বা ৯8:+y,*-a*=0৷ 


=2(x, +8). 
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অতএব (2) এ বসাইয়া পাই 
১540-4৪-50 
xx, +yy:=a°. 
বাশ (ху, у) হইল স্পর্শবিন্দু। 
` 5. স্পর্শক নির্ণয়ের দ্বিতীয় পদ্ধতি : 


А. একটি সরলরেখা ও একটি শঙ্ধুচ্ছেদের ছেদবিন্দু নির্ণয় করিতে 
| 


ST еа সমীকরণ হইল যথাক্রমে 
SSE নী nL 


হি «Уа, В--ті-і1, (l) 


এবং Дх, y)=ax°+2hxy+ by" 
+2gx+2fy+c=0 ““(2) 
(1) হইতে পাই лала 


у=у. +тг, 

অতএব (2)-তে ব্সাইয়া পাই 
а(х. +1)° + 2x, +I, + тг) 

Fh tmr)? + 2g(x, + r) +2, + 


243) 


mr)+c -0. 
А সরল করিয়া পাই 
A(x) га +2hlm+bm°] +2r[ax, + 
চিত্র 58 hy, -+g)I+- (hx, +by, +f)m]+ ax, ° 
Tt 2hx,y, tby,” + 28x, +2y, +c=0. o ...(A) 


ইহা? এর একটি দ্বিঘাত সমীকরণ। এই সমীকরণটি সমাধান করিলে দুইটি বীজ 
rra পাওয়া যায়। এখন raq এই মানদ্বয় পরপর. (3)-তে বসাইলে (1)'ও (2) 
এর CETTE পাওয়া যায়। Cerf P e Q হইলে P e Q এর স্থানাঙ্ক হইল 
Р(х, +Ir,, yi +mr,), Q(xi +Irs, y, + mrs) | 
অনুসিদ্ধান্ত 1. (1) এর উপরিস্থ (х,у) বিন্দুটি 4 হইলে ্পষ্টতঃ 
AP=r,, AQ=r,. 
অনুলিদ্ধান্ত 2. 4 বিন্দুটি (2) এর উপর অবস্থিত হইলে 
АР-т,-0| 
aqfaata 3. একটি সরলরেখা৷ একটি শঙ্কুচ্ছেদকে দুইটি বিন্দুতে ছেদ করে | 
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а 2144 শঙ্কচ্ছেদের (xa, 7.) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণর করিতে 
l 


প্রদত্ত (хі, y,) বিন্দুগামী সরলরেখা (1) এবং শঙ্কুচ্ছেদের সমীকরণ (2) লও | (1) 
ও (2) হইতে পূর্বের পদ্ধতি অনুসরণ করিয়া পাই 
r° lal + him + bm} + 2r[(ax, + hy, + g)/-+ (hx, +by +f)m] +ax, ° 
+2hx,y, +by,*+ 28x, +2fy, +с=0 (4) 
এখন (1) ছেদকটি যদি (z,, y.) বিন্দুতে (2)-কে স্পর্শ করে তাহা হইলে Q বিন্দু 
P এর উপর সমাপতিত হইবে | সেক্ষেত্রে (4) সমীকরণের দুইটি বীজই শূন্য হইবে। 
š rit+ra=0 এবং r,r2=0. 
(4) হইতে প্ররোজনীয় সর্ত পাই 
(ax,-+ hy, +g) + (hx, + by, +f)m=0 (5) 
এবং ax, + 2hx, y+ by, + 28x, +2fy +с=0. (6) 
এক্ষেত্রে (6) সর্তটিপ্রত্যাশিত। কারণ (৮:১১) বিন্দুটি শঙ্কুচ্ছেদের উপর অবস্থিত 


বলিয়া উহ! সমীকরণকে সিদ্ধ করিবে এবং (6) সর্ত পাওয়া যাইবে। 


এখন (1) এর সাহায্যে (5) হইতে 1, m অপনয়ন করিয়া পাই 
(аху + hy, +g)(x— x1)+ (hx, +by += ya) =0 
বা (ах, +hy, + g)x+ (hx, + by, +f)y=(ax, +hy, +g)x, +(hx, + 
` by, +f) yı. 
উভয়পক্ষে gx, + fy, + e যোগ করিয়া পাই 
хха ху + х,у)+ уу, + (хха) Дуа) 
| =ax," +2hx1yı +by1”+2gx, +29, +c 
=0, (6) এর সাহায্যে )। | 
অতএব (2) শঙ্ছচ্ছেদের (хі, у) স্পর্শবিন্দুতে নির্ণেয় স্পর্শকের সমীকরণ 
Теахх, +h(xy, хуу) Бууз +а(х+х,)+Қу+у,)+с=0. (7) 
С. দ্বিভীয় পদ্ধতিতে বৃত্তের স্পর্শক নির্ণয় করিতে হুইবে। 
উপরোক্ত (2) সমীকরণে a= b এবং ॥=০ বাইয়া পাই বৃত্তের সমীকরণ i 
x*+y*+2gx+ 2fy + c=0. 
এখন (7) এ a=b, ॥=০ বাইয়া নিৰ্ণেয় স্পৰ্শকের সমীকরণ পাওয়া যায় 
хх уу + g(x + x1) +f + ya) +c=0. 
অন্তর্কলনের সাহায্যে 4 অনুচ্ছেদে এই সমীকরণ পূর্বেই নির্ণয় করা হইয়াছে। 
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স্পর্শকের এই সমীকরণটি ছাত্রছাত্রীরা দ্বিতীয় পদ্ধতি অনুসরণ করিয়া নিজেরাই. 
সরাসরি নির্ণয় করিবে। পরবর্তী অনুচ্ছেদে দ্বিতীয় পদ্ধতিতে (7)-সমীকরণের সাহায্য 
ব্যতীত সরাসরি স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় করা হইল | 

D. দ্বিতীয় পদ্ধতিতে 2*+)*-৫* ..(1) বৃত্তের (৫2, 74) বিন্দুতে 
স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে। 

ধর (х,у) বিন্দুগামী যে কোন সরলরেখার সমীকরণ 


==, + m°=1. (2) 


4. x=x,+Ir, y=y,+mr. 

Oa বসাইয়! পাই (x,+I)%+(y,+-mr)°—at=0 

বা (P +m°)r° 12711) tmy} txi + y, а%=0 

41 ritxi tmy) +х;%+у;2—а%=0, e Тт 23) 

এখন (2) সমীকরণ (1) এর স্পর্শক হইলে (3) সমীকরণের r, এবং দুইটি বীজই 
শূন্য হইবে। 

৩5711779750 এবং rira =0. 

অতএব (3) হইতে পাই Ixi+-my,=0, x,°+y'-—a?=0.  ..(4) 


আবার (4) হইতে পাই "= -2. 


Хі 

এখন (2) এর সাহায্যে 1, m অপনয়ন করিয়া পাই 

a ү ү A 

ঠা: 7, 
ЗІ 22: -х,°= – уу, +у,? 
বা ах. tyy =x, 9405 
বা хх, Фуу. ~a =x, +y, *-a°=0, (4)м4 সাহায্যে | 
অতএব নির্ণেয় বৃত্তের সমীকরণ хх, Буу, =a. 
6. А. প্রদত্ত (xı Y,) বিন্দুতে у"-4ах ...(1) অধিবৃত্তের স্পর্শকের 

সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে | 

প্রদত্ত (x,, y,) বিন্দুগামী যে কোন সরলরেখা! লও : 


aats E ar a 9 а 
০১১১৮৮15০৮1) 


1. অতএব (1) সমীকরণে ১০:41, y=), + mr 


эб 107. 
বসাইয়া পাই 
| (yı + mr)? = 4а(х, +1) 
| বা mr" + 2r(my: – 21) 4az, +y,*=0 : ; 
| এখন (2) সরলরেখা (1) অধিবৃত্ের স্পর্শক হইলে এই দ্বিঘাত সমীকরণের Shawn 
ri এবং r, উভয়ই g হইবে। 


(3) হইতে (1) এর সাহায্যে /, m অপনয়ন করিয়া পাই 
у.(у-у)-24(х- ха)-0. 
বা уу,-у,!-2ах--2ах, =0 
বা ууіту1!--2ах- 2722 
4৫441242485) (3) এর সাহায্যে পাই। 
বা yy:=2a(x+x.). 
ইহাই бсб স্পর্শকের সমীকরণ । 
В. অন্তর্কলনের সাহায্যে অধিবৃত্তের স্পর্শক্ নির্ণয় করিতে হইবে। 
অধিবৃত্তের সমীকরণ y’ -4ах লও 
এখন x এর সাপেক্ষে উভয় পক্ষকে অন্তরকলিত (differentiate) করিয়া! পাই: 
WP kå 
dx 


{ 
+тъ=0, rıra=0, 
r এর দ্বিঘাত সমীকরণ হইতে পাই ту, – 241=0, у,%-4аг,-0 ...(3), 
| 
| 
1 


Ф.2а ,, (%) -24 
d у "хуу 


অতএব নির্ণেয স্পর্শকের সমীকরণ 


›-э=(@|„ в) 
বা еме а-а.) 
বা уу,-у."-2а(х- 5) 
উভয় পক্ষে 4ах, যোগ করিয়া পাই 
yy, — (y, ° — 4ах,)= 2a(x+x,) Qy 

এখন (x,, ул) বিন্দু অধিরৃত্তের উপরে অবস্থিত বলিয়া 

y "= 4ах,, 
| অতএব (1)-& বাইয়া! 846 স্পর্শকের সমীকরণ পাই 


০০ 
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7. А. প্রদত্ত (x,, 7.) বিন্দুতে = + =1 ...(1). сая স্পর্শকের 


সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে। 
মনে কর প্রদত্ত (২১ Va) বিন্দুগামী যে কোন সরলরেখা 


অতএব ১৯27, y=y,+mr 


(1)-4 বসাইয়া৷ পাই 


(ва ІР 05777) 
৫2 bz 


=” "=, ডি (2) 


=1 


বা "(рента ыты) лы ১+)১--1-0. 


এখন (2) সরলরেখা (1)-এর স্পর্শক হইলে এই দ্বিধাত সমীকরণের বীজদ্বয় r ra 


উভয়ই wg হইবে। 
এক্ষেত্রে প্রয়োজনীয় সর্তগুলি হইল 
75770, rira=0. 
অর্থাৎ 2৮০0 


2 
ছু pot O NEG) 


b 


К e о, 


а? 


хі ууу _ x y 
বা ے2‎ +23 


2x 
Ў.= % 


Хата ууз ০0 
+> > 


3) হইতে পাই। 
ইহাই নির্ণয় স্পর্শকের সমীকরণ। 
В. অন্তর্কলনের সাহায্যে х-ке, x 
aeea সমীকরণ নির্ণয় করিতে іст 


এক্ষেত্রে f(x, y =% -І-0 


b? 


(1) উপবৃত্তের (xi, у) বিন্দতে 


স্পর্শক 109, 


220) Ei 
এবং 7, 2) on C р 


অতএব (ху, у,) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 


Sa 
ул (х- xı) 
ҒА ر‎ Xis Уі 
x 
বা aT = б (х) 


বা Cabs =: Es 


zi жалдады +2 5 ...(2) 


কিন্তু (xx, уу) বিন্দু (1) এর উপর অবস্থিত বলিয়া পাই 


অতএব (2) এ বসাইয়! নির্ণের স্পর্শকের সমীকরণ পাই ' 
و‎ ১72৯1, 


8. A. am E b=! 00) পরাবৃত্রের ет 
সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে। 
এক্ষেত্রে Дх, در‎ - 150, 
2x 285 
е; ` = 2/2 уі মা 


ЖОШ EG 2y, 
এবং »= руз .. ыт . 


অতএব নির্ণেয় স্পর্শকের সমীকরণ 
(= х4Х/ғ)ғ4, yi +(y— у), yi =0 


1 (к-у) (4)-0 


বা да Уы ха? уа? 242) 
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কিন্তু (,১ у.) বিন্দুটি পরাবৃত্ের উপর অবস্থিত বলিয়া উহ! (1) সমীকরণকে সিদ্ধ 
করিবে। তাহা হইলে পাই 


অতএব (2) সমীকরণে বসাইয়া পাই 


০4 
а? b? N 


ইহাই ст স্পর্শকের সমীকরণ 
B. পরার 25-17-1,...0) এর (e>) বিন্দুতে স্পর্শকের 
সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে | 
মনে কর (х1, уз) বিন্দুগামী যে কোন সরলরেখার সমীকরণ 
жаа ууа m=; 
1 т 
(2) 


+ х=х,+, у-у, тг 
(1) এ বসাইয়া পাই 0. 


(rı +Ir)°'_ (y, +m)? 1 
з ja = 


বা G-n т. Jetz (а و(‎ 10 ...3( 


সরলরেখা (2) পরাবৃত্ত (1) এর স্পর্শক হইলে ә সমীকরণ (3) এর Йән 
শুন্য হইবে। এক্ষেত্রে প্রয়োজনীয় সর্ত হইল 


ry+r,=0, r,ra=0. 

пату m0 এবং ж-з 120, 44) 

এখন (3) এর সাহায্যে (4) হইতে 1, m অপনয়ন করিয়া পাই 
5(х-х )-340-у:)-0, 


বা 28-75-525৯ уа? 
а? 585 এল r 


w а. টু = 15 ( (4) এর সাহায্যে )। 


ইহাই নিৰ্ণের স্পর্শকের সমীকরণ। 


স্পর্শক 11 
РЈ 2 
9. А. প্রদত্ত (а соз Ө, 5 sin 9) বিন্দুতে + =1 উপবৃত্তের 


স্পর্শকের সমীকরণ: | 
z1 =a cos Ө, y =b sin Ө ধরিয়া উপবৃত্তের স্পর্ণকের সমীকরণে বসাইয়া পাই 
2:4০959.1)) & 510.0.__ 
— +i 
a b 


<< 0020 уып Ө Ly 


? a 
ইহাই হইল নির্ণয় ম্পর্শকের সমীকরণ | 
В. প্রদত্ত (а seo 6, b tang) বিন্দুতে = পরারত্তের 


স্পর্শকের সমীকরণ: 
X1= sec 0, y, =b tan 0 ধরিয়া পরাবৃত্তের স্পর্ণকের সমীকরণে বসাইয়। পাই 
x a sec 0_y btan 9 হা 
57887: ачр" 


অর্থাৎ езес0 y tan O р. 


a b 

ইহাই হইল নির্ণের স্পর্শক | 

П. 1. অভিলম্ব। 

4591: কোন জামভলিক amana কোন বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শকের 
স্পর্শকবিন্দুগামী өң সরলরেখাকে এ বিন্দুতে বক্ররেখার অভিলম্ব বলে৷ 

স্পর্শবিন্দু তথা ম্পর্শকের সমীকরণ জান! থাকিলে অভিলম্বের সমীকরণ নিম্নলিখিত 
ভাবে নির্ণয় করা যায়। 

মনে করা যাক বক্ররেখার সমীকরণ у =/(2) এবং (ха, уа) ইহার উপরিস্থ কোন 
84! তাহা হইলে (za, Va) বিন্দুতে বক্ররেখার স্পর্শকের নতি হইল 

ТЫ (ধর )। 


এখন স্পর্শকের аң সরলরেখার নতি m° হইলে 849% 

mm = — 1 

যা ৮০4 
m 


a- + = অভিলম্বের নতি। 
د‎ ғ 
%%44(х,,у.) বিন্দুতে p= f(x) এর 
অভিলঙ্থের সমীকরণ 


У-у =m'z— xi) 
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বা у-уіт- (х- х.) 
Ó. Уу 


বা (x-xi +y- y) (5 220 5) 


эй: উপস্পর্শক ও Bafe: সংজ্ঞা! : কোন বক্ররেখার 59/84 
কোন Р বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শক ও অভিলম্ব X অক্ষকে যথাক্রমে T ও М 
বিন্দতে ছেদ করিলে এবং P হইতে X আক্ষের উপর 5/66 লম্মের পাঁদবিন্দু 
М হইলে ТМ এবং NM রেখাংশ দুইটিকে P বিন্দ সাপেক্ষে উপস্পর্শক ও 
উপ-অভিলম্ব বলে | 

«лате 1. বক্ররেখার সমীকরণ /(x,y)=0 হইলে অভিলম্বের সমীকরণ 


হইবে (х-ха-Нуі- „(= кәс 


(х-х.) ê E ১ 
(fx) Xi, Yı 02) х уу уу үз 
2. А. প্রদত্ত (ху, уз) বিন্দুতে x° +y° =а° বৃত্তের অভিলম্বের সমীকরণ | 
নিৰ্ণয় করিতে হুইবে। 
এক্ষেত্রে স্পর্শকের সমীকরণ xxi уу. =a° 


অতএব প্পর্শকের নতি "= 94. 


M 


বা 


অতএব অভিলম্বের নতি m= — =>, 
2977 
অতএব অভিলম্খের সমীকরণ 
Te == ху). 
বা. гу,-ухі-0. 
স্পষ্টতঃ বৃত্তের অভিলঙ্থ কেন্দ্রগামী হইবে। 
В ধর প্রদত্ত বৃত্তের সমীকরণ  +*+)+28+2/4-৫-0. 


অতএব (ху, V1) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 
5৫570754817 x) +f p 1015) ০-50, 


FELE 
এই ম্পর্শকের TS =m a; 


স্পর্শক 113 
অতএব অভিলম্কের নতি =“ = - 


1 
т x Fg 


অতএব অভিলম্বের সমীকরণ 


অর্থাৎ X Xr дету 
xg yı 


3. প্রদত্ত (x,y) বিন্দুতে у'=4ах অধিবৃত্তের অভিলম্বের সমীকরণ এবং 
উপন্পর্শক ও উপ-অভিলঙ্থ নির্ণয় কর | 
এক্ষেত্রে (ху, уу) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 


ууу=2а(х+х)). 


2а š Pip [wf 
+ ш, 
ইহার নতি т л іе 
অতএব অভিলম্বের নতি em = — а=) Р 2775 
т 2а 
অতএব অভিলম্বের সমীকরণ 


৮7২৯7 মেস) 

qi Yıx+2ay = хууу-+Е2@ул. | : 

এখন স্পর্শকের সমীকরণে y=0 বসাইয়া পাই х= — x, 

অতএব T বিন্দুর স্থানাঙ্ক 7(— 2,0) | ы 

আবার че нн Ва каған 

অতএব М বিন্দুর স্থানাঙ্ক Мохо-24,0)1-- "леу РУ 

আবার N বিন্দুর স্থানাঙ্ক Nixa, 0). 

অতএব 24946 МТ = x, = (—х,)=9х,. 

এবং উপ-অভিলম্থ N M= х, + 94 — x, = 9a = 44% | 
б, অতএব অধিবৃততের যে কোন বিন্দুতে উপ-অভিলদ্ এবক হইবে | i 
‚ 4% A. eia (xı, y1) বিন্দুতে %7+/০-1,...0) উপরৃত্তের অভিলন্বের 
সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে | | 

আমর] জানি, (x,, уз) বিন্দুতে ( 1) উপবৃত্তের স্পর্শকের সমীকরণ 


H. S. Geom.—8 
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а-и iona a 


অতএব অভিলছ্বের (848 সমীকরণ 
у-у:= аз (х- х1), 
хх у-у: 
বা সা Уі 42) 
а, b 


В, উপবৃত্ х= 1 এর (acoso, & sin 9) বিন্দুতে অভিলম্দের 


Xi =a соз Ө y, =) sin Ө, ধরিয়া! উপরোক্ত সমীকরণ (2) 
হইতে অভিলঙ্বের নির্ণেয় সমীকরণ পাই 


Х-асо560 у-ӛ іп 9 
сов ө біп Ө 
а ь 


ДР ЗД 
সরল করিয়া পাই, 5085 r 
5. А. প্রদত্ত (%1, y) বিন্দুতে 2 -৪-1 1-1) পরাবন্ডের অভিলন্মের 
সমীকরণ fafa করিতে হইবে | 
бон ক্ষেত্রে অত পদ্ধতিতে দেখান যায় যে নির্ণের অভিলঙের সমীকরণ 


р ИО Дый ДҮ] 
Жі руа (2) 
as bs 


В. яте 5; -18-1এর (a sec Ө, b tan 0) বিন্দুতে afera 
সমীকরণ : 
xi =a sec Ө, ‚Уз =b tan 0 ধরিয়া অভিলঙ্থের উপরোক্ত সমীকরণ (2) হইতে পাই 


x—asec ө =) —b tan 0 


sec ৪ ЖҮ * 
a b 


жм 115 


1. প্রদত্ত সরলরেখ। -7+০--:(1) প্রদত্ত x+y a,l) বৃত্তের 
স্পর্শক 89414 সর্ত নির্ণয় করিতে হুইবে। 
সমীকরণ-এ (1) হইতে y এর মান (2) এ বসাইয়া পাই 
x* + (mx+ с)? = a° И 
বা, (17772) х2--2стх-Ес?- a° =0. 
এখন хая এই দ্বিঘাত সমীকরণের Thee সমান হইলে (1) সরলরেখাটি দুইটি 
সমাপতিত বিন্দুতে (2)কে স্পর্শ করিবে। ичи সমান হইবার 7% 
০5715 =(1-++т?)(с*— а?) 
সরল করিয়া ACA সর্ত পাই 
«“-а%(1--т?) 
1 c= +a Vl Fm" 
অতএব maq যে কোন মানের জন্তই y=m xa VF সরল রেখা 
দুইটি বৃত্তের ম্পর্শক হইযে | 
2. А. প্রদত্ত সরলরেখা! . ০74০ -1) প্রদত্ত : ৮449 (2) 
অধিরত্তের স্পর্শক হইবার অর্ত নির্ণয় করিতে হইবে। nag 
সমীকরণ (1) হইতে » এর মান (2) এ বসাইয়া পাই 
(тх+с)%=4ах, Қ 
বা m°x°+2(em— 9a)x+c°=0...... (3) 
এখন ৯-এর এই দ্বিধাত সমীকরণের বীজদবয় সমান হইলে (1) সরলরেখাটি দুইটি 
সমাপতিত বিন্দুতে (2)কে স্পর্শ করিবে। 
ечи সমান হইবার সর্ত 
(cm— 2а)? ০4719, 
সরল করিয়া পাই, ০॥=৭ বা e=": 
ইহাই бте эг | 
এখন সমীকরণ (3) হইতে পাই, 22 (ст=а) | 
тх? 2ax+ =0. 
2 
বা (n= =0, 
a a 
т” m” 


(1)-এ বাইয়া পাই унт. += 


বা х= 


2a 22 
ұйы 


а 
অতএব т এর যে কোন মানের জর, y=mx+ 


অধিবৃত্ত (2) এর স্পর্শক হইল। স্পর্শবিনদু হইল (2, za) 
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В অধ্িবৃত্ত › =4ах এর স্পর্শক ও অভিলন্বের স্থিতিমাপক সমীকরণ : 
মনে কর (=, তাহা হইলে (4) এ বসাইয়া অধিকতর স্পর্শকের সমীকরণ 
পাই £। 
= 4 +at, 
+ বা ty=x+ ar, --(5) 
ইহাই হইল নির্ণেয় স্পর্শকের সমীকরণ | 
স্পর্শ বিন্দু হইল (аг?, 21) 
. আবার স্পর্শকের নতি 1 বলিয়া afea নতি -/. 
14774 aP YSI а?) 
y+tx=2at+at5...... (6) 
29% іл а а সাধারণভাবে তিনটি 
afena অঙ্কন করা যাইতে পারে। 
মনে কর প্রদত্ত বিন্দু হইল (x1, у)! অধিৰৃত্তের যে কোন (4৫, 201) বিন্দুতে 
অভিলম্বের সমীকরণ হইল : 
Y+tx=2at+at? 
ইহা (ха, ул) দিয়া যায় বলিয়া 
01153 =2at+at° 
বা at? +(2a- x,)t—y,=0...... (91 
ইং! /-এর একটি ত্রিঘাত সমীক্রণ। অতএব ইহার তিনটি বীজ থাকিবে | মনে 
কর এই বীজগুলি ta, ta, t, | তাহা হইলে (00°, 2%)তে t এর মানগুলি বসাইয়া 
অভিলঙ্ব তিনটির পাদবিন্দুর স্থানাঙ্ক পাওয়া যাইবে | 
অতএব প্রদত্ত (x1, уз) বিন্দু দিয়া অধিবৃত্তের সাধারণভাবে তিনটি অভিলগ্গ টানা 
যায়। সমীকরণ (7) এর বীজগুলি বাস্তব হইলে তবেই তিনটি বাস্তব afen 
পাওয়া যাইবে | 
অনুসিদ্ধান্ত ! : (7) সমীকরণে rapa পদ অনুপস্থিত | 
অতএব বীজগণিতের স্থত্র হইতে পাই 1,41, +1,=0, 
এখন অভিলম্থ তিনটির পাদবিন্দুগুলির কোটিগুলির যোগফল 
" Vi jy dy, = 2a1 j + 22151 2015 
=2a(t,+ t, +1) 
= 2а. 0-0, 


স্পর্শক 117. 


3. প্রদত্ত у-тхс:-(1) TA 1-0) উপবৃত্তের 
স্পর্শক হুইবার 9% নির্ণয় করিতে হইবে। 1 : " 

সমীকরণ (1) হইতে у এর মান (2) এ বসাইয়া পাই 

1 এত] + EF х+6-1=0.. КС 

(1) সরলরেখ। (2) এর স্পর্শক হইলে x এর এই (847% সমীকরণের বীজঘয় সমান 
হইবে। i 
বীজদ্বয় সমান হইবার 7% 

н: 
সরল করিয়া পাই c= am? +b? --(4) 
বা c= + Jam +b. 
অতএব, m এর সকল মানের জন্য 
y=mx+ / 

সরলরেখাদ্বয় উপবৃত্তটির স্পর্শক হুইবে। 
এখন (3) এ (4) বসাইয়। পাই ۰ 

(ат? + b*)x® +2. ат? + bšx.a*m+atm* =0, 
বা (Va mî +b*x жайт)! =0. 


am" +b 


а жаа ғ am 
Vatmi+b” уат? +b 
у= +m утшн aE! 
ы ১৮০১৭ 
* Уа*т*+Ь” vam" +b 
am b° 
অতএব Асе 484 Е Jam +b” = নক] 
4. প্রদত্ত у=тх+с, (1) সরলয়েখ প্রদত্ত 25-/৮৮1, -(2 
পরা রৃস্তের স্পর্শক হইবার সর্ত এবং স্পর্শবিন্দর স্থানাঙ্ক নির্ণয় করিতে হুইবে। 
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আমরা জানি, প্রদত্ত (х, уз) বিন্দুতে патсан স্পর্মকের সমীকরণ 


এখন সমীকরণ (1) অর্থাৎ mx—y+c=0 যদি পরাবৃত্তের স্পর্শক ₹য় তাহা হইলে 
(3) ও (1) এর তুলনা করিয়! পাই - 


he SE tas аа 
а*т sj 
х= — = y, =— >e (4) 


কিন্তু পরাবৃত্তের উপরিস্থ (x,, y.) বিন্দু সমীকরণ (2)কে সিদ্ধ করিবে | অতএব 
Xa, এর মান (2)-এ 41] পাই 


а*т? ৮* 1 
س‎ — —— = - 
ас 8205 


বা, ৫3552277202 

বা, се + Уат? Ь?......05) 
ইহাই স্পর্শক হইবার নির্ণেয় Té | 
অতএব m এর যে কোন মানের 89 পরাবৃত্ত (2) দুইটি, এর সমান্তরাল স্পর্শক হইল 

у=тх+ Vam" — bš, 
(5) হইতে ৫ এর মান (4) এ বসাইয়া স্পর্শবিন্দুদ্য়ের স্থানাঙ্ক পাই 
(ына 2]. 
Мать? Мат? – bš 


5. А. কোন উপরৃত্তের দুইটি পরস্পর этч স্পর্শকের ছেদবিন্দুর সঞ্চার- 
পথ নির্ণয় করিতে zëra | 


মনে কর উপবৃত্তের সমীকরণ хын এবং দুইটি পরস্পর ач স্পর্শকের 
CRRA (ху, у)! অতএব y=mx+ Va m FD সরলরেখাটি উপবৃত্তের একটি 
স্পর্শ হইবে। মনে কর ইহা (ху, Va) বিন্দুগামী | 
у =тх,+ Va mtb 
тш ও বর্গ করিয়া পাই: 
Qı- тх.) =а%т°+Ь?, 


বা (%:+- 42075 – 25557147715 _6৪-50. (1) 


s 


а: মি... 
н: ту, та হইলে স্পষ্টতঃ ইহার! (ы y) 


বিন্দুগামী দুইটি স্পর্শকের্নতি হইবে | 
এই эрд পরস্পর লম্ব হইলে mim = _1 


©. সমীকরণ (1) হইতে পাই mm == =-1, 


বা 211).2-৫৯+05 
(ху, ya) বিন্দুর সঞ্চারপথ হইল 
х*+у%=а*®+Ь°%. 
ইহা একটি বৃত্ত। এই Tace উপরৃত্তের নিয়ত qa (Director cirele) বলে। 


в. অনুরূপভাবে দেখান যায় বে 2,-০- পরা্ত্তের я „= 
দ্বয়ের ছেদবিল্দুর সঞ্চারপথ 
2০+)-5৫%--%5 
С. x+y" = a বৃত্তের লম্ব-স্পর্শকদ্বয়ের ছেদবিন্দুর সঞ্চারপথ হইল 
x+y? =a? 
D. afge »*=4ax এর দুইটি লম্ঘ-স্পর্শকের ছেদবিন্দুর সঞ্চারপথ 
fafa করিতে হইবে। 


প্রদত্ত অধিবৃত্তের একটি স্পর্শক হইল y=mx+ 7৫1) 


অধিবৃত্তের দুইটি লম্ব-স্পর্শকের ছেদবিন্দু ধর (ха, уз)! ধর, স্পর্ণক (1) এই бч 
দিয়া ata 


a 
2২০57157177, 


বা т?х,-туу+а=0 (27) 
এই সমীকরণের дачи ту, т. হইলে উহার! স্পষ্টতঃ (хі, V1) банд 
ছুইটি সপর্ণকের নতি নির্ধারণ করিবে। এই স্পর্শকদ্ পরস্পর লঙ্ হইলে, 


mim, = 1. 
তাহা হইলে (2) হইতে পাই mim, ==), 
বা x= =4, 


অতএব (x1, y1) বিন্দুর সঞ্চারপথ হইল х--а. 


অর্থাৎ পরস্পর mq যে কোন ছুই স্পর্শক ছেদবিন্দু- অধিবৃত্তের নিয়ামকের উপর 
অবস্থিত হইবে। 
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АУ. А. ябыла কোন বিন্দু হইতে একটি qg; অধিবৃত্, 9944; অথব। 

9414094 উপর দুইটি স্পর্শক অঙ্কন কর! যাইতে পারে। 

মনে কর একটি বৃত্তের সমীকরণ-95১৮৭4), т4%-0..(1) এবং বৃত্তের বহিঃস্থ 
কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক 4 (х, 891 ЧӨЯ (xa, у) বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শকের সমীকরণ 
হইলে хх, уу, -а ...2)। ধর ইহা (4, B) দিয়া যায়। 

অতএব «3 Ар ар міне A) тез বিন্দু বলিয়া 
ху," та, (4) | 


(5) ও (4) সমাধান করিলে z, ও y, এর দুইটি করিয়া মান পাওয়া যায়৷ ইহারা 
` "bw: (S 8) গামী দুইটি স্পর্শকের = дара স্থানাঙ্ক নির্দেশ করিবে। অতএব 


B. একটি বহিঃস্থ Alx, vı) বিন্দু হইতে 552৯4-)-4-0 ৫), 
বৃত্তের উপর অঙ্কিত স্পর্শকদ্ধয়ের সমীকরণ নিৰ্ণয় করিতে হইবে। 
е প্রদত্ত 4 বিন্দ্গামী যে কোন সরলরেখার সমীকরণ 


চি he, I:+m’=1 ১5.62) 


সমীকরণ (2) হইতে পাই x=, এবং рву; + тг, (1) এ বাইয়া -এবং 

সরল করিয়া পাই 
АҚ ту.) хау aa O ...)3( 

“রগ রেখা (2) 48 (1) এর স্পর্শক হইলে ॥-এর Мете সমীকরণের дечи সমান 
হইবে। (3)-এর বীজ সমান হইবার эб হইল (ату) =x ау, 2. as, 
বা (Ix, +my) (25198 a* IP + m") ...)4( 

(2) е (4) হইতে / ও m অপনয়ন করিয়া পাই, 

(х-х, BOT уш} (ха? ty? а(х) +=} 
বা Беу = аа ر‎ egt yat- 42054৮21144), 

= (xXx, tyy} 


বা {ххх +ууу- 45) - (х,у, "аза 
০ Хх*++у*—а°%)+(х,*++у,*—а*) 
~2 25105 a). 
এখন 52570547205) 
Simxi"+y,'- дз 
| Тз хх, фуу, =a" 
ধরিয়া পাই, (7-5,)-8,5%8,-27; 
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বা. 7+72785795২-555 FS 25২8, жм 
বা Tz 55, (SFT 
অর্থাৎ аз + ууз — as)=(x*+y*—anx "+y," — a) 26) 


অতএব (5) অথবা (6) হইল асб = аст সমীকরণ। 
C অধিবৃত্ত ॥*= 49% এর বহি্থ (2, y.) বিন্দুগামী স্পর্শকঘয়ের সমীকরণ : 


17/5-2901+25115(04- 4ax)(y, ° — дах.) 


D. উপৰত &, +; = 1এর বহিব (ха, уз) বিন্দুগামী স্পর্শকদ্বয়ের সমীকরণ 


YEE 


a fiai ; 

уа " 
Е. яңа? лу елм qaq (3১১1) বিশু йт সমীকরণ 
ХЖ. АТУ ГЫ ЕЛДА ЕАС, পা | 
атата গা লাল) on 0 


Vrs স্পর্ণ-জ্য (আনত ৫ of 59016) ১৯ | 

2091: কোল বিন্দু হইতে কোন cee উপর 990 স্পর্শক অন্কিত 
করিলে উহাদের CER FRE সংযোজক সরলরেখাকে স্পর্শ-জযা বলে। 

L А. বহিঃস্থ 57) বিন্দু হইতে S=x*+y* ৪৯০, (1) বৃত্তের উপর 
অঙ্কিত ম্পর্শকয়ের স্পর্শজ]ার সমীকরণ নির্ণয় *করিতে হইবে। 


মনে কর 4 হইতে ।1)-এর উপর অঙ্কিত _স্পর্শক্য়ের зу P(xs, y.) 
এবং Q (xs, ys) | - ; 


এখন Р বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ, 
Хха-Еууа Ба | ...)2( 


ইহা A хі, Ул) দিয়া যায়, ( গ্রদত্ 
সর্তান্ছসারে | | 


ও) 


ХаХа Ууз m a" ` SAS 
আবার Q বিন্দুতে স্পর্নকের সমীকরণ қ 
хх +») ата" 2.44) AN 9৩৯৮, 
ইহাও Ау.) бя 1 i 

` xixa +), ша” 975) 


0), 9,65) হইতেই тайин 
হয় যে Р(х», у,) এবং 012৯, у») বিন্দু 

X21 + yy; =a" Ü (6) চিত্র 60 

সরলরেখার উপর অবস্থিত | l 

42444 সরলরেখা (6) ten নির্ধের РО gra সমীকরণ 1 
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В. fet Alx yd বিন্দু হইতে у"-4а: অধিবৃত্ের উপর অঙ্কিত 
х স্পর্শকছয়ের স্পর্শজ্যার সমীকরণ Jy: = 2а(х+2,. 


С. 45% (x1, y.) বিন্দু হইতে 8948 ар এর স্পর্শজ্যার সমীকরণ 


D. абя (хауз) বিন্দু হইতে পরাবৃত্ত бы এর স্পর্শজ্যার সমীকরণ 


м” x-y=7...(z) মরলরেখার 84 **4+-»2-4%- 645৯0 বৃত্তের 
ম্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় কর। 


2 (1.-এর নতি-1 ; অতএব (1)-এর লম্ব সরলরেখার а= – 1, 
অতএব, у= - +৫ হইল (ক)-এর ғ উপরে যে কোন সরলরেখা | 251 প্রদূভ 


বৃত্তের স্পর্শ হইলে বৃত্তের стн (2, 3) হইতে এই সরলরেখার উপর অঙ্কিত লক্বের 
(46 বৃত্তের ব্যাসার্ধের সমান হইবে | 


24370, ин 2 
уа = /22+3 2255502 5/9; 
5-с- +4, 
с=1, 9. 


অতএব নির্ণেয় স্পর্শকদ্ধয় х+у=1,‚ хау-9, 
2. x+y =2 বৃত্ত এবং у*=8х Әсет সাধারণ স্পর্শকের সমীকরণ 
নির্ণয় কর। 


প্রদত্ত অধিবৃত্তের 4৫2, 
আবার y=mx+Ž সরলরেখাটি т-а 
সকল মানের জন্য অধিবৃত্তকে স্পর্শ করে। 


এই সরলরেখাটি »*+*-(+/2)* 
বৃত্তকে স্পর্শ করিবে যদি 


(2) ағат»), 


[স্থত্ৰ с*=а%(1++т?) ] 
বা m1 km?) =2 
(m? +2)0т? 1) =0 


স্পর্শক 123. 
"57110১৮72৯০, (নতুবা m এর মান অবাস্তব হইয়া পড়ে )। 
` m=-+1. Я 
অতএব নির্ণেয় স্পর্শকছয় y=x+2 এবং у--х-2. 
3. প্রমাণ কর যে পরাবৃত্তের নাভিগামী জ্যার প্রান্তদ্য়ে অঙ্কিত স্পর্শক দুইটি 
নিয়ামকের উপর পরস্পরকে ছেদ করে। 
ধর, পরাবৃত্বের সমীকরণ : পরল, 
! মনে কর নাভিগামী জ্যার প্রান্তদ্বয়ে অঙ্কিত স্পর্শকঘয়ের ছেদবিন্দু (х,у)! 
| তাহা হইলে উক্ত জ্যাটি হইল (xı, Jı) হইতে অঙ্কিত স্পর্শকদ্বয়ের স্পর্শ-জ্যা । 


. XX, ууі 
ইহার সমীকরণ হইল £ ৮৮874, 
কিন্ত এই зд নাভি (ае, о) দিয়া যায় : УР 
„пае _а 
S ৮৮ বা x. =. 


“* (৮55) বিন্দুর সঞ্চারপথ। х-21 কিন্ত ইহাই নিয়ামকের সমীকরণ। 
44 (০?) বিন্দু হইতে x° +y" = a? বৃত্তের উপর ছুইটি স্পর্শক টানা হইল | 

প্রমাণ কর যে এই ম্পর্শকদয় এবং স্পর্শজ্যার দ্বারা গঠিত ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল 
= +8 a) 


PLR? 


СЫ 


মনে কর Счет сти এবং Ре Q 
বহিঃস্থ 4 বিন্দু হইতে অঙ্কিত স্পর্শকের 
্পরশবিন্দু। AN LPO টান | PC=a. 
আবার РО স্পর্শজ্যার সমীকরণ : 

«x+y =a? ...(1) 


Акш ЕЕЕ ШЕ 
J+ 
= A হইতে PQ এর উপর "бб 


চিত্র 62 
আবার рм = (LPO) `= PC*- CN’. 
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2 এখন ০-যূলবিন্দু হইতে. (1) এর উপর T= хетт 


Їр у 26406 2 +32 — аз 
А °| Ж x +g FL зп ল্য না = 


`. APO ত্রিভুজের ক্ষেত্ৰফল =. PO. AN= 


Veta itpaf at) 
Ter? Уа 24 «Әй 


5. x+y =a" .-(1) {764 সাপেক্ষে Р বিন্দুর স্পর্শজ্যা 4৮44), =а?, 
(2) тсе স্পর্শ করে। P এর সঞ্চারপথ নির্ণয় কর 1 

মনে কর ৮বিন্দুর স্থানাঙ্ক (ха, уа) 1 অতএব (1) বৃত্তের উপর Р হইতে অঙ্কিত 
স্পর্শকছয়ের স্পর্শজ্যার সমীকরণ 


XX1 + уух к 


বা зет 


y 


ইহা (1) অৰ্থাৎ x+y = БЕКЕТІ 


ТЕГЕ a? ডি 
€)” =6 ( 1+7), 
০ 
০5 (5505) বিন্দুর সঞ্চারপথ x+y? = 402, 


6. у"-4ах অধিবৃত্তের (৫৫%, 21) বিন্দুতে অঙ্কিত 50944 584807 অপর 
বিন্দু (аг,°, 241.) বিন্দুতে ছেদ করে। প্রমাণ কর যে t? Htt = -2. 

এখন % বিন্দুতে у° =4ах এর অভিলম্বের সমীকরণ 

y+ іх = 2at+at°. 

ইহা অধিবৃত্তের BARE (at, °, 241) বিন্দু দিয়া যাইবে 

যদি 2at,+t.at,*=2at+at 

বা 21:-217-15-1159 

বা 2/.-1)-1015-1/52) À 

Q -2-Ці-і)) (2 tmt), 

বা PH s- 2, чый] 


A — Bz A ST ОНЕ 


жже sa 


ati 
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7. দেখাও যে মূলবিন্দু হইতে উপবৃত্ত 5, Ара ні чйр 
অঙ্কিত ল্বের পাদবিন্দুর সঙ্কারপথ হইল £ (а-у) ахз jaya, 
উপবৃত্তের উপর যে কোন ( a cos 9, b sin @ ) 
বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 2০০১ 9+--390. 9 = 1...(1) 
ইহার নতি=m= - cote, 
ধর, মূলবিন্দু হইতে এই স্পর্শকের উপর অঙ্কিত яга পাদবিন্দু (4, 6)। 
24 এই লঙ্বরেখার =m? =E, 


Е b 
. тті= – 20010.72 —1 4152 coto = az. 
cos 5100 /со570--віп?0 1 
L S w 5з T Vax +b = Vaa +6383 ` 


ax 5 В 
07 এত On আহত 


কিন্তু (4, 6) বিন্দু (1) এর উপর অবস্থিত, 
2০০5 9449 өсі (з) 


(2) এর সাহায্যে (3) হইতে 0 অপনয়ন করিয়া পাই, 
& ax ñ b3 
а Уаз tE Va a EBB T 
বা <+ aaa FD" 
বা (4 +8): ваз ০4855 
J. (<, В) এর সঞ্চারপথ (x2 + y2)2 = ৫9১৮2402775. 


1 


8. -pel পরাবৃত্তের একটি ңын x ও), অক্ষকে Ме N বিন্দুতে 
ছেদ করে। অক্ষয়ের সহিত ач করিয়া MP ও NP টানা হইল। দেখাও যে P 
বিন্দুর সঞ্চারপথ а?х*— Ь%у%=(а* + b), 
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NRTA сытыла 
4 বিন্দুতে бете সমীকরণ Seog নদ + =a +b’. 


এই সমীকরণে y=0 өтіп পাই хә ЕР 


2 
অতএব M বিন্দুর স্থানাঙ্ক (4 +b 
অনুরূপভাবে, х= 0 বসাইয়। N এর স্থানাঙ্ক পাই 

2 з 
(б, + tang). 


sec 9. 


8599, 0). 


‚ এইবার মনে কর P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (x, 9). 
যেহেতু MP La-erF এবং 1/৮4.)-অক্ষ, অতএব 


=: pe вес0, p= 


x ча 


+0 ша. 


7. ақ-(а%--Ь%) вес 6, —bg=(a°+)b°)tan е. 

2. উভয় সমীকরণে উভয় পক্ষের বর্গ লইয়া এবং অন্তর লইয়া পাই 

а Ь°8? =(а°-+-6)(ес29 —1ап?ө) 

=а?%-+Ь%, 
(5,2) এর সঞ্চারপথ atx- byt =a Hb. 
10. (1,-1) বিন্দু হইতে 2х*—3у# = 6 পরাবৃত্বের উপর অঙ্কিত স্পর্শকছয়ের 
সমীকরণ নির্ণয় কর | 

এক্ষেত্রে S=2x*- 3)*-6-0 
S,=2.1°—3.(—1)2—-6=2-3—-6=-7 
Т-2х.1-393у(-1)-6-2х--3у-6 

2. নিৰ্ণেয় স্পর্শকদ্বয়ের সমীকরণ SS,=T° 

বা -72х%-3у%-6)-(2х>3у- 6): 

বা 184%-12у%.12ху-24х-36у--6-0 

বা 32”-2у"--2ху-4х-6у-1-0 

“অর্থাৎ 32° + 22у – 29" – 42 6у-1=0. 
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অনুশীলনী 9 . 

1. 3x2+x—y=10 (44294 у=13х সরলরেখার সমান্তরাল স্পর্শকের 
সমীকরণ নির্ণয় কর | 4 [উঃ у-13х-22| 

2 দেখাও যে х-2у-1-0 সরলরেখাটি у* = 2(х-— 3) অধিবৃত্তের = | 
স্পর্শবিন্দু নির্ণয় কর। ы” Г  (5,2)11 

3. Ж 324+ 2%4+-y m0 উপৰৃত্তের 4৮=2%41. সরলরেখার সমান্তরাল 
স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় কর | [উঃ у= —2z ; 6x+3y+13=0. ] 

4. Іх+ту=1 সরলরেখাটি x+y =a" বৃত্তকে স্পর্শ করে। প্রমাণ কর 
যে (0; т) বিন্দুর সধারপথ একটি гё | қ 

5, (9,- 32) б হইতে, 3а*--3у*— 6248) - 8—0 বৃত্তের উপর অঙ্কিত 


স্পর্শকের দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। І% $%857,] 
6. ау বৃত্তের উপর দুইটি এমন স্পর্শক নির্ণয় কর যেন উহারা z অক্ষের 
ষহিত 60° কোণে আনত থাকে | উঃ y= У3г%2У3. 


7. দেখাও যে (5, 6) বিন্দুতে z" +у°—5:+2у—48=0.- বৃত্তের অভিলম্বাট 
5° 4485 অধিবৃত্তকে স্পর্শ чи | 

৪. )* 4৭% অধিবৃততের কোন্‌ বিন্দুতে অঙ্কিত afem x অক্ষের সহিত 60° 
কোণে আনত থাকিবে? 

9. একটি অধিবৃতের তিনটি эме апп গঠিত сая “mu таб 
অধিবৃত্তের নাভি দিয়া যায়। ইহা প্রমাণ কর। š 

10. প্রমাণ কর যে অধিবৃত্তের নাভিগামী জ্যাকে ব্যাস ধরিয়া অঙ্কিত বৃত্তকে 
নিয়ামক স্পর্শ atq | ; 
11. н-д এবং 5 - =1 эин সাধারণ স্পর্শকের সমীকরণ 


a 


নির্ণয় কর | 
Е £ х? у? 
12. প্রমাণ কর যে x cos ++) sint=p সরলরেখাটি ағат! 
উপবৃত্তের স্পর্শক হইবার সর্ভ р? Ja cos” < +b" sins < 


13. y" =4ax «Гари নাভিলস্বের প্রান্তদ্বয়ের অভিলম্বের সমীকরণ নির্ণয় কর 
এবং দেখাও যে ви গৌণ অক্ষের প্রান্ত দিয়া যাইবে যদি e*+e'=lwwu| 
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14. ан উপরৃত্তের একটি ম্প্শক * ТЕ পরবে Pe Q 


বিন্দুতে ছেদ করে। প্রমাণ কর যে Ре বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শক ATA 
সমকোণে আনত থাকিবে। 


15. প্রমাণ কর যে х зе] әні ам, অক্ষের উপ 14/54 
হইতে c দূরত্বে অবস্থিত একটি বিন্দু হইতে অঙ্কিত দীর্ঘতর অভিলগ্ঘটর мб фея 
হইতে че পর্যন্ত) হইবে / (৭453) 1 (e= ваа) 


16. দেখাও যে 11, 0), (2, -7), (8, 1) এবং (9, - 6) বিন্দুগুলি সমবৃত্ত। 

17. প্রমাণ কর যে উপবৃত্বের যে কোন স্পর্শক Ял অঙ্কিত স্পর্শক দুইটিকে যে 
দুইটি বিন্দুতে ছেদ করে, মুখ্য অক্ষ হইতে সেই বিন্দু দুইটির দূরত্বের গুণফল অর্ধ- 
গৌণ অক্ষের বর্গের সমান হইবে। 

18. পরাবৃত্ত 4৯*_ 3/+12-0-এর:+1 নতিযুক্ত স্পর্ণকের সমীকরণ এবং 
বু কর। নতির কোন্‌ মানগুলির জন্য এই পরাবৃত্তের স্পর্শক পাওয়া 

4? 

19. প্রমাণ কর যে একটি নে স্পর্শকের 544154, উক্ত 
টির হকের WIE করেই বি রি হইবে। 


20. প্রদত্ত সমীকরণ ах ks 


এর Кї. ka kaaa "প্রত্যেকটি যদি 0,41, 44-144 তাহা হইলে উদ্ভূত 
সঞ্চারপথগুলির প্রকৃতি নির্ণ কর | өмі a=, b= 2 ধরিয়া ғ“ সঞ্চারপথ- 
গুলির লেখচিত্র অঙ্কন কর। 

21. দেখাও যে' x+y: МЕ еди 0 বৃত্তের (রি 5): বিন্দু 
হইতে অঙ্কিত জ্যার эл দ্বারা! গঠিত আয়তক্ষেত্রের ক্ষেত্রফল ধ্রুবক | 

` দেখাও যে উক্ত (৮২১২) বিন্দু হইতে таба. উপর অঙ্কিত স্পর্শকের দৈর্ঘ্য 
(х,*+у,* +2вх,+2/у,+с)$ 

22, প্রমাণ কর যে একটি পরাবৃত্ত ও তাহার чид পরাতে Fos 
অঙ্কিত স্পর্ণক চারিটি একটি আমতক্েত্র গঠন করে | প্রমাণ কর যে এই আয়তক্ষেত্রের 
পরিবৃত্রটি উভয় পরাবৃত্তের নাভিগুলি দিয়া যায়। আরও প্রমাণ কর যে এই TÊ 
এবং একটি পরাবৃত্তের ছেদবিন্দু অপর পরাবৃত্তের নিয়ামকের উপর অবস্থিত হইবে | 
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19 86 87 
24 জটিল রাশির জটিল সংখ্যার 
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